
1 Tensores 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.1 Introducción  

Muchos fenómenos físicos se representan matemáticamente mediante Tensores, los cuales, 
por necesidad son representados en un sistema de referencia, de este modo surge el 
concepto de componentes del tensor. Si bien los tensores son independientes del sistema 
de referencia, las componentes serán dependientes y variarán con éste.  
Los tensores pueden ser clasificados según su orden como: 
Escalar (Tensor de orden 0): Cantidad que tiene magnitud pero no dirección (ejemplo: 
densidad, temperatura, presión). Los escalares pueden ser funciones del espacio y del 
tiempo y no necesariamente han de ser constantes. 
Vector (Tensor de orden 1): Cantidad que tiene magnitud y dirección (ejemplo: velocidad, 
fuerza, momento, campo eléctrico). Será simbolizado por una letra en negrita con una 
flecha en la parte superior del tensor, i.e.: •r . 
Tensor de segundo orden (Tensor de orden 2): Cantidad que tiene magnitud y dos 
direcciones (ejemplo: tensión, deformación). Será simbolizado por una letra en negrita. 
Para los tensores de órdenes superiores también usaremos letras en negrita. 
Este capítulo trata del estudio detallado de los tensores (escalar, vector, tensor de segundo 
orden, y de orden superior), y de algunas herramientas matemáticas que darán soporte al 
desarrollo de las teorías que se exponen en los capítulos posteriores.  
Primeramente, revisaremos algunas operaciones de vectores independientemente del 
sistema de coordenadas. A continuación, introduciremos el sistema de coordenadas 
rectangulares para expresar las componentes de un vector en dicho sistema. Una vez 
definido el sistema de referencia, podremos expresar las operaciones con vectores tan sólo 
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en función de sus componentes. Por último, expondremos la notación indicial por su 
simplicidad y fácil manipulación matemática. 
Posteriormente estudiaremos los tensores de orden superior, poniendo especial énfasis en 
los tensores de segundo orden. Para finalizar, plantearemos los campos de tensiones y los 
sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas. 

1.2 Vectores 

A continuación presentamos algunas operaciones entre vectores en el espacio vectorial 
tridimensional Euclidiano ( )E . 

Suma  

Sean los vectores a
r

 y b
r

 pertenecientes al espacio de vectores. La suma de los mismos, ver 
Figura 1.1(a), será otro vector (c

r
) dado por: 

abbac
rrrrr

+=+=  (1.1) 

 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.1: Suma y resta de vectores. 

 
Resta 

La resta de dos vectores (a
r

, b
r

), ver Figura 1.1(b), será otro vector (d
r

) dado por: 

bad
rrr

−=  (1.2) 

Para los vectores a
r

, b
r

 y c
r

, pertenecientes al espacio de vectores, se cumplen las siguientes 
relaciones: 

cbacbacba
rrrrrrrrr

++=++=++ )()(  (1.3) 

Producto por un escalar λ  

Sea el vector a
r

, el producto a
r

λ  será un vector con la misma dirección de a
r

, mientras que 
su módulo y sentido dependerán del valor del escalar λ , tal y como se indica en la Figura 
1.2. 

 c
r

 
 a
r

 

 b
r

 

 c
r

 
 a
r

 

 b
r

 
 b

r
−  

 d
r

 

 a)  b) 
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Figura 1.2: Producto de un vector por un escalar. 

Producto Escalar 

Sean los vectores a
r

 y b
r

, se define el Producto Escalar de ambos vectores como un escalar γ  
de valor: 

θ== ⋅ cos   baba
rrrr

γ  (1.4)

siendo θ  el ángulo formado por los dos vectores, y •  es el módulo (o magnitud) de • ., 

ver Figura 1.3(a). Se puede concluir también que abba
rrrr ⋅⋅ = . 

Para el caso en que ba
rr

=  obtenemos que: 

aaaaaaaaaaa
rrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅ =⇒= →θ= =θ         cos   º0  (1.5)

 

Vector Unitario (versor) 

Dado un vector a
r

, el versor (vector unitario) asociado a esta dirección será un vector a�  
con la misma dirección y sentido de a

r
, definido por: 

a
aa r

r

=�  (1.6)

donde a
r

 es el módulo del vector a
r

. Si a�  es un vector unitario, entonces debe cumplir 
que: 

1� =a  (1.7)

Vector Nulo 

El vector nulo viene representado por: 
r
0  (1.8)

Vector Proyección 

El vector proyección del vector a
r

 sobre el vector b
r

 (Figura 1.3(b)) será un vector con la 
dirección de b

r
 y con módulo de valor a

b

r
rproj  dado por: 

 a
r

 

 1>λ   0<λ   1=λ  

 a
r

λ  

 a
r

λ  
 a

r
λ  

 10 <λ<  

 a
r

 
 a
r

  a
r
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�= ⋅r
r r
b
a a bproj  (1.9) 

donde �b  es el versor según la dirección de b
r

, luego se cumple que: 

= ⋅
r

rr
r

rb

a ba
b

proj  (1.10) 

 
 
 
 
 
 

Figura 1.3: Producto escalar. 

Podemos obtener el vector a
b

r
rproj  como su módulo a

b

r
rproj  multiplicado por el versor 

según la dirección de b
r

: 

  
escalar

= =⋅ ⋅
r

r r rr r rr
r r r r

14243

b

a b b a ba b
b b b b

proj  
(1.11) 

Ortogonalidad de dos vectores 

Dos vectores son ortogonales entre sí cuando se cumple la siguiente condición: 

0=⋅ba
rr

 (1.12) 

Producto Vectorial 

El producto vectorial de dos vectores a
r

 y b
r

 da como resultado un tercer vector c
r

 que se 
caracteriza por ser perpendicular a estos dos vectores (Figura 1.4), y que posee las 
siguientes características: 

! Representación: 

abbac
rrrrr

∧−=∧=  (1.13) 

! Dado que c
r

 es perpendicular a a
r

 y a b
r

, se cumple entonces que: 

0== ⋅⋅ cbca
rrrr

 (1.14) 

! El módulo de c
r

 es por definición: 

θ= sinbac
rrr

 (1.15) 

siendo θ  el menor ángulo formado entre los vectores a
r

 y b
r

, ver Figura 1.4. 

 θ  

 a
r

 

 b
r

 
 θ  

 a
r

 

 b
r

 
 . 

 a
b

r
rproj  

 a)  b) 

 π≤θ≤0  
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Figura 1.4: Producto vectorial. 

El módulo del producto vectorial es el área (A ) del paralelogramo formado por estos dos 
vectores, ver Figura 1.4: 

ba
rr

∧=A  (1.16)

y como consecuencia el área del triangulo formado por los puntos OCD  (Figura 1.4(a)) 
será: 

ba
rr

∧=
2
1

TA  (1.17)

Si a
r

 y b
r

 son colineales (linealmente dependiente, i.e. ba
rr
α= , donde α  es un escalar), el 

producto vectorial entre ellos resultará el vector nulo, 0
r

. 

Triple Producto Escalar 

Dados tres vectores ( cba
rrr

,, ) se denomina el triple producto escalar a:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )abccabbca

bacacbcba
rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

∧−=∧−=∧−=

=∧=∧=∧

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

V

V
 (1.18)

El resultado de esta operación es el volumen del paralelepípedo (V ) formado por estos tres 
vectores, tal y como se muestra en la Figura 1.5. 

Luego, para vectores cualesquiera a
r

, b
r

 se cumple que: 

( ) 0aba
rrrr

=∧⋅  (1.19)

Dado los vectores a
r

, b
r

, c
r

, d
r

, y α , β  escalares, la siguiente propiedad es válida: 

)()()()(     dcbdcadcba
rrrrrrrrrr

∧+∧=∧+ ⋅⋅⋅ βαβα  (1.20)

NOTA: Algunos autores representan el triple producto escalar por la siguiente 
nomenclatura, ( )cbacba

rrrrrr
∧≡ ⋅],,[ , ( )acbacb

rrrrrr
∧≡ ⋅],,[ , ( )bacbac

rrrrrr
∧≡ ⋅],,[ , y así 

sucesivamente. ■ 
 

 bac
rrr

∧=  

 a
r

 

 b
r

 

 θ  

 abc
rrr

∧=−  

 .  . 
 a
r

 

 b
r

 

 θ   .  . 

 A  

 A  

 O   C  

 D  

a) b) 

 cr  

 O  
 C  

 D  



MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO: CONCEPTOS BÁSICOS 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

16 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.5: Triple producto escalar. 

Triple Producto Vectorial 

Dados tres vectores a
r

, b
r

 y c
r

, el triple producto vectorial resulta un vector w
r

 dado por 
( )cbaw

rrrr
∧∧= , siendo válidas las siguientes relaciones: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )cbabca

abcbac

abcbaccbaw

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrrrrrr

  

  

⋅⋅

⋅⋅

−=

−=

∧∧=∧∧−=∧∧=

 (1.21) 

Observemos que el vector w
r

 es un vector contenido en el plano 1Π , formado por los vectores 
b
r

 y c
r

, según se muestra en la Figura 1.6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.6: Triple producto vectorial.  

 
 
 

 a
r

 

 b
r

 

 θ  

a
r ∧ b

r
 

 .  . 

 V   c
r

 

 ≡V Triple producto escalar 

 1Π  

 2Π  

 a
r

 

 b
r

 

 c
r

 

 cb
rr

∧  

 1Π  - plano formado por b
r

 y c
r

 

 2Π  - plano formado por a
r

 y cb
rr

∧  

 w
r

 

w
r

 contenido en el plano 1Π  
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Ejemplo 1.1: Probar que si a
r

 y b
r

 son vectores se cumple que: 
( ) ( ) ( )( ) ( )2babbaababa

rrrrrrrrrr ⋅⋅⋅⋅ −=∧∧  
Solución:  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )( ) ( )2
222

222

2
2222

2
22

2
22

2

2

 

cos  

cos  

cos1 

sin 

sin  

babbaa

baba

baba

baba

ba

ba

ba

bababa

rrrrrr

rrrr

rrrr

rrrr

rr

rr

rr

rrrrrr

⋅⋅⋅

⋅

⋅

−=

−=

θ−=

θ−=

θ−=

θ=

θ=

∧=∧∧

 

donde hemos considerado que 2
aaa
rrr

=⋅  y 
2

bbb
rrr

=⋅ . 

Transformación Lineal 

Decimos que una transformación F  es una transformación lineal cuando dados dos 
vectores u

r
 y v

r
 y un escalar α  se cumplen que: 

! )()()( vuvu
rrrr

FFF +=+  

! )()( uu
rr

FF αα =  

Ejemplo 1.2: Verificar si para las siguientes transformaciones ε=εσ E)(  y 2

2
1)( ε=ε Eψ  

son transformaciones lineales. 
Solución:  

[ ] )()()( 21212121 εσ+εσ=ε+ε=ε+ε=ε+εσ EEE  (transformación lineal) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )(εσ  

 ε   21 ε+ε   2ε   1ε  

 )( 2εσ  

 )( 1εσ  

 )()()( 2121 εσ+εσ=ε+εσ  
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  La transformación 2

2
1)( ε=ε Eψ  se demuestra fácilmente que no es una 

transformación lineal ya que: 

[ ] [ ]

)()()()(

2
2
1

2
1

2
1

2
2
1

2
1)(

212121

21
2
2

2
1

2
221

2
1

2
2121

ε+ε≠εε+ε+ε=

εε+ε+ε=

ε+εε+ε=ε+ε=ε+ε

ψψψψ

ψ

E

EEE

EE

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 ε   21 ε+ε   1ε   2ε  

 )(εψ  

 )( 21 ε+εψ  

 )( 2εψ  

 )( 1εψ  

 )()( 21 ε+ε ψψ  
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1.3 Sistema de Coordenadas 

Un tensor es una interpretación matemática de un concepto físico. Sus componentes 
adoptan valores que dependen del sistema de coordenadas elegido para representarlo, ver 
Figura 1.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.7: Esquema tensor-componentes. 

Consideremos un tensor de orden uno (a
r

) como el representado en la Figura 1.8(a), la 
representación de este tensor en un sistema de coordenadas genérico ( 321 ,, ξξξ ) se hace a 
través de sus componentes ( 321 aaa ,, ), ver Figura 1.8(b). 

 
 
 
 
 
 

Figura 1.8: Representación de un vector. 

Los sistemas de coordenadas pueden ser de varios tipos: coordenadas curvilíneas, 
coordenadas cartesianas rectangulares, coordenadas cilíndricas y coordenadas esféricas, 
entre otros. 

1.3.1 Sistema de Coordenadas Rectangulares 

El sistema de coordenadas cartesianas rectangulares viene definido por tres vectores: i� , j� , 
k� , los cuales constituyen una base ortonormal. Se entiende por base ortonormal, aquella que 
satisface las siguientes propiedades:  

1. Los vectores que forman esta base son unitarios (versores): 

1��� === kji  (1.22)

o lo que es igual: 

 a
r

 

 a) 

 a
r

 

 1ξ  

 2ξ   3ξ  

 b) 

 a
r

( 321 aaa ,,  ) 

TENSORES 
Interpretación matemática de conceptos físicos 

(Independiente del sistema de coordenadas) 

COMPONENTES 
Representación del Tensor en 
un Sistema de Coordenadas 
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1������ === ⋅⋅⋅ kkjjii  (1.23) 

2. Los vectores de esta base son ortogonales entre sí, es decir: 

0������ === ⋅⋅⋅ ikkjji  (1.24) 

3. El Producto vectorial entre los versores que forman esta base cumple lo siguiente: 

jikikjkji ���;���;��� =∧=∧=∧  (1.25) 

Para conocer el sentido del vector resultante del producto vectorial utilizamos la regla de la 
mano derecha, tal y como se indica en la Figura 1.9. 

kji ��� =∧  ikj ��� =∧  jik ��� =∧  (1.26) 

 
 

 

Figura 1.9: Regla de la mano derecha. 

1.3.2 Representación de los Vectores en el Sistema de 
Coordenadas Cartesianas 

En el sistema de coordenadas cartesianas, el vector a
r

 (Figura 1.10) está representado por 
sus componentes ( xa , ya , za ) como: 

kji ���
zyx aaa ++=a

r
 (1.27) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.10: Vector en el sistema cartesiano. 

 

  i�  

 j�  

  k�  

  i�  

 j�  

  k�    k�  
  i�  

 j�  

 x  

 y  

 z  

 a
r

 
  i�  

 j�  

  k�  
 xa  

 ya  

 za  
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Las operaciones básicas particularizadas a este sistema de referencia son: 

! Producto Escalar de dos vectores a
r

 y b
r

 

)(
)���()���(

zzyyxx

zyxzyx

bababa
bbbaaa

++=
++++= ⋅⋅ kjikjiba

rr

 (1.28)

Luego, se cumple que 2222 aaa
rrr

=++=++=⋅ zyxzzyyxx aaaaaaaaa  

NOTA: La proyección de un vector sobre una dirección determinada obtenemos a 
través del producto escalar del vector y del versor que define esa dirección. Como 
ejemplo, si quisiéramos obtener la componente del vector a

r
 según la dirección y  

(representado por su versor j� ) es suficiente con: yzyx aaaa =++= ⋅⋅ )�()���(� jkjija
r

.■ 

! módulo del vector a
r

 

222
zyx aaa ++=a

r
 (1.29)

! vector unitario correspondiente al vector a
r

 

kji ����
222222222
zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a

++
+

++
+

++
==

a
aa r

r

 (1.30)

! vector nulo 

� � �0 0 0 = + +i j k
r
0  (1.31)

! Suma de dos vectores a
r

 y b
r

 

( ) ( ) ( )kji
kjikji
� � � 
)���()���(

zzyyxx

zyxzyx

bababa
bbbaaa

+++++=
+++++=+ ba

rr

 (1.32)

! Resta de dos vectores a
r

 y b
r

 

( ) ( ) ( )kji
kjikji
� � � 
)���()���(

zzyyxx

zyxzyx

bababa
bbbaaa

−+−+−=
++−++=−ba

rr

 (1.33)

! Multiplicación por un escalar λ  

kji ���
zyx aaa λ+λ+λ=λa

r
 (1.34)

! Producto Vectorial de dos vectores a
r

 y b
r

 

kji

kji
kji

�)(�)(�)(

���
���

xyyxxzzxyzzy

yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx

babababababa

bb
aa

bb
aa

bb
aa

bbb
aaa

−+−−−=

+−==∧= bac
rrr

 (1.35)

donde el símbolo )(•≡• det  se emplea para indicar el determinante de una matriz. 
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! Triple Producto Escalar de los vectores ( cba
rrr

,, ) en términos de sus 
componentes viene definido por:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xyyxzxzzxyyzzyx

yx

yx
z

zx

zx
y

zy

zy
x

zyx

zyx

zyx

cbcbacbcbacbcba

cc
bb

a
cc
bb

a
cc
bb

a

ccc
bbb
aaa

V

−+−−−=

+−=

=∧=∧=∧= ⋅⋅⋅ bacacbcbacba
rrrrrrrrrrrr

  ),,(

 
(1.36) 

! Triple Producto Vectorial de los vectores ( cba
rrr

,, ) en función de sus 
componentes es:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )kji � � � 

  

212121 zzyyxx cbcbcb λ−λ+λ−λ+λ−λ=
−=∧∧ ⋅⋅ cbabcacba

rrrrrrrrr

 (1.37) 

con zzyyxx cacaca ++==λ ⋅ca rr
1   , y  zzyyxx bababa ++==λ ⋅ba

rr
2 . 

 

Ejemplo 1.3: Considérense los puntos ( )1,3,1A , ( )1,1,2 −B , ( )3,1,0C  y ( )4,2,1D . 
Se pide: 

1) Encontrar el área del paralelogramo definido por 
→

AB  y 
→

AC ; 

2) Encontrar el volumen del paralelepípedo definido por: 
→

AB  , 
→

AC  y 
→

AD ; 

3) Encontrar el vector proyección del vector 
→

AB  sobre el vector 
→

BC  . 
Solución:  

1) Primero se calculan los vectores 
→

AB  y 
→

AC : 

( ) ( ) kjikjikji �0�4�1�1�3�1�1�1�2 +−=++−+−=−==
→→→

OAOBABa
r

 

( ) ( ) kjikjikji �2�2�1�1�3�1�3�1�0 +−−=++−++=−==
→→→

OAOCACb
r

 
Utilizando la definición (1.35) se obtiene el producto vectorial: 

kji
kji

�)6(�2�)8(
221
041

���

−+−−=
−−
−=∧ ba

rr  

El área del paralelogramo será igual al módulo del vector resultante del producto  
vectorial: 

104)6()2()8( 222 =−+−+−=∧= ba
rr

A  (unidades cuadradas) 

2) Calculando vector 
→

AD : 

( ) ( ) kjikjikji �3�1�0�1�3�1�4�2�1 +−=++−++=−==
→→→

OAODADc
r

 
Utilizando la definición (1.36): 
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( ) ( ) ( )
cúbicas) (unidades  161820

 �6�2�8�3�1�0 ),,(

=−+=

−−−+−=∧= ⋅⋅ kjikjibaccba
rrrrrr

V  

3) A continuación calculamos el vector 
→

BC : 

( ) ( ) kjikjikji �2�2�2�1�1�2�3�1�0 ++−=+−−++=−=
→→→

OBOCBC  
Utilizando la ecuación (1.11): 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )kji

kji
kjikji

kjikji

�2�2�2
444
082

�2�2�2
�2�2�2�2�2�2

�0�4�1�2�2�2

2

++−
++
+−−=

++−
++−++−

+−++−==
⋅
⋅

⋅

⋅ →

→→

→→
→

→

→ BC
BCBC

ABBCAB

BC

BC
43421

proj

 

kji �
3
5�

3
5�

3
5 −−=

→
→ AB

BC
proj  

 

1.3.3 Convenio de Suma de Einstein 

Definimos en la ecuación (1.27) la representación de un vector a
r

 en el sistema de 
coordenadas rectangular: 

kji ���
zyx aaa ++=a

r
 (1.38)

Podemos reescribir la ecuación anterior como: 

332211 ��� eeea aaa ++=
r

 (1.39)

donde hemos considerado que: xaa ≡1 , yaa ≡2 , zaa ≡3 , i�� 1 ≡e , j�� 2 ≡e , k�� 3 ≡e , tal y 
como se indica en la Figura 1.11. De esta forma podemos expresar la ecuación (1.39) como 
una suma: 

∑
=

=++=
3

1
332211

����
i

iieeeea aaaa
r

 (1.40)

o simplemente utilizando el convenio de suma o Notación de Einstein, según la cual, se 
utilizan índices repetidos para indicar suma, así pues la expresión (1.40) queda de la 
siguiente manera: 

)3,2,1(���� 332211 ==++= iiieeeea aaaa
r

 

)3,2,1(� == iiiea a
r

 
(1.41)

NOTA: La notación de suma fue introducida por Albert Einstein en 1916, dando origen 
así a la notación indicial. ■ 
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Figura 1.11: Vector en el sistema cartesiano. 

1.4 Notación Indicial 

Utilizando notación indicial los ejes del sistema de coordenadas son designados por la letra 

x  con un subíndice. Por eso ix  no representa un único valor, sino i  valores, es decir 1x , 

2x , 3x  ( si 3,2,1=i ) donde estos valores ( 1x , 2x , 3x ) corresponden respectivamente a los 

ejes ( x , y , z ). 

En un sistema de coordenadas cartesianas, un vector a
r

 será representado por sus 

componentes en la base del citado sistema de la siguiente forma: 

332211 ��� eeea aaa ++=
r

 (1.42) 

donde 1�e , 2�e , 3�e  son versores (vectores unitarios), tal y como se muestra en la Figura 
1.12, y 1a , 2a , 3a  son las componentes del vector. En notación indicial las componentes del 
vector serán representadas por ia . Si no se indica el rango del subíndice, se supondrá que 
adopta los valores 1,2,3. Por tanto, las componentes de vector pueden representarse de la 
siguiente forma: 
















==

3

2

1

)(
a
a
a

a iia
r

 (1.43) 

 
 

 x  

 y  

 z  

 a
r

 

  1�� e≡i  
 2�� e≡j  

  3�� e≡k  

 1aa ≡x  

 2aa ≡y  

 3aa ≡z  



1 TENSORES 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

25

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.12: Vector en el sistema cartesiano. 

Componentes del Vector Unitario: Dado un vector a
r

, el vector unitario asociado a esta 
dirección será un vector a�  dado por: 

1�         � == a
a
aa conr

r

 (1.44)

cuyas componentes serán: 

)3,2,1,,(�
2
3

2
2

2
1

===
++

= kji
kk

i

jj

ii
i

aa

a

aa

a

aaa

a
a  (1.45)

Los subíndices se denominan de 2 formas: 
Subíndices libres aquellos que sólo aparecen una vez en un término de la expresión. En la 

ecuación anterior el subíndice libre es el subíndice ( i ). El número de subíndices 
libres indica el orden del tensor. 

Subíndices mudos son los subíndices que se repiten en una expresión indicando suma. En la 
ecuación anterior (1.45) son, o bien el ( j ), o bien el ( k ). 

 
Producto Escalar: Utilizando las definiciones (1.4) y (1.28), podemos expresar el producto 
escalar en notación indicial de la siguiente forma: 

)3,2,1,(

cos   

332211 ===++=

θ== ⋅
jijjii bababababaγ

γ baba
rrrr

 (1.46)

 

OBS.: Un subíndice en un término de una expresión sólo puede aparecer una o 
dos veces. En el caso de que aparezca tres o más veces, entonces la expresión es 
incorrecta.  

 1xx ≡  

 2xy ≡  

 3xz ≡  

 a
r

 

  1�e  
 2�e  

  3�e  

 1a  

 2a  

 3a  
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Ejemplo 1.4: Reescribir en notación indicial las siguientes expresiones:  
 
1) 333322311 xxaxxaxxa ++  
Solución:       )3,2,1(3 =ixxa ii  
 
2) 2211 xxxx +  
Solución:       )2,1( =ixx ii  
 

3) 








=++

=++
=++

z

y

x

bzayaxa

bzayaxa
bzayaxa

333231

232221

131211

 

Solución: 









=++
=++
=++

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

   → jmudo
índice

  








=

=

=

33

22

11

bxa
bxa
bxa

jj

jj

jj

   → ilibre
índice

    ijij bxa =  

  Como podemos apreciar, la utilización de la notación indicial supone que la 
expresión quede muy concisa. En muchos casos, tratar de realizar manipulaciones 
algebraicas sin utilizar notación indicial o tensorial es casi imposible debido a la 
gran cantidad de términos que pueden intervenir. 

 
Ejemplo 1.5: Expandir la expresión: )3,2,1,( =jixxA jiij  
 
Solución: Los índices ji,  son índices mudos (indican suma), no hay índice libre, y como 

resultado tenemos un escalar. Expandimos primero el índice mudo i  y a 
continuación el índice j , resultando así: 

434214342143421

3333

2332

1331

33

3223

2222

1221

22

3113

2112

1111

11
 

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxA

xxAxxA jjjjjj
ioexpandiend

jiij

+

+

+

+

+

+

+

+

 →  

 
Reagrupando los términos anteriores obtenemos: 

3333233213313223

22221221311321121111

xxAxxAxxAxxA
xxAxxAxxAxxAxxAxxA jiij

+++

+++++=  

 
 
 
 
 
 

ex
pa

nd
ie

nd
o 

j 
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1.4.1.1 Delta de Kronecker 

El símbolo delta de Kronecker ijδ  definimos de la manera siguiente: 









≠

=
=

jisi

jisi

ij

0

1
  δ  (1.47)

Observemos también que el producto escalar de la base ortonormal ji ee �� ⋅  es 1 si ji =  y 0 
si ji ≠ . Si lo anterior lo exponemos de forma explícita, obtendremos: 

ijji δ=















=

















=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

⋅
100
010
001

������
������
������

��

332313

322212

312111

eeeeee
eeeeee
eeeeee

ee  (1.48)

Una propiedad muy interesante de la delta de Kronecker la demostraremos a continuación 
con el siguiente ejemplo, sea un vector (V

r
) de componentes ( iV ) se cumple: 

332211 VVVV jjjiij δδδδ ++=  (1.49)

luego, como )3,2,1( =j  es un índice libre tenemos: 

jiij

iij

iij

iij

VV
VVVVVj
VVVVVj

VVVVVj
=⇒









=++=⇒=

=++=⇒=

=++=⇒=

δ
δδδδ
δδδδ
δδδδ

3333223113

2332222112

1331221111

3  

2  

1  

 (1.50)

Es decir, en la presencia del símbolo Delta de Kronecker reemplazamos el índice repetido, 
tal y como se indica a continuación:  

jiji VV         =δ  (1.51)

Por esta razón, la delta de Kronecker es frecuentemente llamada operador de sustitución. Otros 
ejemplos: 

332211

332211 3

aaaaaa jjiijiji

jjiijiij

jkikij AA

++===

=++===

=

δ
δδδδδδδ

δ
 (1.52)

Más aún, se puede decir que: 

ij
j

i

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

δ=















=

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

100
010
001

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

 (1.53)

Sea la base ortonormal ie� , podemos obtener las componentes del vector a
r

 en esta base 
como: 
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ipipippi aaa === ⋅⋅ δeeea ���r
 (1.54) 

Con eso podemos representar un vector como: 

iiii eeaea �)�(� ⋅==
rr

a  (1.55) 

Ejemplo 1.6: Resolver las siguientes expresiones: 
1) jjiiδδ  
Solución:       ( )( ) 933332211332211 =×=++++= δδδδδδδδ jjii  
2) 11 γαγα δδδ  
Solución:       1111111 === γγγαγα δδδδδδ  

NOTA: Observar que es incorrecto hacer la siguiente operación  
13 1111 =≠=≠ γγγγ δδδδ , ya que lo que se reemplaza es el índice repetido ■ 

1.4.1.2 Símbolo de Permutación 

El símbolo de permutación ijk  viene definido como: 

{ }
{ }









===
∈−
∈+

≡
)()()(

)3,1,2(),1,2,3(),2,3,1(),,(1
)2,1,3(),1,3,2(),3,2,1(),,(1

             0 kiokjojisi
kjisi
kjisi

:i.e.  casos  de resto el  para
ijk  (1.56) 

NOTA: ijk  son las componentes del Pseudo-tensor Levi-Civita, que será definido mas 
adelante. ■ 
Otra forma de expresar este operador es a través de sus subíndices: 

))()((
2
1 ikkjjiijk −−−=  (1.57) 

Los valores de ijk  pueden ser fácilmente memorizados si utilizamos la Figura 1.13(a). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.13: Símbolo de permutación. 

Con la definición (1.67) y utilizando la Figura 1.13(b) podemos comprobar que las 
siguientes relaciones son válidas: 

kjijikikjijk

kijjkiijk





−=−=−=

==
 (1.58) 

1 

2 3 

 1=ijk  

 1−=ijk  

a) 

 i  

 j   k  

b) 

 kijjkiijk  ==  

 ikjijk  −=  

 

jik

kji

ikjijk







−=

−=

−=
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Si expresamos el símbolo de permutación en función de la delta de Kronecker (operador de 
sustitución), obtenemos: 

( ) ( ) ( )jijikkikijkjkji

kjikjikjikjikjikji

nkmjlilmnijk

233212332123321

123132213312231321

δδδδδδδδδδδδδδδ
δδδδδδδδδδδδδδδδδδ

δδδ

−+−−−=
−++−−=

= 
 (1.59)

lo que es igual al resultado del siguiente determinante: 

kkk

jjj

iii

kji

kji

kji

ijk

321

321

321

333

222

111

δδδ
δδδ
δδδ

δδδ
δδδ
δδδ

==  (1.60)

Por lo tanto podemos expresar el producto pqrijk  como el producto de dos 
determinantes que definimos a continuación: 

rqp

rqp

rqp

kkk

jjj

iii

pqrijk

333

222

111

321

321

321

δδδ
δδδ
δδδ

δδδ
δδδ
δδδ

=  (1.61)

Si tenemos en cuenta que dadas dos matrices cuadradas se cumple que 
)()()( BAAB detdetdet = , donde •≡•)(det  es el determinante de la matriz • , la relación 

(1.61) resulta ser: 

krkqkp

jrjqjp

iriqip

pqrijk

δδδ
δδδ
δδδ

=  (1.62)

Observemos que el término ipδ  fue obtenido a través de la operación: 

ipmpmipipipi δδδδδδδδδ ==++ 332211 , análogamente podemos obtener el resto de 
términos.   
Para el caso particular en el que kr =  la relación (1.62) puede expresarse como: 

3,2,1,,,, =−= qpkjijpiqjqippqkijk δδδδ  (1.63)

Ejemplo 1.7: a) Probar que ippjkijk δ2=  y que 6=ijkijk . b) Obtener el valor numérico 
de la siguiente expresión ikjijk 132 δδδ . 
Solución: a) Utilizando la expresión (1.63): 

jpiqjqippqkijk δδδδ −=  
y haciendo jq = , resulta: 

ipipip

jpijjjippjkijk

δδδ
δδδδ
23 =−=

−=
 

Partiendo del resultado anterior, es trivial la siguiente comprobación: 
62 == iiijkijk δ  

  b) 1123132 ==  ikjijk δδδ  
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! El Producto Vectorial de dos vectores a
r

 y b
r

 resultará un vector c
r

, definido en 
(1.35), y viene dado por: 

3

3

12212

2

31131

1

2332

321

321

321

�)(�)(�)(

���

eee

eee
bac

43421434214434421

rrr

ccc

babababababa
bbb
aaa

−+−+−=

=∧=
 (1.64) 

Podemos utilizar la definición del símbolo de permutación ijk , definido en (1.56), y 
expresar las componentes de c

r
 como: 

kjijki

kjjk

kjjk

kjjk

bac

bababac

bababac

bababac









=⇒








=+=

=+=

=+=

312321213123

231213132312

123132321231

 (1.65) 

Luego, el producto vectorial, entre dos vectores a
r

, b
r

, podrá ser representado a través del 
símbolo de permutación como: 

ikjijk eba �ba=∧
rr

 (1.66) 

Podemos relacionar el operador de permutación con la base ortonormal ie�  a través del 
triple producto escalar de dicha base: 

( )
( ) ijkkji

mkijmkmijmkji

mijmji







=∧

==∧

=∧

⋅
⋅⋅

eee

eeeee

eee

���

�����

���

δ  (1.67) 

! El Triple Producto Escalar de los vectores ( cba
rrr

,, ) viene dado por:  

( ) ( ) ( )
321

321

321

ccc
bbb
aaa

=∧=∧=∧=λ ⋅⋅⋅ bacacbcba
rrrrrrrrr

 (1.68) 

En función del símbolo de permutación lo podemos expresar como: 

( ) )3,2,1,,( ==∧=λ⇒ ⋅ kjikjiijk cbacba
rrr

 (1.69) 

Demostraremos que se cumplen ( ) ( ) ( )bacacbcba
rrrrrrrrr

∧=∧=∧ ⋅⋅⋅  partiendo de la relación 
(1.69), y además teniendo en cuenta las relaciones dadas en (1.58), obtenemos que: 

( )
( )
( )

( )
( )
( ) ],,[

],,[
],,[

],,[
],,[

],,[

abcabc

cabcab
bcabca

bacbac
acbacb

cbacba

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

−≡∧−=−=
−≡∧−=−=
−≡∧−=−=

≡∧==
≡∧==

=∧≡

⋅
⋅
⋅

⋅
⋅

⋅

kjikji

kjijik

kjiikj

kjikij

kjijki

kjiijk

cba

cba

cba

cba

cba

cba









 (1.70) 
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Ejemplo 1.8: Escribir la siguiente relación ( ) ( )dcba
rrrr

∧∧ ⋅  sin emplear el producto 
vectorial.  
 
Solución: Observemos que el producto vectorial ( )ba

rr
∧  lo podemos expresar de la siguiente 

forma: ( ) ikjijkkkjj eeeba ��� baba =∧=∧
rr

, cuyo resultado será un vector. De esta 
forma hemos utilizado la definición del símbolo de permutación (1.66). 
Análogamente podemos expresar el producto vectorial ( )dc

rr
∧  como 

( ) nmlnlm edc �dc=∧
rr

, por lo tanto:  
( ) ( )

mlkjilmijk

inmlkjnlmijk

nimlkjnlmijk

nmlnlmikjijk

dcba
dcba
dcba

dcba







=
=
=
=∧∧

⋅
⋅⋅

δ
ee
eedcba

��
)�()�

rrrr

 

 Teniendo en cuenta que lmijkiilmijk  =  (relación (1.58)) y aplicando la relación 
(1.63) ( i.e.: ilmjkikljmkmjllmijki  =−= )δδδδ ), concluimos que:  

  ( ) mllmmlmlmlkjkljmkmjlmlkjilmijk dcbadcbadcbadcba −=−=  δδδδ  
 Puesto que el subíndice mudo indica el producto escalar: ( )ca rr ⋅=llca  y 

( )db rr
⋅=mmdb , luego: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )cbdadbcadcba
rrrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅ −=∧∧    

Ejemplo 1.9: Probar que: ( ) ( ) ( ) ( )bacdbadcdcba
rrrrrrrrrrrr

∧−∧=∧∧∧ ⋅⋅   
 
Solución: Expresaremos en notación indicial el segundo miembro de la expresión: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]kjijkipkjijkipp bacdbadc    −=∧−∧ ⋅⋅ bacdbadc
rrrrrrrr

 

( )piipkjijk

pikjijkipkjijk

dcdcba

dcbadcba

 

 

−⇒

−⇒




 

Si utilizamos la propiedad de la delta de Kronecker: 
( )

( ) ( )npimnipmnmkjijk

npnmimninmpmkjijk

δδδδ

δδδδ

  

 

−⇒

−⇒

dcba

dcdcba




 

  y si consideramos (1.63), resulta: mnlpilnpimnipm =− δδδδ  . Reemplazamos en la 
expresión anterior y obtenemos: 

( ) ( )
( )( )[ ]nmmnlkjijkpil

mnlpilnmkjijk

dcba

dcba





 

 

⇒

⇒
 

  Dado que las componentes de ( )ba
rr

∧  son kjijk ba  y las componentes de ( )dc
rr

∧  
son nmmnl dc , obtenemos que: 

( )( )[ ] ( ) ( )[ ]pnmmnlkjijkpil dcba
rrrr

∧∧∧=dcba    
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Ejemplo 1.10: Si a
r

, b
r

, c
r

 y v
r

 son vectores y que se cumple que: 
cbav
rrrr

 γβα ++=  
Probar que los escalares α , β , γ  son dados por: 

rqppqr

kjiijk

rqppqr

kjiijk

rqppqr

kjiijk

cba

vba

cba

cva

cba

cbv










=== γβα ;;  

Solución:  
  Las componentes del vector v

r
 vienen dadas por: 

3333

2222

1111

 
 

 

cbav
cbav
cbav

γβα
γβα
γβα

++=
++=
++=

 

  Podemos expresar α  como: 

rqppqr

kjiijk

cba

cbv

cba
cba
cba

cbv
cbv
cbv




==

333

222

111

333

222

111

    

α  

  Análogamente se puede obtener los parámetros β , γ . 

Ejemplo 1.11: Probar la relación (1.37): 
( ) ( ) ( )cbabcacba

rrrrrrrrr
  ⋅⋅ −=∧∧  

Solución: Representando el producto vectorial ( ) kjijki cb=∧ cb
rr

, luego:  

( )[ ]
( )

( ) ( )baca

cba

rrrr

rrr

⋅⋅ −=
−=

−=
−=

==
∧∧ =

rr

rjjkrk

kjssjrkkjsskrj

kjssjrkskrj

kjsjkirsikjsijkrsi

kjijksrsir

cb

cbacba
cbacba

cba
cbacba

cba

δδδδ
δδδδ  

)(




 

 luego 
( )[ ] ( ) ( )[ ]rr baccabcba

rrrrrrrrr ⋅⋅ −=∧∧  
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1.5 Tensores de Orden Superior 

1.5.1 Diádicas 

El producto diádico de dos vectores (producto tensorial) resultará ser un tensor de segundo 
orden. Si consideramos los vectores v

r
 y u

r
, el producto diádico vendrá representado por: 

Avuvu =⊗≡
rrrr

 (1.71)

donde el operador ⊗  denota el producto tensorial. 
El producto diádico obedece a las siguientes leyes: 

1. )()()( xvuxvuxvu
rrrrrrrrr ⋅⋅⋅ ⊗≡=⊗  (1.72)

2. wuvuwvu
rrrrrrr

⊗+⊗=+⊗ βαβα )(  (1.73)

3. 
[ ] [ ])()(

)()()(
xrwxuv
xrwxuvxrwuv
rrrrrr

rrrrrrrrrrr

⋅⋅
⋅⋅⋅

⊗+⊗=
⊗+⊗=⊗+⊗

βα
βαβα

 (1.74)

donde α  y β  son escalares. Por definición, la diádica no posee la propiedad conmutativa, 
es decir, uvvu

rrrr
⊗≠⊗ . 

La expresión (1.71) también la podemos expresar en el sistema cartesiano como: 

)��(
)��(

)�()�(

jiij

jiji

jjii

ee
ee
eevuA

⊗=
⊗=

⊗=⊗=

A
vu

vu
rr

)3,2,1,( =ji  (1.75)

{ { 43421
base

ji

scomponente

ij
Tensor

eeA ��       ⊗= A )3,2,1,( =ji  (1.76)

Las componentes de un tensor de segundo orden serán representadas de diferentes formas 
en el desarrollo de este libro: 

ijjiijij

scomponente

Avu ==⊗=

⊗=

↓

↓

)()( vuA

vuA

rr

43421
rr

 (1.77)

Dichas componentes pueden estar explícitamente expresadas de forma matricial: 
















===

333231

232221

131211

)(
AAA
AAA
AAA

A AijijA  (1.78)

A continuación exponemos la representación de tensores de diferentes órdenes, dos, tres y 
cuatro, en el sistema cartesiano: 
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lkjiijkl

kjiijk

jiij

eeee

eeeT

eeU

����

���

��

⊗⊗⊗=

⊗⊗=

⊗=

II

T

U

 )3,2,1,,,( =lkji  (1.79) 

 

Ejemplo 1.12: ¿ Cuál es el orden de los tensores representados por sus componentes: iv , 
ijkΦ , ijjF , ijε , ijklC , ijσ ? Determinar cuantas componentes independientes tiene el tensor 

C . 
Solución:  El orden del tensor viene dado por el número de subíndices libres, luego: 

Tensores de orden uno: vr , F
r

 
Tensores de segundo orden: ε , σ  
Tensor de tercer orden: Φ  
Tensor de cuarto orden: C  
 

  El número de componentes de un tensor viene dado por el máximo valor del 
rango del subíndice, 3 si ( 3,2,1=i ), elevado al número de subíndices libres. Es 
decir, para el tensor de cuarto orden, el número de índices libres es 4, luego: 

( ) ( ) ( ) ( ) 81333334 ==×=×=×== lkji  
El tensor de cuarto orden ijklC  tiene 81 componentes independientes. 

1.5.2 Operaciones con Tensores 

Dados dos tensores de segundo orden A  y B , a continuación definimos algunas 
operaciones entre ellos: 
! Suma 
La suma de dos tensores del mismo orden resulta ser un tercer tensor de igual orden: 

ABBAC +=+=  (1.80) 

Las componentes del tensor resultante (C ) viene representadas por: 

ijijij

ijij

BAC +=

+= )()( BAC
 (1.81) 

que de forma matricial expresamos como: 

BAC +=  (1.82) 

! Multiplicación de un tensor por un escalar  
La multiplicación de un tensor de segundo orden (A ) por un escalar (λ ) viene definido 
por un tensor D , tal que: 

OBS.: El orden de un tensor viene dado por el número de subíndices libres en sus 
componentes. 

OBS.: El número de componentes de un tensor viene dado por el máximo valor 
del rango del subíndice, elevado al número de subíndices libres.   
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ijij
scomponenteen )()(  ADAD λ= →λ=  (1.83)

en forma matricial: 

















λλλ
λλλ
λλλ

=λ→















=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA

AA  (1.84)

También se cumple: 

)()( vAvA
rr ⋅⋅ λ=λ  (1.85)

para cualquier vector v
r

. 
! Producto Escalar  

El producto escalar de un tensor de segundo orden A  por un vector x
r

 (tensor de orden 
uno) resulta ser otro vector y

r
 (tensor de orden uno): 

 

jj

j

j

kjk

jklljk

llkjjk

e

e
e

eee

xAy

�

� 

�
)�()��(

y

xA
xA

xA

y

=

=
=

⊗=

=

⋅
⋅

321

rr

δ  (1.86)

El producto escalar de dos tensores de segundo orden A  y B  es otro tensor de segundo 
orden, verificándose que ABBA ⋅⋅ ≠ : 
 

 

liil

liklik

lijkklij

lkkljiij

ee

ee
ee

eeeeBAC

��

��
��

)��()��(

⊗=

⊗=
⊗=

⊗⊗== ⋅⋅

C

BA
BA

BA

321
AB

δ

liil

liklik

lijkklij

lkkljiij

ee

ee
ee

eeeeABD

��

��
��

)��()��(

⊗=

⊗=
⊗=

⊗⊗== ⋅⋅

D

AB
AB

AB

321
BA

δ
 (1.87)

También se cumplen las siguientes propiedades: 

CBACBA
CABACBA

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
+=+
)()(

)(
 (1.88)

! Potencia de Tensores 
El producto escalar (contracción simple) nos permite definir la potencia de tensores de 
segundo orden, luego: 

AAAAA1A ⋅=== 210 ;;  (1.89)

donde 1  es el tensor identidad de segundo orden. 
! Doble Producto Escalar 

  klδ  

 jkδ   jkδ  
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Consideremos dos diádicas, dcA
rr

⊗=  y vuB
rr

⊗= , el doble producto escalar (doble 
contracción) podrá ser definido de distintas formas BA :  y BA ⋅⋅  tal como se indica a 
continuación. 
Doble contracción ( :): 

( ) ( ) ( )( )vducvudcBA
rrrrrrrr ⋅⋅=⊗⊗= ::  (1.90) 

Según la definición del doble producto escalar, podemos demostrar que es conmutativo: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) BAvducdvcudcvuAB ::: ===⊗⊗= ⋅⋅⋅⋅ rrrrrrrrrrrr
 (1.91) 

En componentes: 
 
 

)(

)��()��(

escalar
ijij

jlikklij

lkkljiij

λ=
=
=

⊗⊗=

BA
BA

BA

δδ

eeeeBA ::

 (1.92) 

El doble producto escalar de un tensor de tercer orden (S ) y uno de segundo (B ), resulta: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )advcuadcvuSB

cudvavuadcBS
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

 

 

⋅⋅
⋅⋅

=⊗⊗⊗=

=⊗⊗⊗=

::
::

 (1.93) 

En notación simbólica la doble contracción de un tensor de tercer orden y un de segundo 
queda: 

ijkijkikqjppqijkqppqkjiijk eeeeeee ������� BSBSBS ==⊗⊗⊗ δδ:  (1.94) 

Doble contracción  :) ( ⋅⋅  

( ) ( ) ( )( )udvcvudc
rrrrrrrr ⋅⋅⋅⋅ =⊗⊗    (1.95) 

 
 
 

)(

)��()��(

escalar
jiij

iljkklij

lkkljiij

γ

δδ

=
=
=

⊗⊗= ⋅⋅⋅⋅

BA
BA

BA eeeeBA

 (1.96) 

Observemos que BABA ⋅⋅≠: , excepto cuando al menos uno de los dos tensores es 
simétrico, en cuyo caso ambos productos serán iguales. 
A través del doble producto escalar, podemos obtener las componentes del tensor de 
segundo orden A , según el sistema cartesiano, como: 

  ikδ  

  jlδ  

  ilδ  

  jkδ  
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ij

ljkikl

jlkklijilkklij

A

A

AA

=

=

⊗=⊗⊗= ⋅⋅
δδ

eeeeeeeeA �)��(�)��()��()( :

 (1.97)

A continuación expresamos algunas propiedades del doble producto escalar: 

( )
( ) ( ) ( )BABABA

CABACBA
ABBA

λ=λ=λ
+=+

=

:::
:::

::

  )
  )
  )

c
b
a

 (1.98)

donde CBA  , ,  son tensores de segundo orden y λ  escalar. 
La doble contracción de un tensor de cuarto orden C  con uno de segundo orden ε  queda 
definido por: 
 

jiklijkljilqkppqijklqppqlkjiijkl eeeeeeeeee ���������� ⊗ε=⊗ε=⊗ε⊗⊗⊗ CCC δδ:  (1.99)

 
Resultando ser un tensor de segundo orden. Definimos también la doble contracción entre 
un tensor de tercer orden (T ) y uno de segundo orden (ε ) como: 
 

ijkijkikqjppqijkqppqkjiijk TTT eeeeeee ������� ε=ε=⊗ε⊗⊗ δδ:  (1.100)

 

Consideremos dos vectores cualesquiera a
r

, b
r

 y A  un tensor de segundo orden, 
demostramos que: 

)(

)(

����

baA

eeeebAa

rr

rr

⊗=

==

=

⊗= ⋅⋅⋅⋅

:

jiijjiji

jrpirijp

rrjiijpp

baAbAa

bAa

bAa

δδ
 (1.101)

! Producto Vectorial 

El producto vectorial de un tensor de segundo orden A  por un vector x
r

 (tensor de orden 
uno) resulta ser un tensor de segundo orden dado por: 

likijljk

kkjiij

ee
eeexA

��
)�()��(

⊗=
∧⊗=∧

xA
xA



r

 (1.102)

donde empleamos la definición (1.67), es decir, lljkkj eee ��� =∧ . Hemos demostrado en el 

Ejemplo 1.11 la siguiente relación ( ) ( ) ( )cbabcacba
rrrrrrrrr

  ⋅⋅ −=∧∧ , que también podemos 
representar a través de diádicas como: 
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( )[ ]
( )[ ]j

kkjkjjkkjkkj

abccb

cba
rrrrr

rrr

⋅⊗−⊗=

−=−=∧∧ abccbcbabca )()()(
 (1.103) 

En el caso particular cuando ca
rr

=  podemos decir que: 

( )[ ]
[ ] [ ]
[ ]{ }j

pjpjpkkpjkpkjpkk

jkppkjppkkjkkjkkj

baa1aa

aba

rrrrr

rrr

⋅⋅ ⊗−=

−=−=

−=−=∧∧

)(

 )( )()(

)()()()(

baaaabaaaa

ababaaababaa

δδδ
δδ

 (1.104) 

Con lo cual podemos decir que las siguientes relaciones son válidas: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ] baa1aaaba

abccbcbabcacba
rrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrr

⋅⋅
⋅⋅⋅

⊗−=∧∧

⊗−⊗=−=∧∧

)(

  
 (1.105) 

1.5.2.1 Representación de las Componentes de un Tensor de Segundo 
Orden 

Dado un tensor de segundo orden T  representado en la base cartesiana como: 

333323321331

322322221221

311321121111

������
������

������

��

eeeeee

eeeeee

eeeeee

eeT

⊗+⊗+⊗+
+⊗+⊗+⊗+

+⊗+⊗+⊗=

⊗=

TTT

TTT

TTT

T jiij

 (1.106) 

Su proyección sobre la base ke�  resulta: 

332211 ���
�

�

����

eee

e

e

eeeeT

kkk

iik

jkiij

kjiijk

TTT

T

T

T

++=
=

=

⊗= ⋅⋅
δ

 (1.107) 

Observemos que resultan tres vectores: 










=++==

=++==

=++==

⇒=⋅
)�(

3332231133

)�(
3322221122

)�(
3312211111

3

2

1

����3

����2

����1
��

e

e

e

teeee

teeee

teeee

eeT
r

r

r

TTTT

TTTT

TTTT

T

ii

ii

ii

iikk

k

k

k

 (1.108) 

Denotaremos de vector tensor el vector resultante de la proyección de un tensor de segundo 
orden sobre una dirección. La representación de tres vectores tensores )�( 1et

r
, )�( 2et
r

, )�( 3et
r

, 
en la base cartesiana, se muestra en la Figura 1.14. 

Observemos también que )�( 1et
r

 es el vector tensor según la dirección 1�e  que 
representamos por el versor [ ]0,0,1� )1( =in  luego: 

)�(

31

21

11

333231

232221

311211
1

0
0
1

 )�( enT ii t
T
T
T

TTT
TTT
TTT

=















=
































=⋅  (1.109) 



1 TENSORES 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

39

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.14: Vectores tensores en la base cartesiana. 

El mismo resultado podemos obtener simplemente haciendo el producto escalar de T  
dado por (1.106) por la base 1�e , es decir: 

[

]
331221111

1333323321331

322322221221

3113211211111

���
�������

������
�������

eee

eeeeeee

eeeeee

eeeeeeeT

TTT

TTT

TTT

TTT

++=
⊗+⊗+⊗+

+⊗+⊗+⊗+
+⊗+⊗+⊗=

⋅

⋅

 (1.110)

Luego, podemos representar las componentes de un tensor de segundo orden en la base 
cartesiana tal y como se indica en la Figura 1.15. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.15: Representación de las componentes de un tensor de segundo en la base 
cartesiana. 

 1x  

 2x  

 3x  

 )�( 2et
r

 

 )�( 3et
r

 

 )�( 1et
r

  2
�e  

 3
�e  

 1
�e  

 1x  

 2x  

 3x  

 111 �eT  

 221 �eT  
 331 �eT  

 112 �eT  

 332 �eT  

 222 �eT  

 333 �eT  

 113 �eT   223 �eT  

 )�( 1et
r

 

 )�( 2et
r

 

 )�( 3et
r
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Las componentes de la diagonal principal, 11T , 22T , 33T , están normales a los planos 
definidos por los versores 1�e , 2�e , 3�e , respectivamente. Por ello denominamos de 
componentes normales. Las componentes que están tangentes al plano denominamos de 
componentes tangenciales, que corresponden a las componentes que están fuera de la diagonal 
principal. 

1.5.3 Propiedades de los Tensores 

1.5.3.1 Transpuesta  

Sea un tensor de segundo orden A , representado por: 

)��( jiij eeA ⊗= A  (1.111) 

La transpuesta del tensor A  definimos como: 

)��(
)��(

ijij

jiji
T

ee
eeA

⊗=
⊗=

A
A

 (1.112) 

Si ijA  son las componentes de A , las componentes de la transpuesta de A  serán: 

jiij
T A=)(A  (1.113) 

Si vuA
rr

⊗= , la transpuesta de A  vendrá dada por uvA
rr

⊗=T : 

( )
( )
( )
( ) jijiijij

T
jiij

jiijijji
T

jiji

jjiiiijj
T

jjii

TT

eeeeee

eeeeee

eeeeee
uvvuA

������

������
������

⊗=⊗=⊗=

⊗=⊗=⊗=

⊗=⊗=⊗=
⊗=⊗=

AAA

vuvuvu

uvuvvu

rrrr

 (1.114) 

Sean A , B  dos tensores y α , β  escalares, las siguientes relaciones son válidas: 

AA =TT )(  

TTT ABAB βαβα +=+ )(  

TTT BAAB ⋅⋅ =)(  

(1.115) 

La transpuesta de la matriz que contienen las componentes del tensor, se forma al cambiar 
filas por columna y viceversa, es decir: 
















=
















= →
















=

332313

322212

312111

333231

232221

131211

333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA T

Tatranspuest AA  (1.116) 

También son válidas las siguientes relaciones: 
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( ) ( )
( ) ( ) BAeeeeBA

BAeeeeBA

⋅⋅
⋅⋅

===⊗⊗=

===⊗⊗=

jiijiljkklijlkklijij
T

jiijjkilklijklkljiij
T

BABABA

BABABA

δδ

δδ
����

����

::

::
 (1.117)

 

Ejemplo 1.13: Demostrar que la siguiente propiedad es válida: 
( ) ( ) ( ) BCACABCBA ::: TT ⋅⋅⋅ ==  

donde A , B , C  son tensores de segundo cualesquiera.  
Solución: Demostraremos esta identidad a través de sus componentes: 

( ) ( )
( )

kjikijjqilkppqlkij

qlkpjipqlkij

qppqkllkjiij

CBACBA
CBA

CBA

==
⊗⊗=

⊗⊗⊗= ⋅⋅

δδδ
δ eeee

eeeeeeCBA
���

����

:
::

 

  Observemos que cuando trabajamos en notación indicial el orden no importa, es 
decir: 

ikkjijkjijikkjikij BCACABCBA ==  
  Podemos ahora observar que la operación ijikAB  resultará un tensor de segundo 

orden cuyas componentes son kj
T )( AB ⋅  luego, ( ) CAB :⋅= T

kjijik CAB . 

Análogamente podemos decir que ( ) BCA :T
ikkjij ⋅=BCA . 

 
Ejemplo 1.14: Demostrar que, si u

r
, v
r

 son vectores y A  un tensor de segundo orden, la 
siguiente relación es válida: 

uAvvAu
rrrr ⋅⋅⋅⋅ =T  

 Solución:  

ljljjjll

ilijlkjkjkkiljli

iiljjlkkkkjljlii

T

uAvvAu
uAvvAu

uAvvAu

=
=

⊗=⊗
=

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

δδδδ
eeeeeeee

uAvvAu
��������

rrrr

 

1.5.3.2 Simetría y Antisimetría  

1.5.3.2.1 Tensor Simétrico 

Un tensor de segundo orden A  es simétrico, i.e.: symAA ≡ , si el tensor es igual a su 
transpuesta: 

jiij
scomponenteenT AA = →=   AA  (1.118)

En forma de matriz: 
















=→=

332313

232212

131211

AAA
AAA
AAA

symT AAA  (1.119)

Podemos notar claramente que un tensor simétrico de segundo orden tiene 6 componentes 
independientes: 11A , 22A , 33A , 12A , 23A , 13A . 

Según ecuación (1.118) un tensor simétrico se puede representar por: 
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)(
2
1)(

2
1

2

T
jiijij

jiijij

jiijijij

jiij

AAA +=⇒+=

+=

+=+

=

AAA

AAA

AAAA

AA

 (1.120) 

 
Un tensor de cuarto orden C , cuyas componentes son ijklC , puede presentar: 

Simetría menor: 

jilkijlkjiklijkl CCCC ===  (1.121) 

Simetría  mayor: 

klijijkl CC =  (1.122) 

Luego, un tensor de cuarto orden es simétrico si presenta simetría menor y mayor. Un 
tensor de cuarto orden no simétrico presenta 81 componentes independientes. Si presenta 
sólo simetría menor, es decir, simetría en )6(jiij =  y simetría en )6(lkkl = , quedando el 
tensor con 36 componentes independientes. Si además de simetría menor el tensor 
presenta también simetría mayor, el tensor presenta 21 componentes independientes. 

1.5.3.2.2 Tensor Antisimétrico 

Un tensor A  será antisimétrico, i.e.: antiAA ≡ , si: 

jiij
scomponente  enT AA −= →−= AA  (1.123) 

o aún: 

















−−
−=→−=

0
0

0

2313

2312

1312

AA
AA
AA

antiT AAA  (1.124) 

Observemos que un tensor antisimétrico de segundo orden tiene 3 componentes 
independientes: 12A , 23A , 13A . 

Según la condición (1.123) un tensor antisimétrico viene dado por: 

)(
2
1)(

2
1

2

T
jiijij

jiijij

jiijijij

AAA −=⇒−=

−=

−=+

AAA

AAA

AAAA

 (1.125) 

Sea W  un tensor antisimétrico luego, debe cumplir la relación (1.125): 

)(
2
1

)(
2
1)(

2
1

iljkjlikkl

iljkkljlikkljiijij

δδδδ

δδδδ

−=

−=−=

W

WWWWW
 (1.126) 
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Utilizando la relación entre la delta de Kronecker y el operador de permutación dada por 
(1.63) obtenemos que lkrijriljkjlik −=− δδδδ  y reemplazando en la expresión (1.126) 
resulta: 

lkrijrklij WW
2
1−=  (1.127)

Desarrollando el término lkrklW  para los índices mudos k , l  sólo quedamos con los 
términos: 

rrrrrrlkrkl 233213313223122131132112  WWWWWWW +++++=  (1.128)

con lo que concluimos que: 

rlkrkl

lkrkl

lkrkl

lkrkl

w

wr

wr

wr

2

223

222

221

3122112

2133113

1233223

=⇒










=−=+−=⇒=

==−=⇒=

=−=+−=⇒=









W

WWWW

WWWW

WWWW

 (1.129)

donde hemos hecho el siguiente cambio de variables: 

















−
−

−
=

















−−
−=
















=

0
0

0

0
0

0

0
0

0

12

13

23

2313

2312

1312

3231

2321

1312

ww
ww

ww

ij

WW
WW
WW

WW
WW
WW

W  (1.130)

Definimos así el vector axil wr  correspondiente al tensor antisimétrico W . Reemplazando 
(1.129) en (1.127) y considerando que rijijr  =  obtenemos que: 

rijrij w −=W  (1.131)

donde wr  es la representación vectorial del tensor antisimétrico W . Y el módulo de wr  
viene dado por: 

2
12

2
13

2
23

2
3

2
2

2
1

22 WWW ++=++=== ⋅ wwwwww
rrrω  (1.132)

Partiendo de la expresión (1.131) y multiplicando los dos miembros por kij  obtenemos 
que: 

krkr

kijrijrijkij

ww
w

22 −=−=

−=

δ
 W

 (1.133)

donde aplicamos la relación rkkijrij δ2=  obtenida en el Ejemplo 1.7, con lo que 
concluimos que: 

ijkijkw W
2
1−=  (1.134)

La representación de las componentes del tensor antisimétrico en el sistema cartesiano y de 
su vector axil correspondiente se puede apreciar en la Figura 1.16. 
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Figura 1.16: Componentes de un tensor antisimétrico. 

Sean a
r

 y b
r

 vectores arbitrarios y W  un tensor antisimétrico, entonces se cumple que: 

bWabWaaWb
rrrrrr
⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −== T  (1.135) 

luego si ba
rr

=  resulta que: 

0)( =⊗=⋅⋅ aaWaWa
rrrr

:  (1.136) 

Observar que )( aa
rr

⊗  resulta un tensor de segundo orden simétrico, con lo que 
concluimos que el doble producto de un tensor simétrico y un tensor antisimétrico resulta 
ser cero. 

Sean W  un tensor antisimétrico y a
r

 un vector arbitrario, las componentes del producto 
escalar aW

r⋅  vienen dadas por: 

333232131

323222121

313212111

332211

3
2
1

aWaWaW
aWaWaW
aWaWaW

aWaWaWaW

++⇒=
++⇒=
++⇒=

++=

i
i
i

iiijij

 (1.137) 

Considerando la propiedad del tensor antisimétrico, i.e., 011 =W , 022 =W , 033 =W , el 
producto escalar (1.137) resulta: 

( )








+⇒=
+⇒=
+⇒=

⇒⋅
232131

323121

313212

3
2
1

aWaW
aWaW
aWaW

i
i
i

iaW
r

 (1.138) 

Fijemos que las componentes anteriores son las mismas que resultan de la operación: 

 231 W−=w  

 1x  

 2x  

 3x  

 12W  
 12W  

 23W  
 13W  

 13W  
 132 W=w  

 123 W−=w   332211 ��� eee www ++=wr  

 23W  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 323213123231211313212

321122311313223

321

321

321

� � �
� � � 

���

eee

eee

eee
a

aWaWaWaWaWaW

aaaaaa

aaa

+++++=

+−+−++−=

=∧

wwwwww

www
rr

w

 
(1.139)

donde se cumple que 32231 WW −==− w , 31132 WW −==w , 21123 WW −==− w . Luego, 
dado un tensor antisimétrico  W , y el vector axil wr  correspondiente a W  se cumple que: 

aaW
rrr

∧=⋅ w  (1.140)

para todo vector a
r

. Además si wr  correspondiente a W , podemos representar el vector wr  
por su módulo, ω=w

r ,  y por un versor según la dirección de wr  como *
1�eω=wr , luego la 

expresión (1.140) puede aun ser expresada por: 

ae

aaW
r

rrr

∧=

∧=⋅
*
1�ω

w
 (1.141)

Además escogemos dos versores *
2�e , *

3�e  que constituyan una base ortonormal con *
1�e , ver 

Figura 1.17, tal que: 
*
2

*
1

*
3

*
1

*
3

*
2

*
3

*
2

*
1 ���;���;��� eeeeeeeee ∧=∧=∧=  (1.142)

 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.17: bases ortonormales. 

Pudiendo así representar el vector a
r

 en esta nueva base como *
3

*
3

*
2

*
2

*
1

*
1 ��� eeea aaa ++=

r
, 

luego: 

[ ] aeeee

ee

eeeeee

eeee

aeaW

ee0

r

434214342143421

rr

⋅

⋅

⊗−⊗=

−=

∧+∧+∧=

++∧=

∧=

−===

)����(

)��(

)������(

)���(�

�

*
3

*
2

*
2

*
3

*
2

*
3

*
3

*
2

*
2

*
3

*
1

*
3

*
3

*
2

*
1

*
2

*
1

*
1

*
1

*
3

*
3

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1

*
1

���

ω

ω

ω

ω

ω

aa

aaa

aaa

 
(1.143)

Con lo cual podemos representar un tensor antisimétrico como: 

 *
3�e  

 *
1�e  

 3�e   2�e  

 1�e  

 *
2�e  

 *
1�eω=wr  
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)����( *
3

*
2

*
2

*
3 eeeeW ⊗−⊗= ω  (1.144) 

Aprovechando la representación del tensor antisimétrico (1.144), podemos obtener la 
proyección del tensor W  según las direcciones *

1�e , *
2�e , *

3�e : 

*
2

*
3

*
3

*
2

*
1 ��;��;� eeWeeW0eW ωω −=== ⋅⋅⋅

r
 (1.145) 

También podemos verificar que se cumple lo siguiente: 

[ ] ωω =⊗−⊗= ⋅⋅⋅⋅ *
2

*
3

*
2

*
2

*
3

*
3

*
2

*
3 �)����(��� eeeeeeeWe  (1.146) 

Luego, en este nuevo espacio podemos representar las componentes del tensor W  como: 
















−=
00

00
000

*

ω
ωijW  (1.147) 

En la Figura 1.18 podemos apreciar dichas componentes. Observemos también que, cuales 
otros dos versores (normales entre si) definidos en el plano *

3
*
2 �� ee −  nos proporcionarán las 

mismas componentes que (1.147). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.18: Componentes del tensor antisimétrico en el espacio definido por el vector axil. 

1.5.3.2.3 Descomposición Aditiva de Tensores en una Parte Simétrica y Antisimétrica 

Cualquier tensor puede ser descompuesto (de forma adicional) en una parte simétrica symA  
y en otra antisimétrica antiA : 

antisymTT

antisym

AAAAAAA

AA

+=−++=
4342143421

)(
2
1)(

2
1  (1.148) 

en componentes: 

)(
2
1)(

2
1

jiij
anti
ijjiij

sym
ij y AAAAAA −=+=  (1.149) 

Observemos que, sí A  y B  son tensores de segundo orden cualesquiera, se cumple que: 

 *
3�e  

 *
1�e  

 ω  

 *
2�e  

 1x  

 2x  
 3x  

 ω  

 *
1�eω=wr  
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( ) ( ) ( )
[ ]

[ ]
ABA

ABBA

ABAABA

ABAABAABA

⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

=

+=

+=





 +=

symT

TT

TTT

TTTsymT

2
1

2
1
2
1

 (1.150)

Ejemplo 1.15: Si σ  es un tensor de segundo orden simétrico y W  es un tensor de 
segundo orden antisimétrico. Demostrar que 0=Wσ : . 
Solución:   

(escalar)  

)��()��(

ijij

jkillkij

kllkjiij

W
W

W

σ=
σ=

⊗⊗σ=
δδ

eeeeWσ ::
 

Desarrollando 

4342143421321

3333

3232

3131

33

2323

2222

2121

22

1313

1212

1111

11

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

WW

σ
+

σ
+

σ

σ+

σ
+

σ
+

σ

σ+

σ
+

σ
+

σ

σ=σ jjjjjjijij  

  Considerando la propiedad de un tensor simétrico 2112 σ=σ , 1331 σ=σ , 2332 σ=σ  
y antisimétrico 0332211 === WWW , 1221 ww −= , 1331 WW −= , 2332 WW −= , 
resultando: 

0=Wσ :  

Ejemplo 1.16: Demostrar que: 
a)  MQMMQM

rrrr
⋅⋅⋅⋅ =   sym  

b) antiantisymsym BABABA ::: +=  
 

donde , M
r

es un vector y Q , A , y B  son tensores de segundo orden. 
Solución:   
  a) 

( )
MQMMQM

MQQMMQM
rrrr

rrrr

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

+=

+=
antisym

antisym

  

  
 

Ya que el producto: ( ) 0  =⊗=⋅⋅ MMQMQM
rrrr

:antianti , resulta que: 
MQMMQM
rrrr

⋅⋅⋅⋅ = sym   
  b) 

antiantisymsym

antiantisymantiantisymsymsym

antisymantisym

BABA

BABABABA
BBAABA

::

::::
::

+=

+++=
++=

==
4342143421

00

)()(
 

  Luego como consecuencia tenemos que: 
antiantiantisymsymsym BABABABA :::: == ;  

 c.q.d.  

 c.q.d.  

 c.q.d.  
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Ejemplo 1.17: ¿La relación nTTn
rr ⋅⋅ =  es válida siempre? Siendo T  un tensor de segundo 

orden y n
r

 un vector. En el supuesto de que la relación no sea válida, ¿para qué caso 
particular lo sería? 
 
Solución:   

lklk

likkli

lkklii

e

e

eeeTn

�
�

)��(�

Tn

Tn

Tn

=
=

⊗= ⋅⋅
δ

r

         y       

llkk

lkilki

iikllk

e

e

eeenT

�
�

�)��(

Tn

Tn

nT

=
=

⊗= ⋅⋅
δ

r

 

Con lo que comprobamos que lkkklk TnTn ≠ , luego: 
nTTn
rr ⋅⋅ ≠  

La relación nTTn
rr ⋅⋅ =  sólo será válida cuando el tensor T  sea simétrico. 

1.5.3.3 Cofactor de un Tensor. Adjunta de un Tensor 

Dado un tensor A , representamos el cofactor de A  como )cof(A . Dados dos vectores a
r

 
y b
r

 existe un único tensor )cof(A  asociado al tensor A  tal que: 

)()()( bAaAbaA
rrrr ⋅⋅⋅ ∧=∧)cof(  (1.151) 

Definimos la adjunta de un tensor A  como: 

[ ]T)(AA cof)adj( =  (1.152) 

donde se cumple que: 

[ ] )adj()adj( TT AA =  (1.153) 

Las componentes de )cof(A  podemos obtener de la siguiente manera: 

[ ]
[ ] krjpijktprit

rkrpjpijkrptprit

AA)cof(

bAaAba)cof(





=⇒

=

A

A
 (1.154) 

Multiplicando ambos lados de la igualdad por qpr  y además considerando que 

tqqprtpr δ2= , concluimos que: 

[ ]
[ ]

[ ] krjpqprijkiq

krjpqprijk

tq

qprtprit

krjpijktprit

AA)cof(

AA)cof(

AA)cof(







2
1
2

=⇒

=⇒

=

=

A

A

A

43421
δ

 
(1.155) 

1.5.3.4 Traza de un Tensor 

Antes de definir la traza de un tensor de segundo orden definimos la traza de su base: 
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ijjiji δ==⊗ ⋅eeee ��)��(Tr  (1.156)

Luego la traza de un tensor A  es la suma de las componentes de su diagonal principal: 

332211

)��(
)��(
)��()(

AAA
AA

A
TrA
ATrTr

++=
==

=
⊗=
⊗=

⋅
iiijij

jiij

jiij

jiij

δ
ee
ee
eeA

 (1.157)

Análogamente podemos decir que: 

vu

ee
ee
eevu

rr

rr

⋅

⋅

=
==

=
⊗=

⊗=⊗

iiijji

jiji

jiji

jjii

vuvu
vu
Trvu

vuTrTr

δ
)��(

)��(
)��()(

 (1.158)

NOTA: Podemos adelantar que la traza de un tensor es un invariante, es decir, es 
independiente del sistema de referencia. ■ 
Dados dos tensores A  y B : 
! La traza de la transpuesta de un tensor es igual a la traza del tensor:  

( ) ( )AA TrTr =T  (1.159)

! La traza de la suma de estos dos tensores será la suma de la traza de los tensores: 

( ) ( ) ( )BABA TrTrTr +=+  (1.160)

La demostración es muy sencilla bastando expresar en términos de componentes la 
expresión anterior: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )332211332211333322221111 BBBAAABABABA

TrTrTr
+++++=+++++

+=+ BABA
 (1.161)

! La traza del producto escalar será: 

( ) [ ]
[ ]

( )ABBA

ee
eeeeBA

⋅⋅⋅

⋅⋅

===

⊗=
⊗⊗=

 

)��(
)��()��(

TrBA

TrBA
BATrTr

liil

im

mijllmij

mllmjiij

44 344 21
δ

δ  (1.162)

Análogamente podemos obtener: 

( ) ( ) ( ) kijkij CBATrTrTr === ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ BACACBCBA  (1.163)

Luego, es fácil demostrar que las siguientes relaciones son válidas: 
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iiATr =)(A  

[ ] jjiiAATrTrTr == )()()( 2 AAA  

( ) ( ) liilAATrTr ==⋅ 2AAA  

( ) ( ) kijkij AAATrTr ==⋅⋅ 3AAAA  

(1.164) 

Podemos escribir el doble producto escalar en función de la traza: 

( ) ( )
)()(

)()(

BABA

BABA

BA

BABA

⋅⋅
⋅⋅

==

==

==
==

=

⋅⋅

TT

kk
T

kk
T

kl

kl
T

ilikkl

kl
T

ljkj

jljkilikilikljkj

ijij

TrTr

BABA
BABA

BA

δδ
δδδδ

321321

:

 (1.165) 

Ejemplo 1.18: Demostrar las siguientes identidades: 
( ) ( ) ( ) ( )mmTmTTm TTTT TrTr == ; . 

 
Solución:   

 ( ) ( ) ( )mTTTTTTm TTTTTTTT === ⋅⋅ LL  
 

 Para la segunda demostración utilizaremos la propiedad de la traza ( ) ( )TT TrTr =T  

( ) ( ) ( )mTmmT TTT TrTrTr ==  

 

1.5.3.5 Tensores Particulares 

1.5.3.5.1 Tensores Identidad 

! Tensor identidad de segundo orden: 

jiiijiij eeeeee1 �� ���� ⊗=⊗=⊗= 1δ  (1.166) 

donde 1  es la matriz con las componentes del tensor 1 . ijδ  es conocido como el símbolo 
delta de Kronecker, definido en (1.47): 









≠

=
=

jisi

jisi

ij

0

1
  δ  (1.167) 

! Tensores identidades de cuarto orden: 

llll eeeeeeee ���� ���� ⊗⊗⊗=⊗⊗⊗= kjiijkkjijik IδδI  (1.168) 

llll eeeeeeee ���� ���� ⊗⊗⊗=⊗⊗⊗= kjiijkkjijki IδδI  (1.169) 

 c.q.d.  

 c.q.d.  
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donde que, dado un tensor de segundo orden A  se cumplen que: 

( ) ( )
( )

( )
( )

A
ee

ee
ee

eeeeeeA

=
⊗=

⊗=
⊗=

⊗⊗⊗⊗=

jiij

jikjik

jiqkppqjik

qppqkjijik

��
��

��
������

A
A
A

A

ll

ll

ll

δδ
δδδδ

δδ ::I

 (1.170)

y 

( ) ( )
( )

( )
( )

T
jiji

jikjki

jiqkppqjki

qppqkjijki

A
ee

ee
ee

eeeeeeA

=
⊗=

⊗=
⊗=

⊗⊗⊗⊗=

��
��

��
������

A
A
A

A

ll

ll

ll

δδ
δδδδ

δδ ::I

 (1.171)

La parte simétrica del tensor de identidad de cuarto orden será: 

( ) ( )jkijikijk
scomponente  ensym δδδδ lll += →⊗+⊗=≡

2
1

2
1

I1111II  (1.172)

La propiedad que presenta el producto tensorial ⊗  se presenta a continuación. 
Consideremos un tensor de segundo orden simétrico luego cumple que 

jiijjijijjii eeeeee1 ������ ⊗=⊗=⊗= δuuuu  luego, definimos el producto tensorial ⊗  
como: 

( ) ( )lleeee11 ���� uuuu ⊗⊗⊗=⊗ kkjjii  (1.173)

 

( ) ( )llll eeeeeeee11 ��������))(( ⊗⊗⊗=⊗⊗⊗=⊗ kjijikkjijki δδuuuu  (1.174)

Y el producto tensorial ⊗  como: 

( ) ( )lleeee11 ���� uuuu ⊗⊗⊗=⊗ kkjjii  (1.175)

 

( ) ( )llll eeeeeeee11 ��������))(( ⊗⊗⊗=⊗⊗⊗=⊗ kjijkikjikji δδuuuu  (1.176)

La parte antisimétrica de I  será: 

( ) ( )jkijik
anti
ijk

scomponente  enanti δδδδ lll −= →⊗−⊗=
2
1

2
1 I1111I  (1.177)

Se puede demostrar que, dado un tensor de segundo orden A  y un vector b
r

 las siguientes 
relaciones son válidas: 
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b1b
rr

=⋅  
symsym AAAA == :: II ;  

iiATr == )(A1A :  

( ) ( ) liilAATrTr === ⋅AAA1A 22 :  

( ) ( ) kijkij AAATrTr === ⋅⋅ AAAA1A 33 :  

(1.178) 

1.5.3.5.2 Tensor Levi-Civita 

El Tensor Levi-Civita, también conocido como Tensor de Permutación, es un tensor de tercer 
orden definido como: 

kjiijk eee ���  ⊗⊗=   (1.179) 

donde ijk  son las componentes del operador de permutación definido en (1.56). 

Ejemplo 1.19: Demostrar que: )(T1T Tr=: . 
 
Solución:   

)(

����

T

eeee1T

Tr
TTT

T
T

=
===

=
⊗⊗=

jjiiijij

jlikklij

lkkljiij

δ
δδδ
δ::

 

 

Ejemplo 1.20: Probar que si σ  y D  son tensores de segundo orden la siguiente relación es 
válida:  

)( DσDσ ⋅⋅⋅ = Tr  
Solución: Basándonos en lo que fue demostrado en (1.96), podemos decir que: 

)(
)()()(

)(

Dσ
DσDσDσ

Dσ

Dσ

⋅
⋅⋅⋅

⋅⋅

=
===

σ=
σ=σ=

σ=

⋅

Tr

D
DD

D

llkklkkl

lk

kl

jlkj

lkjlkjilikjlkj

jiij

δ

δ
δδδ

321  

Una segunda alternativa para la demostración sería: 

( )
)( Dσ
1Dσ

Dσ

⋅
⋅

⋅⋅

=
=

σ=σ=

Tr

DD
:

ikjkijjiij δ
 

1.5.3.6 Determinante de un Tensor 

El determinante de un tensor es un escalar y también es un invariante: 

 c.q.d.  

 c.q.d.  

 c.q.d.  
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44 344 21
T

kjiijkkjiijk

A

AA

321321

)(
AAAAAA

det
 ==

≡
 (1.180)

El determinante de un tensor es igual al determinante de la matriz que contiene las 
componentes del tensor.  
La demostración puede hacerse partiendo directamente del determinante: 

321

323133221232111

323313222132111

221323123132133312213223332211

333231

232221

131211

)()()(
)()()(

)(

kjiijk

kjjkkjjkkjjk

kjjkkjjkkjjk

AAA
AAAAAAAAA

AAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAAAA

AAA
AAA
AAA

det






=
++=

+−−=
−+−−−=

== AA

 (1.181)

Algunas consideraciones sobre el determinante de un tensor: 

1)( =1det  (1.182)

! Podemos concluir de (1.180) que: 

)()( AA detdet =T  (1.183)

! También se puede demostrar que la siguiente relación es válida: 

)()()( BABA detdetdet =⋅  

)()( 3 AA detdet αα =    siendo α  un escalar 
(1.184)

! Un tensor )(A  se dice que es singular si 0)( =Adet . 

! Intercambiando dos líneas o columnas el signo del determinante cambia. 
! Si todos elementos de una fila o columna son cero, el determinante es cero. 
! Multiplicando todos los elementos de una fila o columna por una constante c  

(escalar), el determinante queda: Ac . 

Ejemplo 1.21: Demostrar que: kqjprtrjktpq AAA =A   
Solución: 

Sabemos que: 

321

321

kjrtpqrjktpq

kjrrjk

AAA

AAA





=

=

A

A
 (1.185)

  Como lo visto anteriormente, ecuación (1.62), la expresión tpqrjk   podrá ser 
expresada en función de la delta de Dirac como: 

rpjtkqrtkpjqktjprqkpjtrqktjqrpkqjprt

kqkpkt

jqjpjt

rqrprt

tpqrjk

δδδδδδδδδδδδδδδδδδ

δδδ
δδδ
δδδ

−−−++=

=
 (1.186)
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  Reemplazando en la expresión anterior (1.186) en la expresión (1.185), y 
utilizando la propiedad del operador de sustitución obtenemos que: 

( ) ( ) ( )
qkpjtrrjkkqjprtrjk

qkpjjktqkpjjktqkpjjkt

qtppqttpqptqtqpqpttpq

AAAAAA
AAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAA






==
++=

−−−++=

332211

321321321321321321A
 

 

Ejemplo 1.22: Demostrar que: kqjprttpqrjk AAA
6
1=A  

Solución: 
  Partiendo del problema anterior: kqjprtrjktpq AAA =A  y multiplicando ambos 

lados por tpq , resulta: 

kqjprttpqrjktpqtpq AAA =A  (1.187) 
  Utilizando la propiedad definida anteriormente en la ecuación (1.63), obtenemos 

que 6=−=−= ttpptttptppptttpqtpq δδδδδδδ . Luego, la relación (1.187) resulta: 

kqjprttpqrjk AAA
6
1=A  

Ejemplo 1.23: Demostrar que:  
( ) baba1

rrrr ⋅+=⊗+ 1det  (1.188) 
Solución: 
  Si denotamos por jiijij baA +δ , el determinante de A  viene dado por 

321 kjiijk AAA=A , donde 111 baA iii += δ , 222 baA jjj += δ  y 333 baA kkk += δ , 
luego podemos decir que: 

( ) ( )( )( )332211 bababadet kkjjiiijk +++=⊗+ δδδba1
rr

 (1.189) 
  Desarrollando la expresión (1.189) obtenemos que: 

( ) [
]321321231321

132312213321

bbbaaabbaabbaaba

babababadet

kjikjijkikji

ikjkijjikkjiijk

++++

++++=⊗+

δδδδ
δδδδδδδδba1

rr

 

  Observemos que: 

  

0

0

0

1

321

21122132121123213321

31133131312231

112233123231312

321312213

321

=

=−==

=−==

=++=++

=++

=

⋅

bbbaaa

bbaabbaabbaabbaa

bbaabbaabbaabbaa

babababababa

bababa

kjiijk

jiijkjiijk

kikijkiijk

iijjkk

kjiijkkijijkjikijk

kjiijk













δ
δ

δδδδδδ
δδδ

ba
rr

 

  Con lo que hemos demostrado que: 
( ) baba1

rrrr ⋅+=⊗+ 1det  
 

También podemos demostrar que se cumple la siguiente relación: 

[ ] [ ]))(()()()(1)()( 2  bbaabababaabba1
rrrrrrrrrrrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅ −+++=⊗+⊗+ αββαβαdet  (1.190) 

 c.q.d. 

 c.q.d. 

 c.q.d. 
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donde α , β  son escalares. Si 0=β  recaemos en la expresión ( ) baba1
rrrr ⋅+=⊗+ αα 1det . 

Si βα = , obtenemos que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) 

 ∧−+=





 −+++=⊗+⊗+

⋅

⋅⋅⋅⋅⋅
2

22

21

1  

baba

bbaabababaabba1

rrrr

rrrrrrrrrrrrrr

αα

αααααdet
 (1.191)

donde hemos utilizado la propiedad ( ) ( )( ) ( )22
babbaaba
rrrrrrrr

∧−=− ⋅⋅⋅ , ver Ejemplo 1.1. 

Podemos demostrar que la siguiente propiedad es válida: 

[ ] [ ])()()()()( cbaAcAbAaA
rrrrrr

∧=∧ ⋅⋅⋅⋅⋅ det  (1.192)

Para la demostración partiremos de la definición del triple producto escalar dada por (1.69), 
( ) kjiijk cba=∧⋅ cba

rrr
, y multiplicamos por ambos lados de la igualdad por el determinante 

del tensor A , resultando: 

( ) AAcba kjiijk cba=∧⋅   
rrr

 (1.193)

Fue demostrado en el Ejemplo 1.21 que se cumple que rkqjpipqrijk AAA =A , con lo cual: 

( )

[ ])()()(

))()((

  

cAbAaA

AAcba

rrr

rrr

⋅⋅⋅⋅

⋅

∧=

=

=

=∧

krkjqjipipqr

kjirkqjpipqr

kjiijk

cAbAaA

cbaAAA

cba







 (1.194)

También podemos demostrar que la siguiente relación es válida: 

( ) ( ) [ ] [ ] ( )BBAABABA detadjTradjTrdetdet 3223 )()(   βαββααβα +++=+ ⋅⋅  (1.195)

Para el caso particular cuando 1=β , 1A = , baB
rr

⊗= , y además teniendo en cuenta que 
( ) 0=⊗ba

rr
det , y ( ) 0ba =⊗

rr
cof , concluimos que: 

( ) ( ) [ ] [ ] ba1ba1ba1
rrrrrr ⋅⋅ +=+=⊗+=⊗+ ββββ 11 jibaTrTrdetdet  (1.196)

cuya relación ya fue demostrada anteriormente. 

1.5.3.7 Inversa de un Tensor 

La inversa de un tensor A  es un tensor 1−A : 

si 1AAAAAA == ⋅⋅ −−−∃⇔≠ 111   0  (1.197)

En notación indicial: 

ikjkij δ=−1AA  (1.198)
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La expresión de la inversa podemos obtener partiendo de la definición de la adjunta de un 
tensor dada por (1.151), )()()( bAaAbaA

rrrr ⋅⋅⋅ ∧=∧)adj( T , y multiplicamos escalarmente 
por el vector d

r
, resultando: 

[ ]{ } [ ]
[ ]
[ ] 321

rrr

rrr

rrrrrr

r
c
dAAbAaA

d1bAaA

dbAaAdbaA

=
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅

−∧=

∧=

∧=∧

1)()(

)()(

)()()(T)adj(

 (1.199) 

Observemos que en (1.194), hemos demostrado que: 

( ) [ ])()()( bAaAcAAbac
rrrrrr ⋅⋅⋅⋅⋅ ∧=∧  (1.200) 

Luego: 

[ ]{ } [ ]
( ) dAbaA

dAAbAaAdbaA
rrr

rrrrrr

⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−

−

∧=

∧=∧
1

1

 

)()()(T)adj(  (1.201) 

El vector resultante de la operación )( ba
rr

∧  representamos por el vector )( bap
rrr

∧= , con 
lo cual la expresión anterior en notación inicial queda: 

[ ]{ }
[ ]
[ ] [ ] [ ]dbaAAdbaA

AA

AA

rrrrrr
⊗∧=⊗∧⇒

=⇒

=

−

−

−

)()( 1

1

1

::)adj(

dpAdp)adj(

dApdp)adj(

ikkiikki

ikikikki

 (1.202) 

Con lo cual concluimos que: 

[ ] ⇒= −1AAA)adj( [ ] [ ]T)cof()adj( A
A

A
A

A 111 ==−  (1.203) 

Algunas consideraciones sobre la inversa de tensores: 
! Si los tensores A  y B  son invertibles entonces las siguientes propiedades son 

válidas: 

 

( )
( )

[ ] 11

11

11

111

)()(

1

)(

−−

−−

−−

−−−

=

=

=

= ⋅⋅

AA

AA

AA

ABBA

detdet

β
β

 (1.204) 

! La siguiente nomenclatura será utilizada para representar la transpuesta de la 
inversa: 

11 )()( −−− ≡≡ TTT AAA  (1.205) 

Podemos demostrar que también es válida la relación )adj()adj()adj( ABBA ⋅⋅ = , 
partiendo de la propia definición de la inversa (1.203): 
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[ ] [ ]

[ ] [ ]
( ) [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ])adj()adj()adj(

)adj()adj(
)adj(

)adj()adj(

)adj()adj(

)adj()adj(

ABBA

AB
BA
BABA

ABBABA

ABABBA

A
A

B
BAB

⋅⋅

⋅⋅
⋅

⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅

=⇒

=⇒

=⇒

=⇒

=

−

−−

−−

1

11

11

 (1.206)

donde hemos utilizado la propiedad que BABA =⋅ . Análogamente podemos demostrar 
que [ ] [ ])cof()cof()cof( BABA ⋅⋅ = . 

Inversa de una matriz 
Pasos para obtener la inversa de una matriz A : 

1) Obtener la matriz cofactor: )(Acof . 

Sea la matriz A : 
















=

333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

A  (1.207)

Definiremos la matriz M  donde las componentes ijM  serán obtenidas a partir del 
determinante resultante de la matriz A  al eliminar la línea i  y la columna j , es decir: 



























=

2221

1211

2321

1311

2322

1312

3231

1211

3331

1311

3332

1312

3231

2221

3331

2321

3332

2322

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

M  (1.208)

con esto podemos definir la matriz cofactor de A : 

ij
ji MA +−= )1()(cof  (1.209)

2) Obtener la adjunta de la matriz A : 
La adjunta de la matriz A  es la transpuesta de la matriz cofactor: 

[ ]T)(AA cof)adj( =  (1.210)

3) La inversa será: 

A
A

A
)adj(=−1  (1.211)

luego se cumple que: 

[ ] 1AAA =)adj(  (1.212)
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donde 1  es la matriz identidad. 
Teniendo en cuenta (1.65), podemos expresar las componentes de la primera, segunda, 
tercera fila de la matriz cofactor, (1.209), respectivamente como: kjijki 321 AAM = , 

kjijki 312 AAM = , kjijki 213 AAM = .  

Ejemplo 1.24: Dado un tensor A , demostrar que existe un vector no nulo 0n
rr

≠  tal que 
0nA
rr

=⋅  si y solo si 0)( =Adet . 
Solución:  Partimos del hecho que 0)( =≡ AAdet  y también escogemos una base arbitrario 

},,{ hgf
rrr

 (linealmente independiente), y reemplazamos en la definición obtenida en (1.194): 

( ) [ ])()()( hAgAfAAhgf
rrrrrr
⋅⋅⋅⋅⋅ ∧=∧  

Por el hecho que 0)( =≡ AAdet , eso implica que: 

[ ] 0)()()( =∧ ⋅⋅⋅⋅ hAgAfA
rrr

 
Con lo cual concluimos que los vectores )( fA

r
⋅ , )( gA

r⋅ , )( hA
r
⋅  son linealmente 

dependientes. Esto implica que existen escalares no nulos 0≠α , 0≠β , 0≠γ  tal que: 

( )
0nA

0hgfA

0hAgAfA

rr

rrrr

rrrr

=⇒

=++⇒

=++

⋅
⋅

⋅⋅⋅
γβα

γβα )()()(

 

donde 0hgfn
rrrrr

≠++= γβα , ver Ejemplo 1.10. 
Ahora escogemos dos vectores k

r
, m

r
 que no son linealmente independientes con n

r
 y 

reemplazamos esta base },,{ nmk
rrr

 en lugar de los vectores },,{ cba
rrr

 de la definición en 
(1.194): 

( ) [ ])()()( nAmAkAAnmk
rrrrrr
⋅⋅⋅⋅⋅ ∧=∧  

Considerando que 0nA
rr

=⋅  y que ( ) 0 ≠∧⋅ nmk
rrr

, ya que la base },,{ nmk
rrr

 está constituida 
por vectores linealmente independientes, obtenemos que: 

( )

0

0 
0

=⇒

=∧
≠

⋅

A

Anmk 43421
rrr

 

1.5.3.8 Tensores Ortogonales 

Tensores ortogonales (tensores de rotación) juega un papel muy importante en la mecánica 
del continuo. Un tensor de segundo orden (Q ) se dice que es ortogonal cuando la 
transpuesta ( TQ ) es igual a la inversa ( 1−Q ): 

1−=QQT  (1.213) 

Luego, se cumple que: 

1QQQQ == ⋅⋅ TT  (1.214) 

En notación indicial:  

 c.q.d.  
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)��(
)��(

)��(
)��()��(

jiij

jijkik

jikljlik

jljlkiik
T

ee
ee
ee

eeeeQQ

⊗=
⊗=

⊗=
⊗⊗= ⋅⋅

δ

δ
QQ
QQ

QQ

 (1.215)

Una transformación ortogonal propia tiene las siguientes características: 
! La inversa de Q  es igual a la transpuesta (ortogonalidad): 

TQQ =−1  (1.216)

! El tensor Q  será propio si: 

1)( +=≡ QQdet  (1.217)

Un tensor ortogonal es impropio cuando 1−=Q . Podemos demostrar que si A  y B  son 
tensores ortogonales, un tercer tensor resultante del producto CBA =⋅  también es un 
tensor ortogonal.   

Consideremos dos vectores arbitrarios a
r

 y b
r

 y que a través de una transformación 
ortogonal obtenemos: 

bQbaQa
rrrr
⋅⋅ ==

~
;~  (1.218)

El producto escalar de los vectores resultantes de esta operación (a
r~ ) y (b

r~
) viene dado por: 

babQQabQaQba
1

rrr

321
rrrrr

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ===
=

T)()(
~~  (1.219)

Lo que también es válido cuando ba
rr ~~ = , luego 22~~~ aaaaaa

rrrrrr
=== ⋅⋅ . Con lo que 

concluimos que una transformación ortogonal aplicada a vectores, preserva los módulos de 
los vectores y preserva los ángulos entre los vectores, Figura 1.19. Es decir, una 
transformación ortogonal está caracterizada sólo por rotaciones de los vectores. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.19: Transformación ortogonal. 

 Q  

 a
r

 

 b
r

 

 θ  
 θ  

 a
r~  

 b
r~
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rr

rr

=

=

~
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1.5.3.9 Tensor Definido Positivo y Tensor Semi-Definido Positivo 

Decimos que un tensor es definido positivo cuando se cumple que: 

Notación Tensorial Notación Indicial Notación Matricial 

0>⋅⋅ xTx
rr

 0>jiji xTx  0  >xx TT  
(1.220) 

para todo vector x
r

 no nulo. Una condición necesaria y suficiente para que un tensor sea 
definido positivo es que sus autovalores ( 01 >λ , 02 >λ , >λ3 ) sean positivos (cuya 
demostración se encuentra en el subapartado �Representación Espectral de un Tensor�), y 
el tensor será semi-definido positivo si 0≥⋅⋅ xTx

rr
 para todo 0x

rr
≠ . Recordar que también se 

cumple que 0≥= ⋅⋅⋅⋅ xTxxTx
rrrr sym . 

Si jiij xxT=⊗== ⋅⋅ )( xxTxTx
rrrr

:α , luego la derivada de α  con respecto a x
r

 viene dada 
por: 

( ) iikki

iikjkj

jkiijjikij

k

j
iijj

k

i
ij

k

xTT

xTxT

xTxT
x

x
xTx

x
x

T
x

 +=

+=

+=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

δδ

α

 (1.221) 

Con lo que concluimos que: 

xT
x

r
r ⋅=

∂
∂ sym2α  (1.222) 

y que: 

symT
xx

2
2

=
∂⊗∂

∂
rr
α  (1.223) 

 

Ejemplo 1.25: Sea un tensor de segundo orden arbitrario F . Demostrar que los tensores 
resultantes FFC ⋅= T  y TFFb ⋅=  son tensores simétricos y semi-definidos positivos. Verificar 
también en que condiciones C  y b  son tensores definidos positivos. 
Solución:   
  Simetría: 

TTTTTT

TTTTTT

FFFFFF

FFFFFF

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

==

==

)()(

)()(
 

Con lo cual hemos demostrado que los tensores  FFC ⋅= T  y TFFb ⋅=  son simétricos. 
Para demostrar que los tensores FFC ⋅= T  y TFFb ⋅=  son semi-definidos positivos, 
partimos de la definición de un tensor semi-definido positivo, es decir, un tensor A  es 
semi-definido positivo si se cumple que 0≥⋅⋅ xAx

rr
, para todo 0x

rr
≠ . Luego: 

00
)()()()(

)()(

22
≥=≥=

==
==

⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

xx

xxxx
xxxxxxxx

rr

rrrr

rrrrrrrr

T

TT

TTT

FF
FFFF

FFFFFFFF
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Con lo cual demostramos que FFC ⋅= T  y TFFb ⋅=  son semi-definidos positivos. 
Observemos que 2

xxx
rrr ⋅⋅⋅ = FC  sólo será igual a cero, con 0x

rr
≠ , si 0x

rr
=⋅F , y por 

definición 0x
rr

=⋅F  con 0x
rr

≠ , si y solo si 0)( =Fdet , ver Ejemplo 1.24. Luego, los 
tensores FFC ⋅= T  y TFFb ⋅=  serán tensores definidos positivos si y solo si 0)( ≠Fdet . 

1.5.3.10 Descomposición Aditiva de Tensores 

Dados dos tensores arbitrarios S , 0T ≠ , y un escalar α , podemos hacer la representación 
del tensor S  a través de la siguiente descomposición aditiva de tensores: 

TSUUTS αα −=+= donde  (1.224)

Observemos que dependiendo del valor de α  tendremos infinitas posibilidades para la 
representación del tensor S  de forma aditiva de tensores. Pero, si 

0)()( == ⋅⋅ TT TUUT TrTr  la descomposición aditiva es única. Partiendo de (1.224) 
podemos obtener el valor de α : 

)()()()(
0

TTTTTTT TTTUTTTSTUTTTS ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ =+=⇒+=
=

TrTrTrTr ααα
43421

 (1.225)

con lo cual obtenemos que: 

)(
)(

T

T

TT
TS
⋅
⋅=

Tr
Trα  (1.226)

Como ejemplo, supongamos que 1T = , obtenemos α  como: 

3
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)( S

1
S

11
1S

TT
TS Tr

Tr
Tr

Tr
Tr

Tr
Tr ==== ⋅

⋅
⋅
⋅

T

T

α  (1.227)

Con eso podemos definir el tensor U  como: 

devS1SSTSU ≡−=−=
3

)(Trα  (1.228)

Luego: 

devesfdev SSS1SS +=+=
3

)(Tr  (1.229)

NOTA: Al tensor 1SS
3

)(Tr=esf  denominamos de tensor esférico y al tensor 

1SSS
3

)(Tr−=dev  de tensor desviador. ■ 

Supongamos ahora que el tensor )(
2
1 TSST +=  luego, podemos definir α  como: 

[ ]
[ ]

1
)()(

4
1

)(
2
1

)(
)( =

++

+
==

⋅

⋅
⋅
⋅

TTT

TT

T

T

SSSS

SSS

TT
TS

Tr

Tr

Tr
Trα  (1.230)

Con eso podemos definir el tensor U  como: 
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)(
2
1)(

2
1 TT SSSSSTSU −=+−=−= α  (1.231) 

Representando así el tensor S  a través de la siguiente descomposición aditiva única como: 

antisymTT SSSSSSS +=−++= )(
2
1)(

2
1  (1.232) 

que es la misma obtenida en la descomposición aditiva de un tensor en una parte simétrica 
y otra antisimétrica, ver expresión (1.148). 

1.5.3.11 Derivada Temporal de Tensores 

Asumamos que un tensor de segundo orden depende de un parámetro t , que es el tiempo. 
Definimos la primera derivada temporal y la segunda derivada temporal del tensor T , 
respectivamente, por: 

TTTT &&& == 2

2

;
Dt
D

Dt
D  (1.233) 

La derivada temporal del determinante de un tensor viene definida como: 

( )[ ] ( )ij
ij

Dt
D

Dt
D

Tcof
T

det =T  (1.234) 

donde ( )ijTcof  es el cofactor de ijT  y definido como ( )[ ] ( ) ( )ijT
ij

1 −= TTdetTcof . 

1.5.3.12 Módulo de un Tensor 

El módulo de un tensor, también conocido como Norma de Frobenius, viene dado a 
continuación: 

ii vv== ⋅ vvv
rrr  (vector) (1.235) 

ijijTT== TTT :  (tensor de segundo orden) (1.236) 

ijkijkAA== ⋅AAA :  (tensor de tercer orden) (1.237) 

ijklijklCC== CCC ::  (tensor de cuarto orden) (1.238) 
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1.5.4 Ley de Transformación de las Componentes de 
Tensores 

Las componentes de un tensor dependen del sistema de coordenadas, es decir, si cambia el 
sistema de coordenadas debido a una rotación del sistema, las componentes también 
cambiarán. Entre los sistemas de coordenadas, las componentes están relacionadas entre sí 
a través de las leyes de transformación de base, Figura 1.20. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.20: Leyes de transformación de base. 

 
Consideremos el sistema de coordenadas cartesianas ( )321 ,, xxx  representado por la base 
ortonormal ( )321 �,�,� eee , véase Figura 1.21. En este sistema, un vector arbitrario v

r
 

representamos a través de sus componentes como sigue: 

332211 ���� eeeev vvvv ++== ii
r

 (1.239)

 
 

COMPONENTES 
Representación del Tensor en 
un Sistema de Coordenadas 

SISTEMA DE 
COORDENADAS 

I 

SISTEMA DE 
COORDENADAS 

II 

LEYES 
DE 

TRANSFORMACIÓN 

TENSORES 
Interpretación matemática de conceptos físicos 

(Independiente del sistema de coordenadas) 



MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO: CONCEPTOS BÁSICOS 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

64 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.21: Transformación de coordenadas. 

Representaremos sus componentes a través de una matriz columna, i.e.: 
















==

3

2

1

)(
v
v
v

v iiv
r

 (1.240) 

Considerando ahora un nuevo sistema de coordenadas ortogonal ( )321 ,, xxx ′′′ , representado 
por sus respectivos versores ( )321 �,�,� eee ′′′ , como se muestra en la Figura 1.21, el vector v

r
 

será representado en este sistema como jje′′ �v . 

Como hemos mencionado anteriormente un vector, por ser un tensor, es independiente del 
sistema adoptado, luego: 

jjkk eev �� vv =′′=
r

 (1.241) 

Para obtener las componentes según una dirección es suficiente hacer el producto escalar 
por el versor correspondiente a esta dirección: 

ii

ijjkik

ijjikk

eeee

ee

eeee

′++=′

′=′

′=′′′

⋅
⋅
⋅⋅

�)���(

�)�(

�)�(��

332211 vvvv

vv

vv

δ  (1.242) 

o aún: 

















′++
′++
′++

=
















′
′
′

⋅
⋅
⋅

3332211

2332211

1332211

3

2

1

�)���(

�)���(

�)���(

eeee
eeee
eeee

vvv
vvv
vvv

v
v
v

 (1.243) 

 

 2x  

 1x′  

 3x  

 1x  

 2x′  

 3x′  

 1α  

 1β  

 1γ  

 2�e  

 3�e  

 1�e  

 3�e′   1�e′  

 2�e′  
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Reestructurando la expresión anterior, obtenemos: 

































′′′
′′′
′′′

=
















′
′
′

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

 
������
������
������

v
v
v

v
v
v

eeeeee
eeeeee
eeeeee

 (1.244)

o aún: 

jiji a vv =′  (1.245)

donde definimos la matriz de transformación de coordenadas ija≡A  como: 

















′′′
′′′
′′′

=
















′′′
′′′
′′′

=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

≡
332313

322212

312111

333231

232221

131211

������
������
������

������
������
������
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eeeeee

eeeeee
eeeeee
eeeeee

ijaA  (1.246)

Considerando el producto escalar ( )jijiji xx ,cos� ��� ′′=′ ⋅ eeee , ver ecuación (1.4), la 
relación anterior será expresada a través de los cosenos directores por: 

{

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

{
vv

































′′′
′′′
′′′
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′
′
′

′
3

2

1

332313

322212

312111

3

2

1

 
,cos,cos,cos
,cos,cos,cos
,cos,cos,cos

v
v
v

v
v
v

4444444 34444444 21
A

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

 

vv A=′  

(1.247)

En la Figura 1.21, ( )111 ,coscos xx′=α , ( )211 ,coscos xx′=β  y ( )311 ,coscos xx′=γ . 
Observemos que esta matriz es no simétrica TAA ≠ , y será representada explícitamente 
por: 
















=≡

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aij A  (1.248)

La inversa de la ecuación (1.245) será: 

vv ′=

′=

′=

′′= ⋅⋅

T

jiji

jijkik

ijjikk

a
a

A

vv

vv

vv

δ
eeee ����

 (1.249)

También podemos decir que: 

jjii a ee ′= ��  (1.250)

La inversa de la relación (1.247) viene dada por: 

vv ′= −1A  (1.251)

Comparando las relaciones (1.251) y (1.249), concluimos que la matriz A  es una matriz 
ortogonal, es decir: 
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ijkjki
TT aa δ= →=⇒=−       Indicial

Notación
1 1AAAA  (1.252) 

Tensor de segundo orden 

Consideremos un sistema de coordenadas representado por su base ortonormal ie�  luego, 
el cambio de base para un nuevo sistema representado por su base ortonormal ie′�  será 
dado por la ley de transformación: iikk a ee ′= ��  . Consideremos ahora la representación de 
un tensor de segundo orden T  de forma simbólica: 

jiij

jijlikkl

jjliikkl

lkkl

aa
aa

ee
ee
ee

eeT

′⊗′′=
′⊗′=
′⊗′=

⊗=

�� 

�� 

��
��

T
T
T
T

 (1.253) 

Resultando que la transformación de base para las componentes de tensores de segundo 
será: 

jlikklij aaTT =′  (1.254) 

Tensor de tercer orden 

Consideremos ahora un tensor de tercer orden S  representado en la base ie� : 

kjiijk

kjiknjmillmn

kknjjmiillmn

nmllmn

aaa
aaa

eee
eee
eee

eeeS

′⊗′⊗′′=
′⊗′⊗′=
′⊗′⊗′=

⊗⊗=

��� 

��� 

���
���

S
S
S
S

 (1.255) 

concluyendo que las componentes del tensor de tercer orden en la nueva base ie′�  serán: 

knjmillmnijk aaaSS =′  (1.256) 

En forma general, las transformaciones de coordenadas de las componentes de tensores de 
primer, segundo, tercer y cuarto orden serán dadas respectivamente por: 

orden de ( ) ( )321321 ,,,, xxxxxx a ′′′→  de ( ) ( )321321 ,,,, xxxxxx a→′′′  

0 (escalar) λ=λ′  λ′=λ  

1 (vector) jiji SaS =′  jjii SaS ′=  

2 kljlikij SaaS =′  klljkiij SaaS ′=  

3 lmnknjmilijk SaaaS =′  lmnnkmjliijk SaaaS ′=  

4 mnpqlqkpjnimijkl SaaaaS =′  mnpqqlpknjmiijkl SaaaaS ′=  

(1.257) 
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Ejemplo 1.26: Obtener las componentes de la siguiente operación: 
TATAT ⋅⋅=′  

donde ijT  y ija  son las componentes de los tensores T  y A , respectivamente. 
Si ija  son las componentes de la matriz de transformación de base, hacer también la 
representación de las componentes de los tensores T  y T ′  en sus respectivos sistemas. 
Solución: La expresión TATAT ⋅⋅=′  en notación simbólica queda: 

)��(

)��(

)��()��()��()��(

krkqpqrp

krqlspklpqrs

klklqppqsrrsbaab

aa

aa

aa

ee

ee

eeeeeeee

⊗=

⊗=

⊗⊗⊗=⊗′ ⋅⋅

T

T

TT

δδ  

  Para obtener las componentes de T ′  es suficiente hacer el doble producto escalar 
por la base )��( ji ee ⊗ , resultando: 

jqpqipij

kjrikqpqrpbjaiab

jikrkqpqrpjibaab

aa

aa
aa

TT

TT

TT

=′
=′

⊗⊗=⊗⊗′

δδδδ
)��()��()��()��( eeeeeeee ::
 

  Observemos que esta operación viene representada en forma matricial como: 
TATAT   =′  

  Si A  es la matriz de transformación de base se cumple que 1−= AA T  luego, se 
cumple que ATAT   ′= T , y la representación de las componentes se muestran 
en la Figura abajo: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.22: Ley de transformación de base. 
 

Ejemplo 1.27: Probar que iiI T=T  es un invariante bajo un cambio de base. 
 

 1x′   2x  

 3x  

 11T  
 21T  

 31T  

 12T  

 32T  
 22T  

 33T  

 13T   23T  

 3x′  

 2x′  

 1x  

 11T′   21T′  

 31T ′   12T′  

 32T′   22T′  

 33T′  

 13T′  

 23T′  

 TATAT   =′  

 ATAT   ′= T  
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Solución: Considerando la ley de transformación para un tensor de segundo orden dado por 
(1.257), podemos decir que: kljlikij aa TT =′ . Luego, iiT ′  vendrá dado por: 

TIaa kkklklklilikii ====′ TTTT δ  
Lo que demuestra que TI  es un invariante. 

 
Consideremos ahora cuatro sistemas de coordenadas ( )321 ,, xxx , ( )321 ,, xxx ′′′ , ( )321 ,, xxx ′′′′′′  y 
( )321 ,, xxx ′′′′′′′′′  y así como las siguientes matrices de transformación, ver Figura 1.23: 

A :  matriz de transformación del sistema ( )321 ,, xxx  al sistema ( )321 ,, xxx ′′′ ; 

B :  matriz de transformación del sistema ( )321 ,, xxx ′′′  al sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′ ; 

C :  matriz de transformación del sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′  al sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′′′′ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.23: Matrices de transformación entre sistemas. 
Si consideramos una matriz columna v  formada por las componentes del tensor de orden 
uno v

r
 en el sistema ( )321 ,, xxx  y las matrices de transformación A , B , C , podemos 

decir que las componentes de este vector en el sistema ( )321 ,, xxx ′′′  serán: 

vv A=′  (1.258) 

y su forma inversa 

vv ′= TA  (1.259) 

Las componentes de este vector en el sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′  son:  

vv ′=′′ B  (1.260) 

y su forma inversa: 

vv ′′=′ TB  (1.261) 

Reemplazando la ecuación (1.258) en la ecuación (1.260) hallamos: 

vv BA=′′  (1.262) 

 X′  

 X ′′   X  

 B  

 TBB =−1  

 A  

 TAA =−1  

 TT BA  

 BA  

 X ′′′  
 TTT CBA  

 CBA  

 TCC =−1  

 C  
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La matriz formada por BA  será la matriz de transformación (también ortogonal) del 
sistema ( )321 ,, xxx  para el sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′ , ver Figura 1.23. La forma inversa será 
obtenida reemplazando la ecuación (1.261) en la ecuación (1.259), resultando: 

vv ′′= TT BA  (1.263)

Podríamos haber obtenido esta ecuación directamente de la ecuación (1.262) 

( ) ( ) vvvv ′′=′′=′′= − TTT BABABA 1  (1.264)

Análogamente, podemos obtener las componentes del vector en el sistema ( )321 ,, xxx ′′′′′′′′′ , ver 
Figura 1.23, como: 

vvvv ′′′= →=′′′ TTT CBACBA inversa Forma  (1.265)

1.5.4.1 Transformada de Coordenadas en 2 Dimensiones  

En el caso 2D tenemos como matriz de transformación de coordenadas una matriz con 4 
componentes, donde dos son redundantes, y además las otras dos se pueden escribir en 
función de una única variable libre, α . 
 
 
 

 
 
 
 

Figura 1.24: Transformación de sistema de coordenadas- 2D. 

La transformación de coordenadas entre el sistema yx −  al sistema yx ′−′  viene dada por 
la matriz A , que es: 
















=
















= ′′

′′

100
0)cos()cos(
0)cos()cos(

100
0
0

2221

1211

yyxy

yxxx

aa
aa

αα
αα

A  (1.266)

cuya matriz A  es la matriz con los cosenos directores, ver Figura 1.24. Por relaciones 
trigonométricas podemos deducir que: 

)sin(
2

cos)cos(

)sin(
2

cos)cos(

)cos()cos()cos(

ααα

ααα

ααααα

−=





 +π=

=





 −π=

==⇒=

′

′

′′′′

xy

yx

yyxxyyxx

 (1.267)

Quedando la matriz de transformación (en 2D) definida por: 

 yy′α   yx′α  

 αα =′xx  

 x  

 y  

 x′  
 y′  

 xy′α  

 

αα

αα

αα

+π=

−π=

=

′

′

′

2

2

xy

yx

yy
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−

=
)cos()sin(
)sin()cos(
αα
αα

A  (1.268) 

Como comprobación de esta transformación consideremos un vector posición del punto 
P  dado por r

r
, donde sus coordenadas son ),( PP yx  en el sistema yx − , y las coordenadas 

del mismo punto en el sistema yx ′−′  son ),( PP yx ′′ , ver Figura 1.25. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.25: Transformación de sistema de coordenadas- 2D. 

Podemos escribir que: 
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)cos()cos(

PPP

PPP
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yxx
 ⇒
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⇒
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yxy
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(1.269) 

En forma matricial: 









′
′









−
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−
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′
′ −

P

P

P

PInversa
Forma

P

P

P

P

y
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y
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y
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y
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)cos()sin(
)sin()cos(

 
)cos()sin(
)sin()cos( 1  

αα
αα

αα
αα

 (1.270) 

Como la matriz es ortonormal, su inversa es igual a su transpuesta, es decir, TAA =−1 , 
luego la relación anterior puede ser reescrita como: 
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′
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=









P

P

P

P

y
x

y
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)cos()sin(
)sin()cos(
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 (1.271) 
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Ejemplo 1.28: Encontrar la matriz de transformación del sistema ( zyx ,, ) al sistema 
zyx ′′′′′′′′′ ,, , ver Figura 1.26: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.26: Rotación. 
 
 

Solución:  Podemos observar que la obtención del sistema zyx ′′′′′′′′′ ,,  es una combinación de 
rotaciones mostradas a continuación: 

 
 
♦ Rotación según eje z  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
con º3600 ≤≤α  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 yy ′′=′  

 x  

 y  

 zz ′=  

 x′  

 zz ′′′=′′  

 y ′′′  

 x ′′  
 x ′′′  

 β  

 α  

 α  

 γ  

 γ  

 sistema zyx ,,  para zyx ′′′ ,,  

 















−=

100
0cossin
0sincos

αα
αα

A  

 x  

 y  

 zz ′=  

 x′  

 y′  

 α  
 α  
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♦ Rotación según eje y′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
con º1800 ≤≤ β  
 
 
♦ Rotación según eje z ′′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  con º3600 ≤≤ γ  
  La matriz de transformación del sistema ( zyx ,, ) para el sistema zyx ′′′′′′′′′ ,, , ver 

Figura 1.23, será dada por: 
CBAD =  

  Resultando: 
















+−−−

−+−
=

ββαβα
γβγαγβαγαγβα
γβγαγβαγαγβα

cossinsinsincos
sinsin)coscossincossin()cossinsincoscos(
cossin)sincoscoscos(sin)sinsincoscos(cos

D  

  Los ángulos γβα ,,  son conocidos como los ángulos de Euler. 

 

 sistema zyx ′′′′′′ ,,  para zyx ′′′′′′′′′ ,,  
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γγ
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 yy ′′=′  

 x  

 y  
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 x′  
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 y ′′′  

 x ′′  
 x ′′′  
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 α  

 α  

 γ  

 γ  

 sistema zyx ′′′ ,,  para zyx ′′′′′′ ,,  
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Ejemplo 1.29: Consideremos que las componentes de un tensor de segundo orden T , en 
el sistema de referencia ( )321 ,, xxx , están representadas por: 

( )















−

−
===

100
031
013

 Tijij TT  

Sabiendo que la matriz de transformación de coordenadas del sistema ( )321 ,, xxx  al sistema 
( )321 ,, xxx ′′′  viene dada por: 























−

=

0
2
2

2
2

0
2
2

2
2

100

 A  

Obtener las componentes del tensor ijT  en el nuevo sistema de coordenadas ( )321 ,, xxx ′′′ . 
Solución: Como se definió en la ecuación (1.257), la ley de transformación para un tensor de 

segundo orden es:  
kljlikij aa TT =′  

Para que la operación anterior sea posible en forma matricial: 
[ ] [ ] [ ]Tjllkkiij aa         TT =′  

Luego: 
TATAT   =′  
























−
















−

−























−

=′

001
2
2

2
20

2
2

2
20

100
031
013

0
2
2

2
2

0
2
2

2
2

100

 T  

Efectuando la operación de matrices anterior obtenemos que:  
















=′

400
020
001

 T  

 
NOTA: Como podemos verificar en el ejemplo anterior las componentes del tensor T  en 
esta nueva base presenta una característica donde los términos fuera de la diagonal principal 
son nulos. La pregunta ahora es. ¿Dado un tensor T , existe una transformación de base tal 
que las componentes fuera de la diagonal principal de este tensor sean nulos? Este tipo de 
problema es el denominado problema de autovalor y autovector. ■ 

1.5.5 Autovalores y Autovectores de un Tensor 

Como hemos visto anteriormente, el producto escalar de un tensor de segundo orden T  
con un vector (o un versor n′� ) resulta un vector, o dicho de otra manera, que la proyección 
de un tensor de segundo orden sobre una dirección resulta un vector que no 
necesariamente tiene la misma dirección de n′� , ver Figura 1.27 (a).  
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El problema de autovalor y autovector consiste en encontrar una dirección n�  tal que el 
vector proyección sobre está dirección esté coincidente con la dirección n� , ver Figura 1.27 
(b). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.27: Proyección de un tensor sobre una dirección. 

Luego, sea un tensor T . Un vector n�  se dice autovector de T  si existe un escalar λ , 
denominado autovalor, tal que: 

nnT �� λ=⋅  (1.272) 

Si T  es un tensor de segundo orden, podemos escribir la ecuación (1.272) en componentes 
como: 

( ) ( ) 0n1T
r

=λ− →=λ−⇒

=λ−⇒

λ=

⋅ � � 

��

��

Tensorial
Notación

ijijij

iijij

ijij

0nT

0nnT

nnT

δ

 (1.273) 

donde i0  son las componentes del vector nulo 0
r

. El conjunto de ecuaciones homogéneas 
anteriores sólo tendrá soluciones no triviales de n�  (es decir, para 0n

r
≠� ), ver Ejemplo 

1.24, si y sólo si: 

0;0)( =λ−=λ− ijij δTdet 1T  (1.274) 

que es el determinante característico del tensor T , explícitamente dado por: 

0

333231

232221

131211

=
λ−

λ−
λ−

TTT
TTT
TTT

 (1.275) 

 nTt n ′= ⋅′ �)�(
r

 

 n′�  

 1x  

 2x  

 3x  

 nnTt n ��)�( λ== ⋅
r

 

 n�  

 n�  - dirección principal 

 λ  - autovalor asociado a la 
dirección n� . 

 b) Dirección principal.  a) Proyección de T  sobre 
un plano arbitrario. 
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Desarrollando este determinante podemos obtener el polinomio característico, que está 
representado por una ecuación cúbica en λ : 

023 =−λ+λ−λ TTT IIIIII  (1.276)

donde TI , TII , TIII  son los invariantes principales del tensor T , definidos en función de sus 
componentes ijT  por: 

iiI TTr == )(TT  

[ ]
( ) ( )[ ]{ }

( )[ ]{ }
{ }
{ } [ ])cof(TrMTTTT

TTTT

TrTTTT

TTTrTTrTTr

TrTr

T

ee

eeeeeeee

TTT

==−=

−=

⊗−=

⊗⊗−⊗⊗=

−=

⋅

iijiijkkii

iljkklijkkii

lijkklijklklijij

lkkljiijlkkljiij

II

2
1
2
1

��
2
1

����)��()��(
2
1

)()(
2
1 22

δδ

δδδ  

321)( kjiijkijIII TTTTdet === TT  

(1.277)

donde iiM  es la misma matriz definida en la expresión (1.208), aunque sólo serán 
consideradas las de la diagonal principal: 332211 MMMM ++=ii . También podemos expresar 
los invariantes como: 

( ) ( ) ( )223132211323313321122332332211

211222113113331132233322

2221

1211

3331

1311

3332

2322

332211

TTTTTTTTTTTTTTT
TTTTTTTTTTTT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

TTT

−+−−−=
−+−+−=

++=

++=

T

T

T

III

II

I

 (1.278)

Si T  es un tensor simétrico, los invariantes principales se resumen de la forma: 

22
2

1311
2
2333

2
12231213231312332211

2
23

2
13

2
12332233112211

332211

TTTTTTTTTTTTTTT
TTTTTTTTT

TTT

−−−++=
−−−++=

++=

T

T

T

III
II

I
 (1.279)

Una vez resuelto el polinomio característico obtendremos tres autovalores 321 ,, λλλ . Si los 
tres autovalores son distintos 321 λ≠λ≠λ  tenemos tres direcciones principales únicas. Si 

321 λ≠λ=λ  tenemos en este caso la dirección principal ( )3(�n ) correspondiente al autovalor 
3λ  única y las otras dos pueden ser cualquiera mientras sean mutuamente ortogonales y a 

)3(�n . Si 321 λ=λ=λ  cualquier dirección será una dirección principal. Cuando un tensor 
presenta los tres autovalores iguales lo denominamos de Tensor Esférico. 

OBS.: Encontrar los autovalores (también conocidos como valores principales) es 
equivalente a encontrar unas direcciones principales (autovectores) tal que 0=ijT  
para ji ≠ . Además podemos decir que los autovectores constituyen una matriz de 
transformación entre el sistema original y el sistema formado por los autovalores. 

  jkδ  
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Una vez obtenidos los autovectores, estos constituyen una base ortonormal denominado 
de espacio principal. En este espacio sólo tendremos componentes normales. Luego, las 
componentes del tensor en este espacio vienen representadas por: 
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λ
λ

λ
=′

3

2

1

2

2

1

00
00
00

00
00
00

T
T

T
Tij  (1.280) 

En este espacio (espacio principal), los invariantes pueden ser obtenidos como: 

321

313221

321

TTT
TTTTTT

TTT

=
++=

++=

T

T

T

III
II

I
 (1.281) 

Cuyos valores tienen que coincidir con los valores obtenidos en (1.278). 
En el caso particular que el tensor sea esférico, es decir, TTTT === 321 , se cumple que 

TT III 32 = , 3T=TIII . 

Dado un tensor antisimétrico W , los invariantes principales vienen dados por: 

0
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 (1.282) 

donde 2
12

2
13

2
23

22 WWW ++=== ⋅www
rrrω , ver expresión (1.132). Luego, la ecuación 

característica correspondiente a un tensor antisimétrico queda: 

( ) 0

0

0

22

23

23

=+λλ⇒

=λ+λ⇒

=−λ+λ−λ

ω
ω

WWW IIIIII

 (1.283) 

Con lo cual comprobamos que por lo menos un autovalor es real e igual a cero, y dos 
posibles raíces imaginarias: 

i 100 )2,1(
2222 ωωωω ±=−±=λ⇒=−=λ⇒=+λ  (1.284) 

1.5.5.1 Ortogonalidad de los Autovectores 

Retomando la definición de autovalores dada por (1.272), si 1λ , 2λ , 3λ  (con 321 λ≠λ≠λ ) 
son los autovalores del tensor de segundo orden T  luego, se cumple que: 

)3(
3

)3()2(
2

)2()1(
1

)1( ����;�� nnTnnTnnT λ=λ=λ= ⋅⋅⋅  (1.285) 

Podemos multiplicar la primera expresión por )2(�n  y a la segunda por )1(�n  resultando: 

)2()1(
2

)2()1(

)1()2(
1

)1()2(

����

����

nnnTn

nnnTn

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

λ=

λ=
 (1.286) 
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Ya que el tensor T  es simétrico se cumple que )2()1()1()2( ���� nTnnTn ⋅⋅⋅⋅ =  luego: 

)2()1(
2

)1()2(
1 ���� nnnn ⋅⋅ λ=λ  (1.287)

Siendo )2()1()1()2( ���� nnnn ⋅⋅ = , resulta que: 

( ) 0�� )2()1(
21 =λ−λ ⋅nn  (1.288)

Ya que 021 ≠λ≠λ , para satisfacer (1.288) se debe cumplir que: 

0�� )2()1( =⋅nn  (1.289)

Análogamente podemos demostrar que 0�� )3()1( =⋅nn  y 0�� )3()2( =⋅nn . Con lo que 
demostramos que los autovectores son versores ortogonales entre sí, constituyendo así una 
base ortonormal, ver Figura 1.28, donde la matriz de transformación de base viene dada 
por: 
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2
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1
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2
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1

)1(
3
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1

)3(

)2(

)1(

���
���
���

�
�
�

nnn
nnn
nnn

n
n
n

A  (1.290)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.28: Diagonalización. 

1.5.5.2 Invariantes 

Los invariantes son aquellos que bajo un cambio de base mantiene su valor. El número de 
invariantes independientes (invariantes principales) de un tensor, depende del orden del 
tensor. Por ejemplo, en un tensor de segundo orden, el número de invariantes principales 

 2x  

 diagonalización 

 3x  

 1x  
 1x′  

 2x′  

 3x′  

 22T  
 12T   12T  

 11T  

 23T  

 23T  

 13T  

 13T  

 33T   2T  

 1T  

 3T  

 )1(�n  

 )2(�n   )3(�n  

 Espacio Principal 

 TATAT   =′  

 ATAT   ′= T  
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es tres, véase ecuaciones (1.277). Cualquier otro invariante podrá ser representado como 
función de estos tres invariantes principales. 
En dos dimensiones (2D) el número de invariantes principales se limita a dos: 

iiI TTr == )(TT  

)2,1,,()( 321 ==== kjiIII kjiijkij TTTTdet TT  
(1.291) 

Todo tensor de orden cero (escalar), (ej.: temperatura, presión, densidad) es un invariante. 

Ejemplo 1.30: Demostrar que las siguientes relaciones son invariantes: 
4
3

4
2

4
1

3
3

3
2

3
1

2
3

2
2

2
1 ;; CCCCCCCCC ++++++  

donde 1C , 2C , 3C  son los autovalores del tensor de segundo orden C . 
 

Solución :  
  Cualquier combinación de los invariantes principales será un invariante. 

Intentaremos expresar las relaciones anteriores en función de los invariantes 
principales. 

  Consideremos la siguiente relación: 
( ) ( )

CC

C

C

IIICCC

CCCCCCCCCCCCI
II

2

2

22
3

2
2

2
1

323121
2
3

2
2

2
1

2
321

2

−=++⇒

+++++=++=
4444 34444 21

 

  Comprobando que 2
3

2
2

2
1 CCC ++  es un invariante. Análogamente, podemos 

obtener que: 

  
2
CCC

2
CCC

CCCC

IIIIIIIIIICCC

IIIIIIICCC

244

33
44

3
4
2

4
1

33
3

3
2

3
1

++−=++

+−=++
 

 

 

Ejemplo 1.31: Demostrar que si Q  es un tensor de segundo orden ortogonal propio, y E  
es un tensor de segundo orden, los autovalores de E  no cambian con la transformación: 

TQEQE ⋅⋅=*  
 
Solución:   
  Los autovalores ( iλ ) del tensor E  obtenemos a partir del determinante 

característico: 
( )
( )
( )

( )[ ]
( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( )[ ]
( ) ( ) ( )

( )kpkp

jpkpkpik

jpkpkpik

kpjpikjpkpik

ijjpkpik

ijij

T

T

TT

T

δ

δ

δ

δ

δ

δ

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

λ−=

⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅

Edet

QdetEdetQ

QEQdet

QQQEQdet

QEQdet

Edet

det

detdetdet

det

det

det

det

 

0

  

0 *

11

*

1E

Q1EQ

Q1EQ

Q1QQEQ

1QEQ

1E

43421321

 

  Con lo que comprobamos que E  y *E  tienen los mismos autovalores. 
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1.5.5.3 Solución de Ecuación Cúbica 

Si un tensor T  es simétrico podemos demostrar que las raíces de la ecuación característica 
( 023 =−λ+λ−λ TTT IIIIII ) serán todas raíces reales, definidas de la forma: 

33
4

3
cos2

33
2

3
cos2

33
cos2

3

2

1

T

T

T

I
S

I
S

I
S

+













 π+=λ

+













 π+=λ

+













=λ

α

α

α

 (1.292)

con 







−==−−==

−
=

T
QRT

I
III

III
QRS

III
R

2
arccos;

27
;

27
2

3
;

3
;

3
3 332

αT
T

TTTT  

con α  en radianes. (1.293)

Ya que 1λ , 2λ , 3λ  son los autovalores del tensor T  luego, podemos reestructurar la 
solución como: 

44444444 344444444 21

44 344 21

Desviadora Parte

Esférica Parte

3

2

1

3
4

3
cos00

0
3

2
3

cos0

00
3

cos

2
100
010
001

3
00

00
00































 π+







 π+









+















=

















λ
λ

λ

α

α

α

S
I T  (1.294)

Observemos que si T  es esférico se cumple que TT III 32 =  luego, 0=S . 

 

Ejemplo 1.32: Determinar los valores principales y las direcciones principales del tensor 
cartesiano de segundo orden T , cuyas componentes se representan matricialmente por: 

( )















−

−
===

100
031
013

 Tijij TT  

 
Solución: Buscamos soluciones no triviales para ( ) ijijij 0 =λ− nT δ , con la restricción de que 

1=jjnn . Como ya hemos visto, la solución no trivial requiere la condición: 

0=λ− ijij δT  
Explícitamente, la expresión anterior queda: 

0
100

031
013

333231

232221

131211

=
λ−

λ−−
−λ−

=
λ−

λ−
λ−

TTT
TTT
TTT

 

Desarrollando el determinante anterior obtenemos la ecuación cúbica: 
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[ ]
08147

01)3()1(
23

2

=−λ+λ−λ

=−λ−λ−  

  Podríamos haber obtenido directamente la ecuación característica anterior a través 
de los invariantes:  

7)( 332211 =++=== TTTTTTr iiijIT  

( ) 14
2
1

2221

1211

3331

1311

3332

2322 =++=−=
TT
TT

TT
TT

TT
TT

TTTT ijijjjiiII T  

8321 === kjiijkijIII TTTT T  
Luego, utilizando la ecuación (1.276), la ecuación característica será: 

081470 2323 =−λ+λ−λ→=−λ+λ−λ TTT IIIIII  
  Resolviendo la ecuación cúbica podemos obtener las tres raíces reales, puesto que 

la matriz T  es simétrica: 
4;2;1 321 =λ=λ=λ  

  Podemos además comprobar si los invariantes están bien calculados utilizando la 
expresión de los invariantes en función de los autovalores: 

8
14144221

7421

321

133221

321

=λλλ=
=×+×+×=λλ+λλ+λλ=

=++=λ+λ+λ=

T

T

T

III
II

I
 

  Con lo que podemos comprobar que los invariantes son los mismos que los 
obtenidos anteriormente. 

 
Cálculo de las direcciones principales: 

  Para obtener las direcciones principales, utilizamos la ecuación (1.273), donde 
cada autovalor iλ  está asociado a un autovector )(� in . 
"Para 11 =λ  
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n
n
n

n
n
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resultando el siguiente sistema de ecuaciones: 

1

00

0
02
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2
3

2
2

2
1

3

21
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21
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==⇒
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n
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Luego, podemos obtener que: [ ](1)
1

�1        0 0 1λ = ⇒ = ±n . 
  NOTA: Esta solución podría haberse determinado previamente por la situación 

particular que presentan las componentes del tensor. Al ser los términos 
032312313 ==== TTTT , 133 =T  ya es un valor principal, como consecuencia esta 

dirección ya es una dirección principal. ■ 
Para 22 =λ  
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 ✓ 
 ✓ 

 ✓ 
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=⇒=−

0
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3

21

2121

n
nn

nnnn
 

  Podemos observar que las dos primeras ecuaciones son linealmente dependientes. 
Necesitamos entonces de una ecuación adicional: 

2
1121 1

2
1

2
3

2
2

2
1 ±=⇒=⇒=++= nnnnnnn ii  

Luego: 
(2)

2
1 1�2        0
2 2

 
λ = ⇒ = ± ± 

 
n  

Para 43 =λ  
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n
n
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n
n
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2
1121
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0
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1
2
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2
3

2
2

2
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3
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Resultando: 
(3)

3
1 1�4        0
2 2

 
λ = ⇒ = ± 

 
mn  

  Podemos entonces resumir que las direcciones principales correspondientes a sus 
valores principales son: 

[ ](1)
1

(2)
2

(3)
3

� 0 0 1

1 1� 0
2 2

1 1� 0
2 2

λ ⇒ = ±

 
λ ⇒ = ± ± 

 
 

λ ⇒ = ± 
 

m

n

n

n

 

  NOTA: Las componentes del tensor en el sistema de coordenadas original 
( )321 ,, xxx  es el mismo del Ejemplo 1.29. Los autovalores obtenidos fueron 

11 =λ , 22 =λ  y 43 =λ  y la matriz de transformación A  está constituida por los 
autovectores de T . Luego, podemos concluir que los autovectores constituyen 
una base de transformación del sistema ( )321 ,, xxx  para el sistema ( )321 ,, xxx ′′′  
formado por los ejes principales ■ 
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1.5.6 Representación Espectral de un Tensor 

De la solución de la ecuación (1.276) obtenemos tres autovalores: 1λ , 2λ , 3λ . Cada 
autovalor estará asociado a un autovector, es decir: 

[ ]
[ ]
[ ]

 
��� � para

��� � para

��� � para

)3(
3

)3(
2

)3(
1

)3(
3

)2(
3

)2(
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)2(
1

)2(
2

)1(
3

)1(
2

)1(
1

)1(
1

nnn

nnn

nnn

=⇒λ

=⇒λ

=⇒λ

n

n

n

 (1.295) 

En el espacio principal, cuyas bases están formadas por los autovectores )3()2()1( �,�,� nnn , el 
tensor T  tendrá como componentes una matriz diagonal formada por los autovalores: 

















λ
λ

λ
==′ ′

3

2

1

00
00
00

TijT  (1.296) 

Con invariantes principales: 321 λ+λ+λ=TI , 133221 λλ+λλ+λλ=TII , 321 λλλ=TIII . 

Sabiendo que los autovectores forman una base de transformación tal que: 
TATAT   =′  (1.297) 

luego, la forma inversa será: 

ATAT   ′= T  (1.298) 

donde  
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Explícitamente, la relación (1.298) queda: 
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 (1.300) 

y considerando que: 
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(1.301)

Luego, podemos representar las componentes de un tensor de segundo orden en función 
de sus valores principales y autovectores como: 

)3()3(
3

)2()2(
2

)1()1(
1

�� ���� jijijiij nnnnnnT λ+λ+λ=  (1.302)

o en notación tensorial como: 
)3()3(

3
)2()2(

2
)1()1(

1
�� �� �� nnnnnnT ⊗λ+⊗λ+⊗λ=  (1.303)

o también 

∑
=

⊗λ=
3

1

)()( �� 
a

aa
a nnT Representación espectral de un 

tensor de segundo orden (1.304)

que es la denominada representación espectral del tensor. Observemos que en la expresión 
anterior tenemos que recurrir al símbolo de suma ya que el índice aparece tres veces en la 
expresión. 
NOTA: La representación espectral (1.304) podría haber sido obtenida fácilmente 
partiendo de la definición del tensor identidad dada por (1.166), ii nn1 �� ⊗= , donde 

}�,�,�{ 321 nnn  constituye una base ortonormal. Podemos también representar ii nn1 �� ⊗=  a 

través del símbolo de suma como ∑
=

⊗=
3

1

)()( ��
a

aa nn1 . Luego, se cumple que: 

∑∑∑
===

⊗λ=⊗=







⊗== ⋅⋅⋅

3

1

)()(
3

1

)()(
3

1

)()( �� ����
a

aa
a

a

aa

a

aa nnnnTnnT1TT  (1.305)

donde hemos utilizado la definición de autovalor y autovector )()( � � a
a

a nnT λ=⋅ . ■ 

Consideremos un tensor ortogonal R  cuya transformación ortogonal aplicada al versor 
original N�  transforma en el versor n� , es decir, �� NRn ⋅= . Podemos entonces hacer la 
representación espectral de un tensor ortogonal como: 
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∑∑∑
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3

1

)()(
3

1

)()( �� ����
a
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aa

a

aa NnNNRNNR1RR  (1.306) 

 
En el espacio de las direcciones principales, la potencia de tensores podemos expresarla 
como: 

( )
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λ
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n
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ij
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2

1

00
00
00

T  (1.307) 

Luego, la representación espectral del tensor nT  será: 

∑
=

⊗λ=
3

1

)()( �� 
a

aan
a

n nnT  (1.308) 

Por ejemplo, si queremos calcular la raíz cuadrada del tensor T , podemos fácilmente 
obtener a través de la representación espectral: 

∑
=

⊗λ=
3

1

)()( �� 
a

aa
a nnT  (1.309) 

Consideremos un tensor semi-definido positivo ( T ), luego hay que cumplir 0≥⋅⋅ xTx
rr

 
para todo 0x

rr
≠ . Aplicando la representación espectral obtenemos que: 
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a
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(1.310) 

Observemos que el resultado de la operación )�( )(anx ⋅r  es un escalar con lo cual podemos 
escribir que:  

[ ] 0)�( 0�� 
3

1

2)(
3

1

)()(

0

≥λ⇒≥⊗λ ∑∑
==

>

⋅⋅⋅
a

a
a

a

aa
a 43421

rrr
nxxnnx  (1.311) 

Con lo cual demostramos que si un tensor es semi-definido positivo eso implica que sus 
autovalores son mayores o igual a cero, 01≥λ , 02≥λ , 03≥λ . Concluimos también que, un 
tensor será definido positivo si y solo si sus autovalores son positivos y distintos de cero, es 
decir, 01>λ , 02>λ , 03>λ . Como consecuencia la traza de un tensor definido positivo es 
mayor que cero. Si la traza de un tensor definido positivo es igual a cero, eso implica que el 
tensor es el tensor nulo. 

1.5.7 Teorema de Cayley-Hamilton 

El teorema de Cayley-Hamilton afirma que cualquier tensor T  satisface su propia ecuación 
característica, es decir, si 321 ,, λλλ  son los autovalores de T , podemos escribir: 
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=
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1

00
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)( ijT  (1.312)

Y si estos autovalores satisfacen la ecuación: 023 =−λ+λ−λ TTT IIIIII , el tensor T  
también la satisface, es decir: 

01TTT TTT =−+− IIIIII23  (1.313)

Una aplicación del teorema de Cayley-Hamilton es expresar la potencia de tensores nT  
como una combinación de 1−nT , 2−nT , 3−nT . Si queremos obtener 4T  queda: 

TTTT

0T1TTTTTT

TTT

TTT

IIIIII

IIIIII

+−=⇒

=−+− ⋅⋅⋅⋅
234

23

 (1.314)

Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton podemos expresar el tercer invariante en función 
de las trazas, que será útil a la hora de obtener las derivadas parciales de los invariantes. 
Según el teorema de Cayley-Hamilton sigue siendo válida la expresión: 

01TTT TTT =−+− IIIIII 23  (1.315)

Haciendo el doble producto escalar con el tensor identidad de segundo orden (1 ), la 
expresión queda: 

10111T1T1T TTT ::::: =−+− IIIIII 23  (1.316)

Como ya se hemos visto anteriormente las siguientes relaciones son válidas 
)( 33 T1T Tr=: , )( 22 T1T Tr=: , )(T1T Tr=: , 3)( == 111 Tr: , 0)( == 010 Tr: . 

Reemplazando en la ecuación (1.316) obtenemos: 

[ ])()()(
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IIIIII
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321

 (1.317)

Reemplazando los valores de los invariantes TI , TII , dados por la ecuación (1.277), 
obtenemos: 

[ ]






 +−= 323 )(

2
1)()(

2
3)(

3
1

TTTTT TrTrTrTrIII  (1.318)

 

Ejemplo 1.33: Partiendo del teorema de Cayley-Hamilton obtener la inversa de un tensor  
T  en función de potencia de tensores. 
Solución:   
  El teorema de Cayley-Hamilton afirma que: 

01TTT TTT =−+− IIIIII23  
  Haciendo el producto escalar de la expresión anterior por el tensor 1−T  

obtenemos que: 
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El teorema de Cayley-Hamilton también es válido para matrices cuadradas de orden n . Sea 
una matriz cuadrada nn×A  el determinante característico viene dado por: 

0=−λ × Ann1  (1.319) 

donde nn×1  es la matriz identidad. Desarrollando el determinante obtenemos: 

0)1(2
2

1
1 =−−λ+λ−λ −−

n
nnnn III L  (1.320) 

donde nIII ,,, 21 L  son los invariantes de la matriz A . Para el caso particular 3=n  y si A  
representa las componentes del tensor A  tenemos que: AII =1 , AIII =2 , AIIII =3 . 
Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton se cumple que 

01 =−+−+− −−
n

nnnn III )1(2
2

1
1 LAAA  (1.321) 

A través de la relación (1.321) podemos obtener la inversa de la matriz nn×A , por ello 
multiplicando todos los términos por 1−A , resultando: 
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 (1.322) 

luego 

( )1113
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2
1

1
1

1 )1()1(
−

−−−−
−

− −−+−−= n
nnnn

n

n

III
I

LAAAA  (1.323) 

El invariante )(Adet=nI  luego, sólo habrá la inversa de A  si 0)( ≠= AdetnI . 

Ejemplo 1.34: Dado el tensor T  representado por sus componentes en el sistema 
cartesiano: 
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Comprobar el teorema de Cayley-Hamilton. 
Solución:   
  El teorema de Cayley-Hamilton también se aplica para las componentes del 

tensor: 
01 =−+− TTT IIIIII TTT 23  

donde: 
8125 =++=TI  
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175210 =++=TII  
10=TIII  

luego: 
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Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton verificamos que: 
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1.5.8 Elipsoide del Tensor 

Cuando ijT  es simétrico los autovalores de T  serán reales y cuando 1λ , 2λ  y 3λ  son todos 
distintos los autovectores son mutuamente perpendiculares y podemos decir: 

12
33

2
22

2
11 =λ+λ+λ⇒ xxxxx jiijT  (1.324)

lo cual representa una superficie en el espacio 3R . Esta superficie podrá ser un elipsoide, 
un hiperboloide o un paraboloide, dependiendo del valor de iλ . Si todos son positivos, la 
superficie será un elipsoide de longitud del semieje dada por:  

i
ia

λ
= 1

)3,2,1( =i  (1.325)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.29: Elipsoide. 
Observar que cuando los tres autovalores son iguales la superficie será una esfera. Por eso, 
los tensores que presentan esta característica se denominan Tensores Esféricos, y cualquier 
dirección será una dirección principal. 

 c.q.d.  

 11 ,λ′x  

 1a  
 2a  

 3a  

 22 ,λ′x  

 33 ,λ′x  
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1.5.9 Tensor Isótropo y Anisótropo 

Un tensor se denomina isótropo cuando sus componentes son las mismas en cualquier 
sistema de coordenadas, en caso contrario el tensor será anisótropo.  

Consideremos las componentes de un tensor T  representadas en forma matricial por T  
en un sistema de referencia y las componentes del mismo tensor en otro sistema de 
referencia T ′ . Un tensor se dice isótropo cuando cumple que: 

TT ′=  (1.326) 

Tensor Isótropo de orden uno 

Consideremos un vector v
r

 representado por sus componentes 321 ,, vvv  en el sistema de 
coordenadas 321 ,, xxx . La representación de estas componentes en un nuevo sistema de 
coordenadas 321 ,, xxx ′′′  será 321 ,, vvv ′′′ , por lo que es válido decir: 

jijijjii a vvvv =′⇒′′== eev ��r
 (1.327) 

Para que v
r

 sea isótropo por definición tiene que cumplir ii vv ′=  y eso sólo será posible si 

ji ee ′= ��  (no hubo cambio de sistema) o iii 0vv =′= . Luego, el único tensor de orden uno 

isótropo es el vector nulo 0
r

. 
Tensor Isótropo de segundo orden 
Un ejemplo de un tensor isótropo de segundo orden es el tensor identidad 1 , representado 
por sus componentes por klδ . Utilizando la transformación de coordenadas para las 
componentes de un tensor de segundo orden obtenido en (1.256), se demuestra que: 

ij

T

jkik

kljlikij

aa
aa

δ

δδ

=

=
=

=

′

321

1AA

 
(1.328) 

Tensor Isótropo de tercer orden 
Un ejemplo de un tensor (pseudo) isótropo de orden tres es el pseudo-tensor Levi-Civita, 
definido en (1.179) cuyas componentes son lmn . Aplicando la ley de transformación de 
coordenadas (1.256), resulta: 

{

ijk

ijk

lmnknjmilijk aaa






=

=
=′

     
1

A (Ver Ejemplo 1.21) (1.329) 

Tensor Isótropo de cuarto orden 
Si klδ  es isótropo, resulta sencillo demostrar que los siguientes tensores de cuarto orden 
son también isótropos:  
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jkilijkl

jlikijkl

klijijkl

δδ

δδ

δδ

=

=

=

D

B

A

 (1.330)

Se puede demostrar que cualquier tensor isótropo de cuarto orden puede ser representado 
como una combinación lineal de los tres tensores dados anteriormente en (1.330): 

DBAC 210 aaa ++=  

111111 ⊗+⊗+⊗= 210 aaaC  

jkiljlikklijijkl aaa δδδδδδ 210 ++=C  
(1.331)

Ejemplo 1.35: Demostrar que el tensor de cuarto orden C  es isótropo, donde las 
componentes de este tensor vienen dadas por: 
 

( )jkiljlikklijijkl δδδδµδδ ++λ=C  
donde λ , µ  son constantes. 
Solución:  
  La ley de transformación de las componentes de un tensor de cuarto orden viene 

dada por: 
mnpqlqkpjnimijkl aaaa CC =′  

  Considerando que ( )npmqnqmppqmnmnpq δδδδµδδ ++λ=C  y reemplazando en la 
expresión anterior, obtenemos que: 

( )[ ]
( )

( )
( )

ijkl

jkiljlikklij

lqknjniqlqkpjqiplqkqjnin

npmqlqkpjnimnqmplqkpjnimpqmnlqkpjnim

npmqnqmppqmnlqkpjnimijkl

aaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa

aaaa

C

C

=

++λ=

++λ=

++λ=

++λ=′

δδδδµδδ
µ

δδδδµδδ
δδδδµδδ

 

  Con lo que demostramos que el tensor C  es isótropo. 
 

 

1.5.10 Tensores Coaxiales 

Decimos que dos tensores de segundo orden simétricos T  y S  son coaxiales, si presentan 
los mismos autovectores, luego: 

∑∑
==

⊗=⊗λ=
3

1

)()(
3

1

)()( �� ;�� 
a

aa
a

a

aa
a nnSnnT γ  (1.332)

Es de fácil demostración que, para que dos tensores sean coaxiales, es suficiente que el 
producto escalar entre ellos sea conmutativo, es decir: 

coaxiales sonsi  ,TSTSST ⇒= ⋅⋅  (1.333)
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También podemos concluir que un tensor simétrico S , y su inversa 1−S  son tensores 
coaxiales puesto que: 

∑∑
=

−

=

⊗
λ

=⊗λ=
3

1

)()(1
3

1

)()( �� 1;�� 
a

aa

aa

aa
a nnSnnS  (1.334) 

siendo aλ , 
aλ

1 , los autovalores de S  y 1−S , respectivamente. 

Si S  y T  son tensores simétricos y coaxiales podemos demostrar que el tensor resultante 
de la operación ( TS ⋅ ) resulta ser otro tensor simétrico. Para su demostración partimos de 
la definición de tensores coaxiales: 

0ST0STST0TSSTTSST =⇒=−⇒=−⇒= ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ antiT )(2)(  (1.335) 

Luego si la parte antisimétrica de un tensor es cero resulta que este tensor es simétrico: 

symanti )()()( STST0ST ⋅⋅⋅ ≡⇒=  (1.336) 

1.5.11 Series de Tensores 

Dada una función )(xf  podemos aproximar esta función a través de serie de Taylor por 

n

n
n

n

ax
x

af
n

xf )()(
!

1)(
0

−
∂

∂=∑
∞

=

, donde !n  representa el factorial de n  y )(af  el valor de la 

función en el punto de aplicación ax = . Podemos extrapolar esta definición para tensores. 
Por ejemplo, supongamos que un tensor de segundo orden S  sea una función de otro 
tensor de segundo orden E  luego, podemos aproximar )(ES  como: 
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 (1.337) 

Otras expresiones algebraicas de tensores pueden ser representadas mediante series como: 

L

L

L

−+−=

−+−=+

++++=

53

32

32

!5
1

!3
1)sin(

3
1

2
1)(

!3
1

!2
1

SSSS

SSSS1

SSS1S

ln

exp

 (1.338) 

Consideremos un tensor S  de segundo orden simétrico e isótropo, por lo que puede ser 
representado por su forma espectral como: 
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(1.339)

donde aλ  y )(� an  son los autovalores y autovectores, respectivamente, del tensor S . 

Podemos extender estos conceptos para obtener la definición de una función de tensión 

del tipo m
1

S , donde m  es un número entero. Si definimos m
1

S  como: 
m

mmmm
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1111

SSSSS L

 
(1.340)

La forma espectral correspondiente viene dada por: 

∑
=

⊗λ=
3

1

)()(

11

�� 
a

aam
a

m nnS  (1.341)

con lo que nos permite obtener m
1

S  una vez conocidos m
a

1

λ  y )(� an . 

1.5.12 Descomposición Polar 

Consideremos un tensor de segundo orden F  no singular ( 10)( −∃⇒≠ FFdet ). Además, 
como visto anteriormente, 0nN n

r
≠λ=⋅ ��

)�(F  ya que 0)( ≠Fdet . Con eso, podemos decir 
que: 
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FFFF

FF

 (1.342)

Además considerando que la transformación entre )(� aN  y )(� an  viene dada por la siguiente 
transformación ortogonal )()( �� aa NRn ⋅= , podemos decir que: 

URNNRNNRNn ⋅⋅⋅ =⊗λ=⊗λ=⊗λ= ∑∑∑
===

3

1

)()(
3

1

)()(
3

1

)()( ������
a

aa
a

a

aa
a

a

aa
aF  (1.343)

donde hemos definido el tensor ∑
=

⊗λ=
3

1

)()( ��
a

aa
a NNU . Ya que )()( �� aa NN ⊗  resulta un tensor 

simétrico, el tensor U  también lo es, TUU = . Análogamente, pero ahora teniendo en 
cuenta que RnnRNNRn ⋅⋅⋅ ==⇒= )()()()()( ����� aaTaaa , podemos decir que: 
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RVRnnRnnNn ⋅⋅⋅ =⊗λ=⊗λ=⊗λ= ∑∑∑
===

3

1

)()(
3

1

)()(
3

1

)()( ������
a

aa
a

a

aa
a

a

aa
aF  (1.344) 

donde hemos definido el tensor ∑
=

⊗λ=
3

1

)()( ��
a

aa
a nnV . Verificamos que V  es simétrico, y 

comparando las representaciones espectrales de los tensores U  y V , verificamos que 
tienen los mismos autovalores y distintos autovectores. Podemos demostrar que los 
tensores U  y V  son definidos positivos.  

Recodemos del ejercicio 1.25 que los tensores resultantes de las operaciones FFC ⋅= T  y 
TFFb ⋅=  resultan tensores simétricos y definidos positivos. Haciendo el producto escalar 

por la izquierda por TF  en la relación UR ⋅=F  obtenemos que: 

CFFFFFF TTTTT

C

T ==⇒==== ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ UUUUURUR 2)(321  (1.345) 

Análogamente podemos obtener que: 

bFF T == ⋅V  (1.346) 

Como los tensores C  y b  son tensores simétricos y definidos positivos, eso implica que 
los autovalores de C  y b  son todos reales y positivos, como consecuencia directa, los 
tensores U  y V  son tensores simétricos y definidos positivos.  
La demostración que acabamos de hacer se llama de Descomposición Polar, que dice que 
un tensor de segundo orden arbitrario F  no singular ( 0)( ≠Fdet ) puede descomponerse 
en un producto de tensores, si uno es ortogonal propio (R ) y el otro es un tensor simétrico 
definido positivo (U ,V ), es decir: 

RVUR ⋅⋅ ==F Descomposición polar (1.347) 

1.5.13 Tensor Esférico y Desviador 

Cualquier tensor puede ser descompuesto en una parte esférica y en otra parte desviadora. 
Luego, para un tensor T  esta descomposición viene dada por: 

dev
m

devdev

devesf

I

T1

T1T1T
TTT

T

+=

+=+=

+=

T

Tr
33

)(  (1.348) 

El tensor desviador de T  vendrá definido como: 

1T1TTT m
dev T

Tr −=−=
3

)(  (1.349) 

Para las operaciones siguientes consideraremos que T  es un tensor simétrico ( TTT = ) 
luego, en estas condiciones las componentes del tensor devT  vienen dadas por: 
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 (1.350)

Podemos también hacer la representación de las componentes del tensor dado por (1.348) 
en la base cartesiana tal y como se indica en la Figura 1.30. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.30: Parte esférica y desviadora de un tensor de segundo orden. 
 

1.5.13.1 Primer Invariante del Tensor Desviador 

Los invariantes del tensor desviador ( devT ) pueden ser obtenidos en función de los 
invariantes principales de T : 

0)(
3

)()(
3

)()(
3

=−=



 −==

=
321

ii

dev
devI

δ

1TT1TTTT Tr
Tr

Tr
Tr

TrTr  (1.351)

Con lo que concluimos que la traza de cualquier tensor desviador es cero. 
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1.5.13.2 Segundo Invariante del Tensor Desviador 

Para obtener el segundo y tercer invariante del tensor desviador utilizaremos el espacio de 
las direcciones principales por simplicidad. En este espacio se cumple que: 
Componentes del tensor: 
















=

3

2

1

00
00
00

T
T

T
Tij  (1.352) 

Invariantes principales: 321 TTT ++=TI , 133221 TTTTTT ++=TII , 321 TTT=TIII . 

Las componentes del tensor desviador definido en (1.349) ( 1TT m
dev T−= ) en el espacio 

de las direcciones principales son: 
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 (1.353) 

El segundo invariante del tensor desviador de T  puede ser obtenido como:  
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 (1.354) 

También podríamos haber obtenido el resultado anterior partiendo directamente de la 
definición del segundo invariante de un tensor dado en (1.277): 
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 (1.355) 

Podemos sumar y restar el término 2

2
1
TI  sin alterar la expresión: 
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I

III dev

−=

−=

−−=









−+−=

Tr

Tr

 (1.356)

Otra expresión que podemos encontrar en la literatura, para el segundo invariante de un 
tensor desviador, es en función de las componentes del tensor desviador. Utilizando la 
expresión (1.355):  

[ ] [ ]
dev
ji

dev
ij

devdevdevdevdev
devII

TT

TrTr

2
1

2
1)(

2
1)(

2
1 2

−=

−=−=−= ⋅⋅⋅ TTTTTT
 (1.357)

Expandiendo la expresión anterior obtenemos: 

[ ]2
23

2
13

2
12

2
33

2
22

2
11 )(2)(2)(2)()()(

2
1 devdevdevdevdevdev

devII TTTTTT +++++−=T  (1.358)

En el espacio de las direcciones principales: 

[ ]2
3

2
2

2
1 )()()(

2
1

2
1 devdevdevdev

ji
dev
ijdevII TTTTT ++−=−=T  (1.359)

Otra forma de expresar el segundo invariante viene demostrada a continuación: 

[ ] 2
13

2
23

2
12221133113322

2212

1211

3313

1311

3323

2322

)()()(222
2
1 devdevdevdevdevdevdevdevdev

devdev

devdev

devdev

devdev

devdev

devdev

devII

TTTTTTTTT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

−−−−−−−=

++=T
 (1.360)

O aún: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
13

2
23

2
12

2
33

2
22

2
11

2
222211

2
11

2
333311

2
11

2
333322

2
22

)()()(

2

22
2
1

devdevdev

devdevdevdevdevdevdev

devdevdevdevdevdevdevdev
devII

TTT

TTTTTTT

TTTTTTTT

−−−

+++
+−


 ++−++−−=T

 (1.361)

Observa que de la ecuación (1.315) obtenemos que: 

2
23

2
13

2
12

2
33

2
22

2
11 )(2)(2)(22)()()( devdevdev

dev
devdevdev II TTTTTT −−−−=++ T  (1.362)

Reemplazando (1.362) en la expresión (1.361) obtenemos: 

[ ] 2
13

2
23

2
12

2
2211

2
3311

2
3322 )()()()()()(

6
1 devdevdevdevdevdevdevdevdev

devII TTTTTTTTT −−−−+−+−−=T  

 (1.363)
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Y si consideramos las direcciones principales: 

[ ]2
21

2
31

2
32 )()()(

6
1 devdevdevdevdevdev

devII TTTTTT −+−+−−=T  (1.364) 

1.5.13.3 Tercer Invariante del Tensor Desviador 

El tercer invariante del tensor desviador de T  queda: 

( )TTTT

TTT
T

T
T

T
T

T
T

T

IIIIIII

IIII
III

IIIIIIIII

III

mmm

mmmdev

2792
27
1

27
2

3

2793

)()(
))()((

3

3

32

3
321

2
323121321

321

+−=

+−=

−+−=

−+++++−=
−−−=

TTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTT

 (1.365) 

Otra forma de expresar el tercer invariante es: 

dev
ki

dev
jk

dev
ij

devdevdev
devIII

TTT

TTT

3
1

321

=

=T
 (1.366) 

1.6 Función de Tensores 

Una función de tensores puede resultar ser un escalar, un vector, o tensores de orden 
superior. Como ejemplo de una función tensores de valor-escalar tenemos: 

( )
STST
TT
:==

==
),(

)(
ΨΨ
ΨΨ det

 (1.367) 

donde T  y S  son tensores de segundo orden. Como ejemplo de función de tensores cuyo 
argumento es un tensor de segundo orden (valor-tensor de segundo orden) tenemos: 

( ) T1T βα +=Π=Π  (1.368) 

con α , β  escalares. 

1.6.1 Función Isótropa de Tensores 

Si )(TΠ=Π  es una función tensor isótropa del tensor T , luego, esta función es un 
invariante bajo una transformación ortogonal: 

( ) ( ) ( )
( )

4434421
*

*

T

QTQQTQT
Π

⋅⋅⋅⋅ Π=Π=Π TT  (1.369) 

Si T  es un tensor simétrico podemos expresarlo según su representación espectral como: 
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)3()3(
3

)2()2(
2

)1()1(
1

3

1

)()(

������

��

nnnnnn

nnT

⊗λ+⊗λ+⊗λ=

⊗λ=∑
=a

aa
a  (1.370)

donde aλ  son los autovalores de T  y )(� an  son las direcciones principales 
correspondientes. 
Podemos demostrar que )(TΠ  presenta las mismas direcciones principales de T , es decir, 

)(TΠ  y T  son tensores coaxiales. 

Para esta demostración consideremos las componentes de T  según las direcciones 
principales: 

( )
















λ
λ

λ
=

3

2

1

00
00
00

ijT  (1.371)

Los términos 1λ , 2λ , 3λ  son los valores principales de T . Luego, la función de tensor 
vendrá dada en función de los valores principales de T : ( )321 ,, λλλΠ=Π . Si T  es 
isótropo se cumple que: 

TQTQT ⋅⋅=*  (1.372)

Análogamente para la función Π : 

( ) ( ) TQTQT ⋅⋅Π=Π*  (1.373)

Adoptemos como las componentes del tensor ortogonal las siguientes: 

( )
















−
−=

100
010
001

ijQ  (1.374)

Efectuando la operación (1.373) obtenemos: 

















Π
Π

Π
=Π⇒

Π=
















ΠΠΠ
ΠΠΠ
ΠΠΠ

=
















ΠΠ−Π−
Π−ΠΠ−
Π−Π−Π

=Π

33

22

11
*

332313

232212

131211

332313

232212

131211
*

00
00
00

 (1.375)

Para que se cumpla que Π=Π*  (isotropía) concluimos que: 0231312 =Π=Π=Π . Luego, 
)(TΠ  y T  presentan las mismas direcciones principales. 

Consideremos una función Π , que es función del tensor T . Esta función de tensión será 
isótropa si y sólo si podemos representarla a través de la siguiente transformación, 
Truesdell & Noll (1965): 

2
210)( TT1T Φ+Φ+Φ=Π=Π  (1.376)
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donde 0Φ , 1Φ , 2Φ  son funciones de los invariantes del tensor o autovalores de T . 

La demostración sigue a continuación. Consideremos la representación espectral de la 
función de tensión Π : 

( )
)3()3(

3
)2()2(

2
)1()1(

1

3

1

)()(
321

������

�� ,,

nnnnnn

nn

⊗ω+⊗ω+⊗ω=

⊗λλλω=Π ∑
=a

aa
a  (1.377) 

Observemos que los autovalores de Π , ( )321 ,, λλλωa , están en función de los autovalores 
de T  y que ellos presentan las mismas direcciones principales )(� in . Representaremos 

( )321 ,, λλλωa  simplemente por aω  por simplicidad. 

Podemos montar el siguiente sistema: 










⊗λ+⊗λ+⊗λ=

⊗λ+⊗λ+⊗λ=

⊗+⊗+⊗=

)3()3(2
3

)2()2(2
3

)1()1(2
1

2

)3()3(
3

)2()2(
2

)1()1(
1

)3()3()2()2()1()1(

������

������

������

nnnnnnT

nnnnnnT

nnnnnn1

 (1.378) 

Resolviendo el sistema anterior obtenemos )()()( �� aaa Mnn ≡⊗  en función del tensor T  y 
dados por: 

( )

( )

( )
))(())(())((

))(())(())((

))(())(())((

2313

2

2313

21

2313

21)3(

3212

2

3212

31

3212

31)2(

2131

2

2131

32

2131

32)1(

λ−λλ−λ
+

λ−λλ−λ
λ+λ

−
λ−λλ−λ

λλ
=

λ−λλ−λ
+

λ−λλ−λ
λ+λ

−
λ−λλ−λ

λλ
=

λ−λλ−λ
+

λ−λλ−λ
λ+λ

−
λ−λλ−λ

λλ
=

TT1M

TT1M

TT1M

 (1.379) 

Obviamente si reemplazamos los valores de )()()( �� aaa Mnn ≡⊗  en la expresión (1.370) 
obtenemos que TT = . Reemplazando ahora los valores de )()()( �� aaa Mnn ≡⊗  en la 
expresión (1.377) obtenemos que: 

2
210)( TT1T Φ+Φ+Φ=Π=Π  (1.380) 

donde los coeficientes 0Φ , 1Φ , 2Φ  son funciones de los autovalores de T  y dados por: 

( ) ( ) ( )

))(())(())((

))(())(())((

))(())(())((

2313

3

3212

2

2131

1
2

2313

213

3212

312

2131

321
1

2313

213

3212

312

2131

321
0

λ−λλ−λ
ω

+
λ−λλ−λ

ω
+

λ−λλ−λ
ω

=Φ

λ−λλ−λ
λ+λω

−
λ−λλ−λ

λ+λω
−

λ−λλ−λ
λ+λω

−=Φ

λ−λλ−λ
λλω

+
λ−λλ−λ

λλω
+

λ−λλ−λ
λλω

=Φ

 (1.381) 

Podríamos haber demostrado que una función tensor isótropa cumpla (1.380) partiendo de 
la siguiente expresión: 
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( ) ( )
( )

)( *

2*
2

*
10

2
210

2
210

*

T

TT1

QTQQTQQ1Q

QTT1Q

QTQT

Π=

Φ+Φ+Φ=

Φ+Φ+Φ=

Φ+Φ+Φ=

Π=Π

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅

TTT

T

T

 (1.382)

 

1.6.2 Derivada Parcial de Función de Tensores 

Consideremos una función escalar que es función de un tensor A : 

)(AΠ=Π  (1.383)

La derivada parcial de Π  con respecto a A  viene definida como: 

)��(, ji
ij

ee
A A ⊗

∂
Π∂=Π=

∂
Π∂

A
 (1.384)

donde la coma se utiliza para indicar derivada parcial.  
La segunda derivada resultará un tensor de cuarto orden: 

)����(

)����(
2

,

2

lkjiijkl

lkji
klij

eeee

eeee
AA AA

⊗⊗⊗=

⊗⊗⊗
∂∂
Π∂=Π=

∂⊗∂
Π∂

D
AA  (1.385)

La primera derivada de un tensor con respecto a él mismo viene definido como: 

orden) cuarto de entidad(tensor id  
)����(

)����(,

I=
⊗⊗⊗=

⊗⊗⊗
∂
∂

==
∂
∂

lkjijlik

lkji
kl

ij

eeee

eeeeA
A
A

A

δδ
A

A

 (1.386)

Podemos entonces obtener la derivada de la traza de un tensor respecto a él mismo: 

[ ] [ ]

1ee
ee

eeA
A
A

A

≡⊗=
⊗=

⊗
∂
∂

==
∂

∂

)��(
)��(

)��()()(
,

jiij

jikjki

ji
ij

kk

δ
δδ
A
A

Tr
Tr

 (1.387)

La derivada parcial de la traza al cuadrado de un tensor respecto al él mismo: 

[ ] [ ]
1A

A
AA

A
A )(2)()(2)( 2

Tr
Tr

Tr
Tr =

∂
∂=

∂
∂  (1.388)

La derivada parcial de la traza del cuadrado un tensor respecto al él mismo: 
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[ ]

[ ]
[ ]

T
jiji

jijiji

jisjrisrrjsirs

ji
ij

rs
sr

ij

sr
rs

ji
ij

rssr

Aee
ee

ee

ee

ee
A
A

2)��(2
)��(

)��(

)��(
)()(

)��(
)()( 2

=⊗=
⊗+=

⊗+=

⊗












∂
∂

+
∂
∂

=

⊗
∂

∂
=

∂
∂

A
AA

AA

A
A

A
A
A

A

A
AATr

δδδδ

 (1.389) 

Queda al lector la demostración de: 

[ ] T)(3)( 2
3

A
A
A =

∂
∂ Tr  (1.390) 

Luego, si consideramos un tensor de segundo orden simétrico C , podemos decir que: 

[ ]
1

C
C =

∂
∂ )(Tr ;          [ ]

1C
C
C )(2)( 2

Tr
Tr =
∂

∂ ;          [ ]
CC

C
C 22)( 2

==
∂

∂ TTr ;  

[ ] 22
3

3)(3)( CC
C
C ==

∂
∂ TTr  

(1.391) 

y además podemos decir que la derivada de la norma del tensor simétrico C  viene dada 
por: 

( )

[ ] [ ]
[ ] CC

CC

C

C

C

CC

C
CC

C
C

C

2)(
2
1

)()(
2
1

)()(

2
1

2

,
22

1
2

2

−

−

=

=

∂






∂

=
∂






∂

=
∂

∂=
∂

∂ ⋅

Tr

TrTr

TrTr T
:

 (1.392) 

o aún: 

C
C

C
C

=
∂

∂
 (1.393) 

Otra aplicación interesante viene a continuación: 

( )

jkj

jjkjkj

ikijkj

jkijijijik

k

j
ijijij

k

i

k

jiji

nC

nCnC

CnnC

CnnC
n

n
CnnC

n
n

n

nCn

2=

+=

+=

+=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂

δδ
 

(1.394) 

donde hemos considerado que C  es simétrico, i.e., jkkj CC = . 
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Consideremos aún el tensor de segundo orden simétrico C . Para obtener la derivada 
parcial de su inversa con respecto a él mismo partimos de la siguiente condición: 

( ) O=
∂

∂=
∂
∂ ⋅−

C
CC

C
1 1

 (1.395)

donde O  es el tensor nulo de cuarto orden. La expresión anterior en notación indicial 
queda: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 11
1

111
1

1
1

1
11

−−
−

−−−
−

−
−

−
−−

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂

jr
kl

qj
iqqr

kl

iq

jr
kl

qj
iqjrqj

kl

iq

kl

qj
iqqj

kl

iq

ikjl
kl

qj
iqqj

kl

iq

kl

qjiq

C
C

C
C

C

C

C
C

C
CCC

C

C

C

C
CC

C

C

C

C
CC

C

C

C

CC

δ

O

 (1.396)

Considerando que ( )jqqjqj CCC +=
2
1 , la expresión anterior queda: 

( ) ( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) [ ]1111

1

1111
1

11
1

11
1

2
1

2
1

2
1

2
1

−−−−
−

−−−−
−

−−
−

−−
−

+−=
∂
∂

+−=
∂
∂

+−=
∂
∂










∂
+∂

−=
∂
∂

krillrik
kl

ir

jrqljkiqjrjlqkiq
kl

ir

jrqljkjlqkiq
kl

ir

jr
kl

jqqj
iqqr

kl

iq

CCCC
C
C

CCCC
C
C

CC
C
C

C
C

CC
C

C

C

δδδδ

δδδδ

δ

 (1.397)

En notación tensorial queda: 

[ ]1111
1

2
1 −−−−

−

⊗+⊗−=
∂
∂ CCCC
C
C  (1.398)

NOTA: Observemos que si no hubiéramos reemplazando la parte simétrica de qjC  en 

(1.396), hubiéramos obtenido que 
( ) ( ) 111111

1
−−−−−−

−

−=−=
∂
∂

−=
∂
∂

lrikjrjlqkiqjr
kl

qj
iqqr

kl

iq CCCCC
C

C
C

C

C
δδδ . 

Resultando un tensor no simétrico. ■ 

1.6.3 Derivada Parcial de los Invariantes 

Las derivadas parciales de los invariantes principales de un tensor de segundo orden se 
obtienen a continuación: 
Derivada parcial de TI  con respecto a T , ver ecuación (1.387): 
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[ ] [ ] [ ] 1T
T
T

T T
T ==

∂
∂=

∂
∂

,)()(
Tr

TrI  (1.399) 

Derivada parcial de TII  con respecto a T , ver ecuación (1.387): 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ]

[ ]
T

T

II

T1T

T1T

T
T

T
T

TT
TT

T

−=

−=













∂
∂−

∂
∂=







 −

∂
∂=

∂
∂

)(

2)(2
2
1

)()(
2
1)()(

2
1 22

22

Tr

Tr

TrTr
TrTr

 
(1.400) 

Aún podemos expresar (1.400) remplazando TT , obtenido por el teorema de Cayley-
Hamilton: 

21

21

222223

−−

−−

−−−−

+−=⇒

=−+−

=−+−

TT1T

0TT1T

0T1TTTTTT

TTT

TTT

TTT

IIIIII

IIIIII

IIIIII ::::

 (1.401) 

Luego, 

[ ] ( )
( )T

TT

IIIII

IIIIII
II

21

21)()(

−−

−−

−=

+−−=−=
∂

∂

TT

TT11TT1T
T

TT

TTT
T TrTr

 (1.402) 

Para obtener la derivada del tercer invariante, utilizaremos la definición dada por (1.318): 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ]

[ ][ ]
1TT

1TTTTT

1T1TTTT

1T
T
TTT

T
TT

TTTT
TT

TT

T

III

III

TT

TT

TT

T

+−=

−+−=

+−−=

+
∂

∂−
∂

∂−=







 +−

∂
∂=

∂
∂

)(

 )()(
2
1)()(

)(
2
1)(

2
1)()(

)(
6
3)()(

2
1)()(

2
1)(3

3
1

)(
6
1)()(

2
1)(

3
1

2

222

222

22
2

2

323

TrTrTr

TrTrTr

Tr
Tr

TrTr
Tr

TrTrTrTr

 (1.403) 

Si multiplicamos por la inversa del tensor T  en la ecuación (1.315) obtenemos: 

1TTT

0T1TT

0T1TTTTTT

TTT

TTT

TTT

IIIIII

IIIIII

IIIIII

+−=⇒

=−+−

=−+−

−

−

−−−− ⋅⋅⋅⋅

21

12

111213

 (1.404) 

y la transpuesta: 

( ) ( ) ( ) 1TT1TTT TTTTT IIIIIIIII TTTT
+−=+−=− 221  (1.405) 

Reemplazando ecuación (1.405) en la expresión (1.403) obtenemos: 

[ ] ( ) TT
IIIIII

III −− ==
∂

∂
TT

T TT
T 1  (1.406) 
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Ejemplo 1.36: Considere [ ] ( )2
1

2
1

)( bb IIIJ == det , donde b  es un tensor de segundo orden 
simétrico, Tbb = . Obtener la derivada de J  y de )(Jln  con respecto a b . 
 
Solución:   

( )

( ) ( )

( ) 11
2
1

2
1

2
1

2
1

 
2
1 

2
1

2
1

2
1

−−

−−−

==

=
∂

∂
=

∂





∂

=
∂
∂

bb

b
b

bb

b

bb
b

b

b

JIII

IIIIII
III

III

III
J

T  

( )[ ] 1

2
1

 
2
1

2
1 −=

∂
∂

=
∂















∂

=
∂

∂ b
bbb
b

b

b III
III

III
J

ln
ln  

 

Ejemplo 1.37: Considérese un tensor de segundo orden simétrico σ  y su parte desviadora 
devσs ≡ . Obtener el resultado de la operación 

σ
ss

∂
∂: . Demostrar también que los tensores 

σ  y devσ  son tensores coaxiales. 
 
Solución: Teniendo la definición de un tensor desviador sσσσσ +=+= esfdevesf . 

Obtenemos que: 1σs σ

3
I

−= . Luego: 

[ ] [ ]
1

σσ
σ

σ

1σ

σ
s σ

σ

∂
∂

−
∂
∂=

∂








 −∂
=

∂
∂ I

I

3
13  

  En notación indicial: 
[ ]

ijkljlik

ij
klkl

ij

kl

ij I

δδδδ

δ

3
1

3
1

−=

σ∂
∂

−
σ∂
σ∂

=
σ∂
∂ σs

 

  Con lo cual 

{

kl

iiklkl

ijklijjlikij

ijkljlikij
kl

ij
ij

s

ss

ss

s
s

s

=

−=

−=







 −=

σ∂
∂

=0
3
1

3
1

3
1

δ

δδδδ

δδδδ

 

s
σ
ss =

∂
∂:  

 ⇒  

 ⇒  
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  Para demostrar que dos tensores son coaxiales, hay que cumplir que 
devdev σσσσ ⋅⋅ = : 

σσσ1σ

σ1σσ1σσσ

1σσσσσσσσσσσσ

σ

σσ

σ

⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

=






 −=

−=−=

−=−=−=

dev

esfesfdev

I

II

I

3

33

3
)(

 

  Con lo cual demostramos que los tensores σ  y devσ  son coaxiales, es decir, 
tienen las mismas direcciones principales. 

1.6.4 Casos Particulares de Derivada de Funciones 

Consideremos dos tensores de segundo orden simétricos definidos positivos C  y b , donde 
estos tensores vienen dados por las relaciones: 

TT FFbFFC ⋅⋅ == ;  (1.407) 

donde F  es un tensor de segundo orden arbitrario con 0)( >Fdet . 

Sea ( )CCC IIIIII ,,ΨΨ =  una función escalar de los invariantes principales del tensor C , 
donde se cumple que bC II = , bC IIII = , bC IIIIII = . Obtendremos la derivada de Ψ  con 
respecto a C  y con respecto a b  y comprobaremos que la siguiente igualdad es válida: 

bFF bC ⋅⋅⋅ = ,, ΨΨ T  (1.408) 

Utilizando la regla de la cadena podemos obtener que: 

( )
CCCC
C

C

C

C

C

C

CCC
C ∂

∂
∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

=
III

III
II

II
I

I
IIIIII ΨΨΨΨ

Ψ
,,

,  (1.409) 

Considerando las derivadas parciales de los invariantes, vistas anteriormente, podemos 
decir que: 

1=
∂
∂
C
CI  

21 −− −=−=−=
∂
∂

CCCC
C CCCC
C IIIIIII

II T 11  

1CCCC
C CCCC
C

IIIIIIIII
III T +−===

∂
∂ −− 21  

(1.410) 

Luego, considerando 1=
∂
∂
C
CI , C

C C
C −=

∂
∂

1I
II  y 1−=

∂
∂

C
C C
C III

III , la expresión (1.409) 

resulta: 

( ) 1
,

−

∂
∂+−

∂
∂+

∂
∂= CC C

C
C

CC
C III

III
I

III
ΨΨΨΨ 11  (1.411) 
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1
,

−








∂
∂+








∂
∂−








∂
∂+

∂
∂= CC C

CC
C

CC
C III

IIIII
I

III
ΨΨΨΨΨ 1  (1.412)

Otra forma de expresar la relación (1.412) es considerando 1=
∂
∂
C
CI , C

C C
C −=

∂
∂

1I
II  y 

1CC
C CC
C

III
III

+−=
∂
∂ 2 , obteniendo así: 

2
, CC

C
C

CC
C

C
C

CC
C 








∂
∂+








∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

III
I

IIIII
II

III
I

III
ΨΨΨΨΨΨΨ 1  (1.413)

Considerando ahora 1=
∂
∂
C
CI , 21 −− −=

∂
∂

CC
C CC
C IIIII

II  y 1−=
∂
∂

C
C C
C III

III  obtenemos 

además: 

21
,

−−








∂
∂−








∂
∂+

∂
∂+








∂
∂= CC C

C
C

C
C

CC
C III

II
III

III
II

III
ΨΨΨΨΨ 1  (1.414)

Teniendo en consideración las relaciones (1.412) concluimos que: 

1
,

−

∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂= bb b

bb
b

bb
b III

IIIII
I

III
ΨΨΨΨΨ 1  (1.415)

Haciendo una contracción por la izquierda con F  y por la derecha por TF  en la relación 
(1.412) obtenemos que: 

TTTT III
IIIII

I
III

FCFFCFFFFF C
CC

C
CC

C ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −

∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂= 1

,
ΨΨΨΨΨ 1  (1.416)

Y considerando las siguientes relaciones: 

bFFFF ==⇒ ⋅⋅⋅ TT1  

2bbbFFFFFCF

FFC

===⇒

=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅

TTT

T

 
(1.417)

Y considerando la relación: FbFC ⋅⋅ −−− = 111  concluimos que: 

bbFFbFFFCF

FbFC

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

−−−−

−−−

==⇒

=
1111

111

TT
 (1.418)

Luego, la expresión (1.416) puede ser reescrita como: 

bbb

bbbbFF

C
CC

C
CC

C
CC

C
CC

C

⋅

⋅⋅⋅













∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂=

−

−

1

12
,

III
IIIII

I
III

III
IIIII

I
III

T

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨ

1

 (1.419)

Teniendo en cuenta las relaciones (1.415) y (1.419) concluimos que: 
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b

bbbFF

b

b
bb

b
bb

C

⋅

⋅⋅⋅

=












∂
∂+

∂
∂−








∂
∂+

∂
∂= −

,

1
,

Ψ

ΨΨΨΨΨ III
IIIII

I
III

T 1
 (1.420) 

A través de la expresión (1.415) podemos concluir que la relación bb bb ,, ΨΨ ⋅⋅ =  es válida, 
indicando que los tensores b,Ψ  y b  son coaxiales. 

Consideremos aún el tensor C  dado por la expresión (1.407) a continuación vamos 
obtener la derivada de la función )(CΨΨ =  con respecto al tensor F : 

( )

( )
kl

ij

ij
kl F

C
C ∂

∂
∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

ΨΨ

ΨΨΨ

F

F F
C

CF
C

,

, :
 (1.421) 

La derivada del tensor C  con respecto a F  viene a continuación: 

( )

( ) ( )

kijlkjil

qijlqkqjilqk

kl

qj
qiqj

kl

qi

kl

qjqi

kl

ij

FF
FF
F
F

FF
F
F

F
FF

F
C

δδ
δδδδ

+=

+=
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

=
∂
∂

 (1.422) 

Luego, reemplazando (1.422) en (1.421) obtenemos: 

( ) ( )

il
ki

lj
kj

kijlkjil
ij

kl

C
F

C
F

FF
C

∂
∂+

∂
∂=

+
∂
∂=

ΨΨ

δδΨΨ F,

 (1.423) 

Debido a la simetría jllj CC =  y observando que i , j  son índices mudos concluimos que: 

( ) kj
jl

kj
lj

kl F
C

F
C ∂

∂=
∂
∂= ΨΨΨ 22,F  

CCF FF ,,, 22  ΨΨΨ ⋅⋅ == T  
(1.424) 

Supongamos ahora que el tensor C  sea dado por la relación 2UUUUU === ⋅⋅TC , donde 
U  es un tensor de segundo orden simétrico. Para obtener U,)(CΨ  podemos utilizar la 
misma expresión obtenida en (1.424), es decir: 

CC ,,, 22  ΨΨΨ ⋅⋅ == UUU  (1.425) 

Concluimos también que C,Ψ  y U  son tensores coaxiales. Podemos generalizar lo 
expuesto anteriormente como: 
Sea un tensor de segundo orden simétrico A  y una función escalar del tensor A , 

)(AΨΨ = , se cumple que: 
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T

T

T

bbbbbb
bb

bbb

bbb

b

b

b

==+=
==

==

==

⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

ypara

para

para

A

A

A

AA

AA

A

A

,,

,,,

,,

,,

22
2

2

ΨΨ
ΨΨΨ

ΨΨ

ΨΨ

 (1.426)

1.7 Notación de Voigt 

En el caso de que el tensor sea simétrico, puede resultar ventajoso trabajar solamente con 
las componentes independientes del tensor. En el caso del tensor de segundo orden 
simétrico, que tiene 6 componentes independientes, podemos representarlo en forma de 
matriz columna: 

{ }



























= →























=

13

23

12

33

22

11

332313

232212

131211

T
T
T
T
T
T

TTT

TTT

TTT

T TVoigt
ij  (1.427)

Dicha notación la denotamos de Notación de Voigt. 

1.7.1 Tensores Identidad en Notación de Voigt 

El tensor identidad de segundo orden será representado en la notación de Voigt como: 

{ }



























= →















=≡

0
0
0
1
1
1

δ
100
010
001

Voigt
ij 1δ  (1.428)

El tensor unitario simétrico de cuarto orden en la Notación de Voigt: 

[ ] [ ]



























= →



























= → −

200000
020000
002000
000100
000010
000001

00000
00000
00000
000100
000010
000001

1

2
1

2
1

2
1 II InversaVoigt

ijklI  (1.429)

Observemos que [ ] 1−I  son las componentes del tensor 1−
ijklI  en la notación de Voigt.  
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1.7.2 Producto Escalar en Notación de Voigt 

El producto escalar entre un tensor de segundo orden simétrico T  y un vector n
r

 viene 
dado por:  

nTb
rr
⋅=  (1.430) 

donde las componentes de esta operación son: 









++=
++=
++=

⇒































=

















3332231133

3232221122

3132121111

3

2

1

332313

232212

131211

3

2

1

 
nTnTnTb
nTnTnTb
nTnTnTb

n
n
n

TTT
TTT
TTT

b
b
b

 (1.431) 

Teniendo en cuenta la representación de un tensor de segundo en notación de Voigt, el 
producto escalar (1.430) en la Notación de Voigt queda: 

[ ]









































=

















13

23

12

33

22

11

123

312

321

3

2

1

 
000

000
000

T
T
T
T
T
T

nnn
nnn
nnn

b
b
b

44444 344444 21
TN

 

{ } [ ] { } TN T=b  

(1.432) 

1.7.3 Leyes de Transformación en Notación de Voigt 

Para un tensor de segundo orden, la ley de transformación de las componentes vienen 
definida de la forma:  

jlikklij aaTT =′  (1.433) 

que explícitamente será: 
T

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa
















































=

















′′′
′′′
′′′

333231

232221

131211

332313

232212

131211

333231

232221

131211

332313

232212

131211

  
TTT
TTT
TTT

TTT
TTT
TTT

 (1.434) 

Efectuando explícita la operación anterior, podemos reestructurarla en la notación de Voigt 
resultando así: 

{ } [ ]{ }TMT  =′  (1.435) 

donde: 

{ } { }



























=



























′
′
′
′
′
′

=′

13

23

12

33

22

11

13

23

12

33

22

11

;

T
T
T
T
T
T

T
T
T
T
T
T

TT  (1.436) 
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y [ ]M  la matriz de transformación para las componentes de un tensor de segundo orden 
cuando éstas están expresadas en Notación de Voigt, explícitamente [ ]M  viene dada por: 

[ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )


























+++
+++
+++

=

133111331332123311321231133312321131

233121332332223321322231233322322131

231121132312221321122211231312221121

333133323231
2

33
2

32
2

31

232123222221
2

23
2

22
2

21

131113121211
2

13
2

12
2

11

222
222
222

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

M  (1.437)

 

Ejemplo 1.38: Considérese que las componentes del tensor T  según la dirección 3x  son 
iguales a cero, es decir, 0332313 === TTT . Obtener las componentes 11T ′ , 22T ′ , 12T ′ ,  tras 
un cambio de base en el plano 21 xx −  tal como se indica en la figura abajo 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obtener también el valor de θ  correspondiente a las dirección principales de T . 
OBS.: Utilizar notación de Voigt, y expresar los resultados en función de θ2 . 
 
Solución:   
Podemos utilizar directamente la ley de transformación obtenida en (1.435). En este caso 
particular la matriz de transformación [ ]M , dada por (1.437), tras eliminar filas y columnas 
asociadas con la dirección 3x  queda: 

































+
=

















′
′
′

12

22

11

2112221112221121

2221
2

22
2

21

1211
2

12
2

11

12

22

11

 2
2

T
T
T

T
T
T

aaaaaaaa
aaaa
aaaa

 

La matriz de transformación ( ija ) en el plano viene dada en función de un único 
parámetro, θ : 
















−=

100
0cossin
0sincos

θθ
θθ

ija  

Resultando así que: 

































−
−=

















′
′
′

− 12

22

11

22

22

22

12

22

11

 
sincoscoscossin
cossin2cossin

cos2sincos

sin

sin

T
T
T

T
T
T

θθθθθθ
θθθθ
θθθθ

 

 θ  

 1x  

 2x  

 2x′   1x′  
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Tomando partido de las siguientes relaciones trigonométricas, θθθ 2cos2 sinsin = , 

θθθ 2cossincos 22 =− , 
2

2cos1sin 2 θθ −= , 
2

2cos1cos2 θθ += , obtenemos que: 























































−

−





 +







 −







 −







 +

=
















′
′
′

12

22

11

12

22

11

 

2cos
2
2

2
2

2
2

2cos1
2

2cos1

2
2

2cos1
2

2cos1

sinsin

sin

sin

T
T
T

T
T
T

θθθ

θθθ

θθθ

 

Explícitamente las componentes vienen dadas por: 
















+





+






−=′

−





 +−






 −=′

+





 −+






 +=′

θθθ

θθθ

θθθ

2cos
2
2

2
2

2
2

2cos1
2

2cos1

2
2

2cos1
2

2cos1

12221112

12221122

12221111

sinsin

sin

sin

TTTT

TTTT

TTTT

 

Reestructurando la expresión anterior aún podemos decir que: 
















+






 −
−=′








 −
−






 +
=′

+






 −
+






 +
=′

−

θθ

θθ

θθ

2cos2
2

22cos
22

22cos
22

12
2211

12

12
22112211

22

12
22112211

11

sin

sin

sin

T
TT

T

T
TTTT

T

T
TTTT

T

 

Recordemos que las direcciones principales se caracterizan por la ausencia de las 
componentes tangenciales, es decir, 0=ijT  para ji ≠ . Si queremos encontrar las 
direcciones principales en el caso plano hacemos que 012 =′T , obteniendo así: 

2211

12

2211

12

12
2211

12
2211

12

2
)2(

2
2cos
2

2cos2
2

02cos2
2

sin

sin

sin

TT
T

tg

TT
T

T
TT

T
TT

T

−
⇒

−
⇒








 −
⇒

=+






 −
−=′

=

=

=

θ

θ
θ

θθ

θθ

 

Resultando así que el ángulo correspondiente a las direcciones principales es: 









−

=
2211

122
2
1

TT
T

arctgθ  
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1.8 Campo de Tensores 

Un Campo tensorial asocia a un tensor ),( txrT  cada par ),( txr , es decir, que las componentes 
de ),( txrT  varían en el espacio xr  y en el tiempo t . 

Un Campo tensorial es continuo y diferenciable si las componentes de ),( txrT  son funciones 
continuas y diferenciables. 
Si las componentes son funciones solamente de xr , decimos que el campo tensorial es 
estacionario. 
Como ejemplo de campo de tensores, consideremos el campo escalar de temperatura 

),( tT xr  donde en el tiempo 1tt =  tenemos en cada punto del espacio ( xr ) una temperatura 
),( 1tT xr , ver Figura 1.31(a). Otro ejemplo, podemos citar el campo de velocidades ),( txv rr , 

ver Figura 1.31(b), donde en cada punto, en el tiempo 1tt = , está asociado un vector vr . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.31: Campo de tensores en el tiempo 1t . 

Campo Escalar 
Notación simbólica ),( txrφφ =  
Notación indicial ),( txrφφ =  

(1.438)

Campo Vectorial 
Notación simbólica ),( txr

rr
vv =  

Notación indicial ),( tii xrvv =  
(1.439)

Campo Tensorial 
Notación simbólica ),( txrTT =  
Notación indicial ),( tijij xrTT =  

(1.440)

 2x  

 1x  

 3x  

 5T  

 6T  

 ),( 1
)4(

4 tT xr  

 3T  
 7T  

 2T  

 1T  

 8T  

 a) Campo escalar 

 2x  

 1x  

 3x  

 b) Campo vectorial 

 1tt =   1tt =  



MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO: CONCEPTOS BÁSICOS 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

112 

1.8.1 Campo Escalar 

Supongamos que tenemos una función escalar de la posición )(xr , diferenciable de forma 
continua, tal que: 

)(xrφφ =  (1.441) 

y por tanto existen 1/ x∂∂φ , 2/ x∂∂φ  y 3/ x∂∂φ  y son continuas en el espacio 3R . Esta 
función se llama Campo Escalar.  
Considerando ahora φ  en un segundo punto, el cual es diferenciable ( xx rr

d+ ). La 
diferencia de φ  entre estos dos puntos llamamos de diferencial total de φ : 

φφφ dxxxdxxdxxdxx ≡−+++ )  ,  ,()  ,  ,( 321332211  (1.442) 

Para cualquier función continua ),,( 321 xxxφ , φd  se relaciona linealmente con 1dx , 2dx  y 
3dx . Esta relación lineal viene dada por la regla de la cadena de diferenciación como: 

ii dxd

dx
x

dx
x

dx
x

d

,

3
3

2
2

1
1

φφ

φφφφ

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

 (1.443) 

La diferenciación de las componentes de un tensor respecto a las coordenadas ix , se 
expresa mediante el operador diferencial: 

i
ix

,•≡
∂
•∂  (1.444) 

1.8.2 Gradiente 

Gradiente de un escalar 
El gradiente φ∇  o φgrad  viene definido como: 

xrdd ⋅=→ φφφ ∇∇  (1.445) 

donde el operador ∇  denominamos operador nabla. 
Expresando la definición (1.445) en la base cartesiana obtenemos que:  

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

3
3

2
2

1
1

dx
x

dx
x

dx
x

φφφ  

                [ ] [ ]332211332211
�)(�)(�)(�)(�)(�)( eeeeee dxdxdxxxx ++++= ⋅φφφ ∇∇∇  

(1.446) 

Resolviendo el producto escalar anterior, hallamos: 

3322113
3

2
2

1
1

)()()( dxdxdxdx
x

dx
x

dx
x xxx φφφφφφ ∇∇∇ ++=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂  (1.447) 

con lo que concluimos que la componentes de φ∇  en coordenadas cartesianas son: 
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3
3

2
2

1
1

)(;)(;)(
xxx xxx ∂
∂≡

∂
∂≡

∂
∂≡ φφφφφφ ∇∇∇  (1.448)

Podemos entonces definir el gradiente en términos de componentes como: 

 3
3

2
2

1
1

��� eee
xxx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂≡ φφφφ∇  (1.449)

El operador nabla ∇  queda definido como:  

iii
ix

ee �,� ∂=
∂
∂=∇ Operador Nabla (1.450)

Una vez definido el operador nabla podemos definir el operador Laplaciano 2∇ : 

kkkk

ii
ij

ji
j

j
i

i

xxx

xxxxxx

,,,

��

2
3

2

2
2

2

2
1

2
2

2
2

∂=∂∂=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂≡

∂∂
∂=

∂
∂

∂
∂=











∂
∂









∂
∂== ⋅⋅

∇

∇∇∇ δee

 (1.451)

Luego, el Laplaciano de un vector ( v
r

) viene dado por: 

kki,
2 v=v
r

∇  (1.452)

 
Significado Geométrico de φ∇  

! La dirección de φ∇  es normal a la superficie ctte=φ . φ∇  siempre apunta 
(sentido) en la dirección creciente de φ , ver Figura 1.32. 

! La magnitud de φ∇  es la tasa de variación de φ  con la distancia según esta 
dirección. 

 

Podemos decir que la normal a esta superficie ctte=φ  será : φ∇=n
r

. Entonces: 

φ
φ

∇
∇=n�  (1.453)

 
 
 
 
 
 

OBS.: La superficie con ctte=φ  (denominada superficie de nivel) es la superficie 
formada por los puntos de mismo valor, es decir, al moverse por una superficie de 
nivel el valor de la función no cambia.  
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Figura 1.32: Gradiente de φ . 

El gradiente de un vector v
r

: 

vv
rr

∇≡)(grad  (1.454) 

Utilizando la definición de ∇  dada en (1.450), resulta: 

jijijjiij
j

ii

x
eeeee

e
v �� �)�(�)�(

,, ⊗=⊗=⊗
∂

∂
= vv
vr

∇   (1.455) 

Como podemos observar el gradiente de un vector resulta ser un tensor de segundo orden 
cuyas componentes ji,v  explícitamente son: 

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

,

xxx

xxx

xxx

ji

vvv

vvv

vvv

v   (1.456) 

NOTA: En la literatura podemos encontrar el operador ∇  aplicado por la izquierda v
r

∇ , 
como definimos en (1.455), o por la derecha ∇v

r
, que definimos a continuación: 

( )Tjiijijjiij
j

i
iij

j xx
veeeeeeeev
rr

∇∇ =⊗=⊗=⊗
∂
∂

=⊗
∂
∂= �� �� ���� ,, vv

v
v  ■ (1.457) 

Gradiente de un tensor de segundo orden T : 

kjikij

k
k

jiij

T
x

T

eee

e
ee

T

���  

�)��(

, ⊗⊗=

⊗
∂

⊗∂
=∇

 (1.458) 

y sus componentes son: 

( ) kijijk T ,≡T∇   (1.459) 

 1cctte ==φ  

 2cctte ==φ  

 3cctte ==φ  

 φ∇   n�  
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Ejemplo 1.39: Encuentre el gradiente de la función 1 2
1 2 1( , ) sin( ) x xf x x x= + exp  en el punto 

(0,1). 
Solución:  

Por definición el gradiente de una función escalar viene definido de la forma: 

2
2

1
1

�� ee
x
f

x
ff

∂
∂+

∂
∂=∇  

donde: 
21

21
1

)cos( xxxx
x
f

exp+=
∂
∂      ;     21

1
2

xxx
x
f

exp=
∂
∂   

[ ] [ ] 2112121 ��)cos(),( 2121 ee xxxx xxxxxf expexp ++=∇  
 

[ ] [ ] 121 �2�0�2)1,0( eee =+=f∇  

1.8.3 Divergencia 

Divergencia de un vector ( v
r

) viene denotada por: 

vv
rr ⋅≡ ∇)(div  (1.460)

que por definición es igual a: 

)()( v1vvv
rrrr

∇∇∇ Trdiv ==≡ ⋅ :  (1.461)

Luego: 

[ ] [ ]

3

3

2

2

1

1

,

,

, ���� 

xxx

kk

jlikklji

lkkljiji

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

=
=

⊗⊗==⋅

vvv

v
v
v

δδδ
δ eeee1vv ::

rr
∇∇

 (1.462)

o aún: 

[ ] [ ]
[ ]
[ ]
[ ]

k
k

ii

kiki

kiljklji

lkkljiji

x
e

e

ee

ee

eeee1vv

�
�

��

��

���� 

,

,

,

⋅

⋅
⋅

⋅

∂
∂

=

=

=

⊗⊗==

v

v

v

v

δδ

δ::
rr

∇∇

 (1.463)

Con lo que definimos que: 

k
kx
e�)()( ⋅⋅

∂
•∂=•∇ Divergencia de )(•  (1.464)

Podemos además verificar que la divergencia disminuye el orden de un tensor. 
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Divergencia de un tensor de segundo orden T  
La divergencia de un tensor de segundo orden T  es 1TT :∇∇ =⋅ , lo que resulta ser un 
vector: 

ikik

ijk
k

ij

k
k

jiij

x
T

x
T

e

e

e
ee

TT

�

�

�)��(

,T

div

=
∂
∂

=

∂
⊗∂

=≡ ⋅⋅

δ

∇

 (1.465) 

Ejemplo 1.40: Probar la identidad: 
baba
rrrr ⋅⋅⋅ +=+ ∇∇∇ )(  

Solución:  

Considerando que jjea �a=
r

 y kkeb �b=
r

 y 
i

i x∂
∂= e�∇  podemos expresar el primer  

miembro de la identidad como: 

baeeeee
ee rr ⋅⋅⋅⋅⋅ +=

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
+∂

∇∇
i

i

i

i
ik

i

k
ij

i

j
i

i

kkjj

xxxxx
bababa �����)��(

 

 

Ejemplo 1.41: Obtener las componentes de ( )ab
rr

 ∇⋅ . 
 
Solución:  

Considerando: jjea �a=
r

; kkeb �b=
r

 y 
i

i x∂
∂= e�∇  ( 3,2,1=i ) podemos decir que: 

( ) j
k

j
kj

i

j
kikjj

i
kikjj

i
ikk xxxx

eeeeeeab ��)�()�(�� 
∂
∂

=
∂
∂

=







∂
∂=








∂
∂= ⋅⋅ a

b
a

babab δδ
rr

∇  

Expandiendo el índice mudo k : 

3
3

2
2

1
1 xxxx

jjj

k

j
k ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ a

b
a

b
a

b
a

b  

luego: 

3

3
3

2

3
2

1

3
1

3

2
3

2

2
2

1

2
1

3

1
3

2

1
2

1

1
1

3

2

1

xxx
j

xxx
j

xxx
j

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⇒=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⇒=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⇒=

a
b

a
b

a
b

a
b

a
b

a
b

a
b

a
b

a
b

 

Ejemplo 1.42: Probar que la siguiente relación es válida: 

T
TTT

∇∇∇ ⋅⋅⋅ −=






 qqq rr
r

2
11  

donde ),( txr
r
q  es un vector arbitrario y ),( tT xr  un escalar. 

Solución:  

 c.q.d. 
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T
TT

T
TT

TTxT

iiii

i

ii

i

∇∇

∇

⋅⋅

⋅

−=

−=








=







∂
∂=









qq

q

rr

r

2

,2,

,

11

11
qq

qq

 

1.8.4 Rotacional 

Rotacional de un vector 

El rotacional de un vector v
r

 se representa por: vv
rr

∧≡ ∇)(rot . Utilizando la definición de 
producto vectorial obtenemos el rotacional de un vector como: 

3
2

1

1

2
2

1

3

3

1
1

3

2

2

3

,

321

321

321

���

�

���

)(

eee

e

eee

vv









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧=

xxxxxx

xxx ijkijk

vvvvvv

v

vvv

rot 
rr

∇
 (1.466)

donde ijk  es el símbolo de permutación definido en (1.56). 

Verifiquemos que la parte antisimétrica del gradiente del vector v
r

, representado por 
Wv ≡anti)(

r
∇  tiene como componentes: 

[ ]

















−
−

−
=

















−−
−=
















=



































∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

−
∂
∂









∂
∂

−
∂
∂

=≡

0
0

0

0
0

0

0
0

0

0
2
1

2
1

2
10

2
1

2
1

2
10

)(

12

13

23

2313

2312

1312

3231

2321

1312

3

2

2

3

3

1

1

3

2

3

3

2

2

1

1

2

1

3

3

1

1

2

2

1

,

ww
ww

ww

xxxx

xxxx

xxxx

anti
jiij

anti

WW
WW
WW

WW
WW
WW

vvvv

vvvv

vvvv

vv
r

∇

 

(1.467)

donde 1w , 2w , 3w  son las componentes del vector axil wr  correspondiente al tensor 
antisimétrico W , ver subapartado 1.5.3.2.2. Tensor Antisimétrico. 
Si retomamos la definición del rotacional (1.466) y teniendo en consideración (1.467), 
podemos decir que: 
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( )
wr

rr

2

���2

�2�2�2

���)(

332211

321213132

3
2

1

1

2
2

1

3

3

1
1

3

2

2

3

=
++=

++=









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=∧=

eee
eee

eeevv

www

xxxxxx
WWW

vvvvvv
rot ∇

 (1.468) 

Además si recurrimos a la identidad (1.132), podemos decir que se cumple que: 

( ) vv

vvW
rr

rrr

∧∧=

∧=⋅

∇
2
1
w

 (1.469) 

 
Resumen 

 Divergencia 
•≡• ⋅∇)(div  

Rotacional 
•∧≡• ∇)(rot  

Gradiente 
•≡• ∇)(grad  

Escalar   vector 

Vector 
Escalar Vector 

Tensor 
(2ndo orden) 

Tensor  
(2ndo orden) 

Vector 
Tensor 

(2ndo orden) 
Tensor 

(3er orden) 

 
A continuación haremos algunas demostraciones de algunas identidades. 

! )()()()( aaaa
rrrr

∧λ+∧λ=λ∧=λ ∇∇∇rot  

El resultado de la operación )( a
r

λ∧∇  será un vector, cuyas componentes vienen 
dadas por: 

[ ]

ii

kjijki

kjijkjkijk

jkkjijk

jkijki

)()(
)()(

)(
)()(

,,

,,

,

aa
a

a

rr

r

r

∧λ∧λ=
λ∧λ=

λλ=
λ+λ=

λ=λ∧

∇∇
∇∇

∇













a
aa
aa

a

 (1.470) 

con lo que comprobamos la identidad: )()()()( aaaa
rrrr

∧λ+∧λ=λ∧=λ ∇∇∇rot . 

! baababbaab
rrrrrrrrrr

)()()()()( ∇∇∇∇∇ ⋅⋅⋅⋅ −+−=∧∧  

Las componentes del producto vectorial )( ab
rr

∧  vienen dadas por 

jikijk ba=∧ )( ab
rr

. Luego: 

[ ]
)(

))(

,,

,(

pjijpilpkkij

pjikijlpkl

baba

ba

+=

=∧∧



ab
rr

∇  (1.471) 

 •  
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Considerando que ijkkij  = , el resultado de jlipjpillpkijk δδδδ −=  y reemplazando en la 
expresión anterior obtenemos que: 

[ ]

plpppllppppl

pjijlippjijpiljpijlipjpijpil

pjijpijlipjpil

pjijpilpkkijl

,,,,

,,,,

,,

,,

))((

)()(

babababa

babababa

baba

baba

−+−=

−+−=

+−=

+=∧∧

δδδδδδδδ
δδδδ

ab
rr

∇

 (1.472)

Podemos observar que [ ] ppll ba ,)( =⋅ ab
rr

∇ , [ ] lppl ba ,)( =⋅ab
rr

∇ , [ ] ppll ,)( ba=⋅ba
rr

∇ , 

[ ] plpl ,)( ba=⋅ ba
rr

∇ . 

 

! aaa
rrr 2)()( ∇∇∇∇∇ −∧=∧∧ ⋅  

Las componentes del producto vectorial )( a
r

∧∇  vienen dadas por 

321

r

i

jkijki

c

a ,)( =∧ a∇ . Luego: 

[ ]
jlkijkqli

ljkijkqliq

,

,, ))( (
a

a





=

=∧∧ a
r

∇∇
 (1.473)

Considerando que ljqklkqjjkiqliijkqli δδδδ −==  , la expresión anterior queda: 

[ ]

llqkqk

jlkljqkjlklkqj

jlkljqklkqj

jlkijkqliq

,,

,,

,

,

)(

)(

aa

aa

a

a

−=

−=

−=

=∧∧

δδδδ
δδδδ

a
r

∇∇

 (1.474)

Podemos observar que [ ] kqkq ,)( a=⋅ar∇∇  y [ ] llqq ,
2 a=a
r

∇ . 

! )()()( 2 φψφψφψ ∇∇∇∇∇ ⋅⋅ +=  

)()(

)()(

2

,,,

,,

ψφψφ

ψφφψ
φψψφ

∇∇∇

∇∇

⋅

⋅

+=

+=
=

iiii

ii

 (1.475)

donde φ  y ψ  son funciones escalares. 

Otra identidad interesante que origina de la anterior es: 

)()()(

)()()(
2

2

φψφψφψ
ψφψφψφ

∇∇∇∇∇

∇∇∇∇∇

⋅⋅
⋅⋅

+=

+=
 (1.476)

Restando las dos identidades anteriores obtenemos que: 

φψψφφψψφ
φψψφφψψφ

22

22

)(

)()(

∇∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇

−=−⇒

−=−

⋅
⋅⋅

 (1.477)
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1.8.5 Campo Conservativo 

Un campo vectorial ),( txr
r
b  se denomina conservativo si existe un campo escalar (φ ) 

diferenciables tal que: 

φ∇=b
r

 (1.478) 

Si la función φ  cumple la relación (1.478) decimos que φ  es una función potencial de ),( txr
r
b . 

Un condición necesaria, pero no suficiente, para que ),( txr
r
b  sea conservativo es que 

0b
rr

=∧∇ . En otras palabras, todo campo conservativo el rotacional es nulo, pero ni todo 
rotacional nulo implica un campo conservativo. 
 
 

Ejemplo 1.43: Probar que ( ) 0 =∧⋅ u
r

∇∇  y que ( ) 0
r

=∧  φ∇∇ , donde φ  es un escalar. 
 
Solución:  

Considerando: ijkijk eu �
,u=∧

r
∇  

( ) ( )

( )

( )
jikijk

jk
i

ijk

iljk
l

ijk

lijkijk
l

x

x

x

,

,

,

,

 

�� 

u

u

u

u









=
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=∧ ⋅⋅

δ

eeu
r

∇∇

 

  La segunda derivada de u
r

 es simétrica en ij , i.e. ijkjik ,, uu = , mientras que ijk  es 
antisimétrico  en ij , i.e., jikijk  −= , luego: 

0,33,22,11, =++= jiijjiijjiijjikijk uuuu   
  Observar que jiij ,11u  es el doble producto escalar de un tensor simétrico con un 

antisimétrico, cuyo resultado es cero. 
  Análogamente demostramos que: 

( ) 0ee
r

===∧ iiikjijk �0�,  φφ ∇∇  
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1.9 Teoremas con Integrales 

1.9.1 Integración por Partes 

La expresión de la integración por partes viene dada por: 

∫∫ ′−=′
b

)()( )()()()(
a

b
a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu  (1.479)

donde 
dx
dvxv =′ )( , y las funciones )(xu , )(xv  tienen que ser diferenciables en el intervalo 

bxa ≤≤ . 

1.9.2 Teorema de la Divergencia 

Dado un medio continuo B  de volumen V , y contorno S , el teorema de la divergencia (o 
teorema de Gauss) para un vector v

r
 está dado por: 

∫∫∫

∫∫∫

==

== ⋅⋅⋅

S
ii

S
ii

V
ii

SSV

dSdSdV

ddSdV

   � 

   �   

, vnvv  

S
rrrr

vnvv∇

 (1.480)

donde n�  es el vector unitario y exterior a la superficie S  que contiene el volumen V  en el 
que está definido el campo vectorial. 
Para un tensor de segundo orden: 

∫∫∫

∫∫∫

==

== ⋅⋅⋅

S
jij

S
jij

V
jij

SSV

dSdSdV

ddSdV

   � 

   �   

, TnTT  

S
r

TnTT∇

 (1.481)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.33. 

 n�  

 B  

 S  

 dS  

 xr  

 1x  

 2x  

 3x  

 S
r

d  
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Partiendo del teorema de la divergencia también podemos verificar que se cumplen las 
siguientes relaciones: 

[ ]

∫∫

∫∫

∫∫∫

==

=+=

==

S
jk

V
jk

S
jk

V
jiikijik

S
jiik

V
jiik

V
ji

dSxdVx

dSxdVxx

dSxdVxdVx

  � 

  � 

  � ),( ),(

,

,,

n

n

n

δδ

δδ   

 (1.482) 

donde hemos considerado que ikjjik 0, =δ , y además considerando que kjjkx δ=, , 
obtenemos que: 

∫

∫∫∫

⊗=

=⇒=

S

S
jkkj

S
jk

V
kj

dSV

dSxVdSxdV

  �

  �  � 

n1 x
r

nn δδ
 (1.483) 

También se cumple que: 

[ ]

[ ] ∫∫

∫∫

∫∫∫

σ=σ+σ=

σ=σ+σ=

σ=σ=σ

S
kjki

V
kjkijkik

S
kjki

V
kjkijkki

S
kjki

V
kjki

V
kjki

dSxdVx

dSxdVxx

dSxdVxdVx

  � 

  � 

  � ),( ),(

,

,,

n

n

n

δ

  

 (1.484) 

Resultando que: 

∫∫∫

∫∫∫

−⊗=⊗

σ−σ=σ

⋅⋅
V

T

SV

V
ji

S
kjki

V
kjki

dVdSdV

dVdSxdVx

   )�( 

   � ,

σnσσ xx rr
∇

n

 (1.485) 

ó bien 

( ) ∫∫∫ −⊗=⊗ ⋅⋅
V

T

SV

dVddV    σσσ Sxx
rrr

∇  (1.486) 
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Ejemplo 1.44: Sea un dominio de área Ω  delimitado por el contorno Γ  como muestra 
figura abajo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considérese también que m  es un tensor de segundo orden y ω  un escalar. Demostrar 
que se cumple la siguiente relación: 

[ ] [ ] [ ]∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅ −=
ΩΓΩ

ΩωΓωΩω ddd ∇∇∇∇∇ )(�)()( mnmm :  

 
Solución: Se puede aplicar directamente la definición de integración por partes para la 

demostración. Pero partiremos de la definición del teorema de la divergencia. 
Luego dado un tensor v

r
 se cumple que: 

∫∫∫∫ = →= ⋅⋅
ΓΩΓΩ

ΓΩΓΩ dddd jjjj
indicial   �  �   , nvv  nvv

rr
∇  

  Pero si consideramos que el tensor v
r

 es el resultante de la operación 
mv ⋅= ω∇

r
 y lo equivalente en notación indicial ijij mv ,ω=  y reemplazándolo 

en la expresión anterior obtenemos que: 

[ ]

[ ]

[ ] [ ]∫∫∫

∫∫

∫∫∫∫

−=⇒

=+⇒

=⇒=

ΩΓΩ

ΓΩ

ΓΩΓΩ

ΩωΓωΩω

ΓωΩωω

ΓωΓΩ

ddd

dd

ddVdd

jijijijiijij

jijijijiijij

jjjijijjjj

 ,  �, ,

  �, ,,

  � ,  � 

,

,

,,

mnmm

nmmm

nvmnvv

 

  Lo equivalente en notación tensorial: 

[ ] [ ] [ ]∫∫∫ ⋅⋅⋅⋅ −=
ΩΓΩ

ΩωΓωΩω ddd )(�)()( mnmm ∇∇∇∇∇:  

  NOTA: Si consideramos ahora un dominio de volumen V  delimitado por una 
superficie S  con normal n�  y sea N

r
 un vector y T  un escalar también se cumple 

que: 

∫∫∫

∫∫∫

⋅⋅⋅ −⊗=⇒

−=

VSV

V
iji

S
jii

V
iji

dVTdSTdVT

dVTNdSTNdVTN

NNN
rrr

∇∇∇∇∇ n�)()(

,�,, ,n

 

  donde hemos aplicado directamente la definición de integración por partes. 

 c.q.d. 

 Ω   n�  

 Γ  
 1x  

 2x  



MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO: CONCEPTOS BÁSICOS 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

124 

1.9.3 Independencia del Camino 

Una curva que conecta dos puntos A  y B  denominamos de camino de A  a B . A 
continuación, establecemos las condiciones con las cuales una integral de línea es 
independiente del camino en una determinada región, ver Figura 1.34. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.34: Independencia del camino. 

Luego, dado un campo vectorial b
r

 continuo, la integral ∫ ⋅
C

rr
r

db  es independiente del camino si 

y solo si b
r

 es un campo conservativo. Como consecuencia, existe un campo escalar φ  tal que 
φ∇=b

r
. 

Con eso podemos concluir que: 

∫∫

∫∫

⋅⋅

⋅⋅
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 (1.487) 

Luego 

3
3

2
2

1
1 ;;

xxx ∂
∂=

∂
∂=

∂
∂= φφφ

bbb  (1.488) 

Como el campo es conservativo el rotacional es cero: 
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321
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=
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∇  (1.489) 

Concluyendo que: 
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 (1.490) 

 1x  

 2x  
 3x  

 A  

 B   1C  

 rrd   b
r

 

 2C  

 Si  ∫∫ ⋅⋅ =
21 CC

rr rrrr
dd bb  

 b
r

 - Campo conservativo 
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Luego, si no se cumple la condición anterior el campo no es conservativo. 

1.9.4 Teorema de Kelvin-Stokes 

Sea una superficie regular S  y sea un campo vectorial ),( txr
r
F . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.35: Teorema de Stokes. 

 
Según el Teorema de Kelvin-Stokes: 

∫∫∫ ⋅⋅⋅ ∧=∧=
ΩΩΓ

dSdd nFFF �)()(
rrrr r

∇∇ SΓ  (1.491)

Si adoptamos un versor tangente al contorno Γ  denominado por p�  el teorema de Stokes 
queda: 

∫∫∫ ⋅⋅⋅ ∧=∧=
ΩΩΓ

Γ dSdd nFFpF �)()(�
rrrr

∇∇ S  (1.492)

Representamos los vectores en la base cartesiana como 332211 ��� eeeF FFF ++=
r

, el vector de 
área como 332211 ��� eee dSdSdSd ++=S

r
, y 332211 ��� eee dxdxdxd ++=Γ

r
. Las componentes 

del rotacional de F
r

 son: 
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 (1.493)

 n�  

 S  

 2x  

 3x  

 1x  

 Ω  

 Γ  

 p�  
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Con lo cual podemos expresar el teorema de Stokes en componentes como: 

3
2

1

1

2
2

1

3

3

1
1

3

2

2

3
332211 dS

xx
dS

xx
dS

xx
dxdxdx ∫∫ 
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−
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∂
∂

−
∂
∂

=++
ΩΓ

FFFFFF
FFF  (1.494) 

 
Como caso particular podemos tener que la superficie S  coincide con el plano Ω  como 
muestra figura abajo, en este caso sigue siendo válida la expresión (1.494). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.36. 

 
Otro caso particular es cuando la región Ω  está toda contenida en el plano 21 xx − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.37: Teorema de Green. 

 

∫∫ ⋅⋅ ∧=
ΩΓ

dSd 3
�)( eFF

rr r
∇Γ  (1.495) 

Que es conocida como el teorema de Stokes en el plano o teorema de Green. En 
componentes queda: 

 Ω  

 Γ  

 2x  

 1x  

 3x  

 2x  

 1x  

 3x  

 Ω  

 3�edSd =S
r

 

 Γ  

 n�  

 3�e  
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3
2

1

1

2
2211 dS

xx
dxdx ∫∫ 








∂
∂

−
∂
∂

=+
ΩΓ

FF
FF  (1.496)

1.9.5 Identidades de Green 

Sea F
r

 un vector, aplicando el teorema de la divergencia obtenemos que: 

∫∫ ⋅⋅ =
SV

dSdV  �   nFF
rr

∇  (1.497)

Además, consideremos las identidades demostradas en (1.475) y (1.477), respectivamente: 

)()()( 2 ψφψφψφ ∇∇∇∇∇ ⋅⋅ +=  (1.498)

φψψφφψψφ 22)( ∇∇∇∇∇ −=−⋅  (1.499)

Considerando que ψφ∇=F
r

 y reemplazando (1.498) en (1.497) obtenemos que: 

∫∫∫

∫∫

−=⇒

=+

⋅⋅

⋅⋅

VSV

SV

dVdSdV

dSdV

   �   )()(

 �   )()(

2

2

ψφψφψφ

ψφψφψφ

∇∇∇∇

∇∇∇∇

n

n

 (1.500)

que es conocida como la primera identidad de Green. 
Si ahora reemplazamos (1.499) en (1.497) obtenemos que: 

∫∫ ⋅−=−
SV

dSdV  �)(   22 nφψψφφψψφ ∇∇∇∇  (1.501)

que es conocida como la segunda identidad de Green. 
 

Ejemplo 1.45: Si un vector se define como: vb
rr

∧= ∇ , probar que: 

∫∫ λ=λ
V

ii
S

ii dVSd  , � bnb  

donde λ  es una función únicamente de xr , i.e., )(xrλ=λ . 
 
Solución: Si vb

rr
∧= ∇ , luego jkijki ,vb = . Reemplazando en la integral de superficie 

anterior resulta: 

∫∫ λ=λ
S

ijkijk
S

ii dSdS  � �
, nvnb   

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss, resulta: 
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∫ ∫

∫

∫∫∫
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4342143421







 

 

1.10 Coordenadas Cilíndricas y Esféricas 

Para la solución de determinados problemas, puede resultar conveniente emplear otros 
sistemas de coordenadas, como por ejemplo el sistema de coordenadas cilíndricas o el 
sistema de coordenadas esféricas. 

1.10.1 Sistema de Coordenadas Cilíndricas 

En el sistema de coordenadas cilíndricas ( zr ,,θ ), se adopta como eje de simetría la 
dirección z . En este sistema un punto P  tiene coordenadas ( )zr ,,θ , restringido a 

º1800 ≤θ≤ , donde estas variables están indicadas en la Figura 1.38. 
Conversión de coordenadas cilíndricas a las coordenadas cartesianas: 









=
θ=
θ=
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rx
rx
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1
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cos

 (1.502) 

Conversión de coordenadas cartesianas a las coordenadas cilíndricas 
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 (1.503) 

Los versores en este sistema, zr eee � ,� ,� θ  pueden obtenerse con una simple ley de 
transformación, donde la matriz de transformación viene dada por un giro alrededor del eje 
z  de un ángulo θ , es decir: 
































θθ−
θθ

=
















θ

3

2

1

�
�
�

 
100
0cossin
0sincos

�
�
�

e
e
e

e
e
e

z

r

 (1.504) 

resultando 

 c.q.d. 
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1

3

21
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 (1.505)

Podemos verificar en la ecuación (1.505) que re�  y θe�  son dependientes de θ , luego 
podemos obtener las siguientes diferenciaciones: 

θ=θ+θ−=
θ∂

∂
eee

e �cos�)sin(�
�

21
r  

reee
e �)sin(�)(cos�
�

21 −=θ−+θ−=
θ∂

∂ θ  

(1.506)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.38: Sistema de coordenadas cilíndricas. 

Utilizando la regla de la cadena para derivadas parciales podemos demostrar que el 
operador nabla ∇  se expresa en coordenadas cilíndricas como: 

3
3

�1��
xrrr ∂
∂+

θ∂
∂+

∂
∂= θ eee∇  (1.507)

El operador Laplaciano 2∇  en coordenadas cilíndricas queda: 
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∂=∇

 (1.508)

La demostración de (1.508) siguen a continuación. 









∂
∂+

θ∂
∂+

∂
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∂
∂+

θ∂
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∂
∂== θθ ⋅⋅

3
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3
3

2 �1���1��
xrrxrr rr eeeeee∇∇∇  (1.509)

Haciendo el producto y considerando que 0������ 3 === ⋅⋅⋅ θθ rzr eeeeee , obtenemos los 
siguientes términos: 

  

 1x  

 2x  

 3x  

 ze�   θe�  

 re�  

 r  

 xr  

 θ  

 z  

 2x  

 1x  

 r   θ  

 Proyección en el plano 21 xx −  

 θcosr  

 θsinr  



MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO: CONCEPTOS BÁSICOS 

Mecánica del Medio Continuo: Conceptos Básicos. Por: Eduardo W.V. Chaves 

130 
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θ⋅ eeee  (1.512) 

Sumando los términos obtenemos la expresión del Laplaciano dada por (1.508). 

Consideremos un campo vectorial representado por 33 ��� eeev vvv ++= θθrr
r

, a 
continuación aplicaremos a este vector los siguientes operadores: 
Rotacional de un vector 

El rotacional de un vector v
r

 viene dado por: 
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∇  (1.513) 

Desarrollando el determinante anterior hallamos: 
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Divergencia  
La divergencia de un vector v

r
 en coordenadas cilíndricas viene dada por: 

( )33
3

3 � ��� 1� � vvv eeeeeev ++







∂
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∂
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∇  (1.515) 

( ) ( )

( )33
3

3

3333

����

���1��� ��

vvv

vvvvvv

eeee

eeeeeeeev

++
∂
∂+

++
θ∂
∂+++

∂
∂=⇒

θθ

θθθθθ

⋅

⋅⋅⋅

rr

rrrrr

x

rr
r

∇
 (1.516) 

Operando los tres términos de la ecuación anterior separadamente obtenemos: 

! ( )33�� �� vvv eeee ++
∂
∂

θθ⋅ rrr r
 

Sabiendo que 33�,� v,v, θθ ee  no son dependientes de r :  

( ) ( ) 0���� 33 =
∂
∂=

∂
∂ ⋅⋅ θθ vv eeee

rr rr  

Nos queda por definir: 
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Como 33� ve  no es dependiente de θ , resulta: 
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Teniendo en cuenta todas operaciones anteriores concluimos que: 
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o bien: 
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v
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∇  (1.518)

1.10.2 Sistema de Coordenadas Esféricas 

Las coordenadas esféricas ( φ,,θr ) están indicadas en la Figura 1.39 luego, se cumple que: 

Conversión de coordenadas esféricas a las coordenadas cartesianas: 
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θ=
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cos
sinsin
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 (1.519)

donde 0≥r  y º1800 ≤≤φ  y º3600 ≤θ≤ .  
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Conversión de coordenadas cartesianas a las coordenadas esféricas: 
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 (1.520) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.39: Sistema de coordenadas esféricas. 

Los vectores unitarios φeee � ,� ,�
θr  (mutuamente ortogonales entre sí) están ilustrados en la 

Figura 1.39, y los podemos expresar en función de los versores 321 �,�,� eee  a través de una 
transformación de coordenadas: 
 

! Rotación según eje 3�e  de un ángulo φ  
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 Luego el nuevo sistema estará definido como: 
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! Rotación según eje 2�e′  de un ángulo β  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considerando las dos transformaciones anteriores podemos obtener que: 
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 (1.521)

Explícitamente: 
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La diferenciación de la base en función de θ , φ  queda: 
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θ=θ+θ−=
∂
∂

sin�sincos�sinsin�
�

21 φφφ
φ

eee
e r  (1.524)

reeee
e �cos�sinsin�sincos�
�

321 −=θ−θ−θ−=
θ∂

∂ θ φφ  (1.525)

θ=θ+θ−=
∂
∂ θ cos�coscos�cossin�

�
21 φφφ

φ
eee

e  (1.526)

θ−θ−=−−=
∂
∂

θ cos�sin�sin�cos�
�

21 eeee
e

rφφ
φ
φ  (1.527)

El operador nabla será dado por: 

φφ ∂
∂

θ
+

θ∂
∂+

∂
∂= θ sin

1�1��
rrrr eee∇  (1.528)

El operador Laplaciano 2∇  en coordenadas esféricas queda: 

 Pero podemos observar en la figura que: 

θ−π=β
2

 luego θ= sincosβ  y θ= cossinβ : 

















′
′
′

















θθ−

θθ
=

















θ

φ

3

2

1

�
�
�

sin0cos
010

cos0sin

�
�
�

e
e
e

e
e
e r

 

 1x  

 2x  

 3x  

 ree �� 1 =′′  

 φee ��
2 =′′  

 θ−=′′ ee �� 3  

 2�e′  

 3�e′  

 1�e′  

 β  
 θ  
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2

2

2222

2

22

2

2

2

222
2

2
2

sin
1 cotg12

sin
1sin

sin
11

φ

φ

∂
∂

θ
+

θ∂
∂θ+

θ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

θ
+







θ∂
∂θ

θ∂
∂

θ
+







∂
∂

∂
∂=

rrrrrr

rrr
r

rr
∇

 (1.529) 

Divergencia  

La divergencia de un vector v
r

 en coordenadas esféricas viene dada por: 

( )φφφ φ
vvv eeeeeev � ��

sin
1�1�� ++








∂
∂

θ
+

θ∂
∂+

∂
∂= θθθ ⋅⋅ rrr rrr

r
∇  (1.530) 

Haciendo el producto obtenemos: 

θ++
∂
∂

+
θ∂

∂
+

∂
∂

= θ⋅  cotg2
φ

φ

φ
vv

vvv
r

r

rr
v
r

∇  (1.531) 

Ejemplo 1.46: Escribir la ecuación ( 22 yxz −= ), dada en coordenadas cartesianas, en 
coordenadas cilíndricas y esféricas: 

Solución:  
cilíndricas: ( ) ( ) ⇒θ−θ= 22 sincos rrz  ( )θ= 2cos2rz  
esféricas: ( ) ( )22 sinsincossincos φφ θ−θ=θ rrr   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 



A. Propiedades Mecánicas 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A.1 Introducción 

Existen diversas aplicaciones prácticas en Ingeniería que utiliza la representación gráfica de 
un tensor de segundo orden. La representación gráfica de un tensor de segundo orden 
consiste en una gráfica bidimensional donde la abscisa viene representada por la 
componente normal ( NT ) y la ordenada por la componente tangencial ( ST ) para todos los 
planos admisibles, 1�� =⋅nn . 
 

A.2 Proyección de un Tensor de Segundo Orden 
sobre una Dirección 

A.2.1 Componente Normal y Tangencial 

Como hemos visto en el capítulo 1, la proyección de un tensor de segundo ( T ) orden 
sobre una dirección (n� ) resulta un vector nTt n �)�( ⋅=

r
. 

El vector tensor )�(nt
r

 asociado a la dirección n�  puede descomponerse en una componente 
normal NT

r
 (vector normal) y en otra tangencial ST

r
 (vector tangencial) tal como se indica 

en la Figura A.1. La suma vectorial de estos vectores resulta: 

SN TTt n
rrr

+=)�(  (A.1)

 

 A
 

Apendice ´ 

 

Representacion Grafica de 
un Tensor 

  ´   ´ 
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Figura A.1: Componentes normal y tangencial del vector tensor. 

Siendo n�  el versor normal al plano y s�  el versor tangente al plano, podemos escribir la 
relación anterior como: 

snt n ��)�(
SN TT +=

r
 (A.2) 

donde NT  y ST  son los módulos de NT
r

 y de ST
r

, respectivamente. 

Escribiendo el vector NT
r

 en función de su módulo NT  y del versor n� , las siguientes 
relaciones son válidas: 

[ ]nnTn
ntnnnt

nnT
nn

�  �� 

� )�(� )�(

� � 
)�()�(

43421

rr

r

N

NNN

T

TT

⋅⋅
⋅⋅

=

==
⊗≡=

 

[ ] i

N

jkjk

ikkikk

iNiN

nnTn

ntnnnt
nTT

T

� ��

� )�(� )�(

� 
)�()�(

43421

r

=

==
=

nn  
(A.3) 

Verificamos que NT  puede ser obtenido a través de las siguientes relaciones: 

jkjkN nTnT �����)�( === ⋅⋅⋅ nTnnt n
r

 (A.4) 

Observemos que T  será un tensor definido positivo si 0�� >= ⋅⋅ nTnNT  para todo 0n
r

≠� . 
Podemos concluir también que nTnnTn ���� ⋅⋅⋅⋅ == sym

NT  luego, si la parte simétrica del 
tensor es un tensor definido positivo el tensor también lo será. 

En notación indicial el módulo de NT
r

 viene dado por: 

jiij

kijikj

iikjkj

iikk

N

nnT
nnT
nnT

n
T

��
��

����
���

�)�(

=
=
=
=
=

⋅
⋅
⋅

δ
ee

eet
nt n

r

 (A.5) 

 1�e  
 2�e  

 )�(nt
r

 

 n�  

 NT
r

 

 ST
r

 

 1x  

 2x  

 3x  

 s�  

 P  
 3�e  
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Análogamente, podemos obtener el vector ST
r

 en función de su módulo ST  y del versor 
s� : 

[ ]snTs
stssst

sT
nn

� ��

�)�(�)�(

� 
)�()�(

43421

rr

r

S

SS

T

T

⋅⋅

⋅⋅

=

==
=

 

[ ]  � ��

�)�(

� 
)�(

ijkjk

ijj

iSiS

S

ssnT

sst
sTT

T
43421

r

=

=
=

n  
(A.6)

Otra forma de obtener el vector tangencial puede ser a través de la ecuación (A.1): 

[ ]nnnTnT

TtT n

� )��(�

)�(

⊗−=

−=

⋅ :

NS

rrr

 (A.7)

Ya que ST
r

 y NT
r

 son perpendiculares, podemos obtener el módulo de ST
r

 a través del 
teorema de Pitágoras: 

2)�()�(2
NiiS TttT −= nn  (A.8)

con kjikijii nnTTtt ��)�()�( =nn . 

 

A.2.1.1 Máxima y Mínima Componente Normal 

Como visto anteriormente la componente normal viene dada por nTn �� ⋅⋅=NT  con la 
restricción que 1�� =⋅nn  (versor). Los valores de máximos y mínimos de NT  con restricción 
pueden ser obtenidos a través del método del multiplicador de Lagrange. Este método 
consiste en construir una función tal que: 

)1��(��)1��(),�( −µ−=−µ−=µ ⋅⋅⋅⋅ nnnTnnnn NTL  (A.9)

donde µ  es el multiplicador de Lagrange. Diferenciando la función )�(nL  con respecto a n�  
y a µ  obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones: 

1��01��),�(

�)(�2�2�
),�(

=⇒=−=
µ∂
µ∂

=µ−⇒=µ−=
∂

µ∂

⋅⋅

⋅⋅

nnnn
n

0n1T0nnT
n
n

L

L rr
symsym

 (A.10)

El primer sistemas de ecuaciones sólo tiene solución si y solo si 0)( =µ− 1T symdet  que es 
el problema de autovalor de la parte simétrica de T . Es decir, los valores de máximos y 
mínimos de NT  corresponden a los autovalores de symT . Siendo sym

1T , sym
2T , sym

3T , los 
autovalores de symT  y reestructurando los autovalores de tal forma que: 

symsymsym
IIIIII TTT >>  (A.11)

Podemos entonces decir que el valor máximo de NT  es sym
IT , y sym

IIIT  es el valor mínimo. 
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NOTA: Ya era de esperar que los valores extremos de NT  estuviera relacionado con el 
tensor simétrico symT  ya que para NT  la parte antisimétrica no juega ningún papel 

nTnnTn ���� ⋅⋅⋅⋅ == sym
NT .  

 

A.2.1.2 Máxima y Mínima Componente Tangencial de un Tensor 
Simétrico 

Por simplicidad vamos trabajar en el espacio principal del tensor T  y vamos considerar que 
el tensor es simétrico, TTT = . En el espacio principal, las componentes del tensor T  
vienen representadas por las componentes normales (Figura A.2), ya que en este espacio 
carece de componentes tangenciales. Observemos también que en este espacio las 
componentes normales iT  tienen las mismas direcciones que )�(n

it . El módulo de la 
componente normal NT  en un plano arbitrario de normal n� , según la ecuación (A.5), viene 
dado por la expresión: 

2
33

2
22

2
11

)�(

nTnTnT
nnTntT
++=

== ijijiiN
n

 (A.12) 

Observemos que para el plano particular [ ] 10,0,1 TTn =⇒= N
T

i . Geométricamente 
(teorema de Pitágoras), podemos obtener el módulo de la componente tangencial: 

2

2)�()�(22)�(2

�� Nkjikij

NiiNS

TnnTT

TttTT

−=

−=−= nnnt
r

 (A.13) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.2: Componentes del tensor en el espacio principal. 

Reemplazando la ecuación (A.12) en la ecuación (A.13) hallamos: 

OBS.: Cuando utilizamos la nomenclatura IIIIII ,, TTT  ya está implícito que 
IIIIII TTT >> .  

 1x′  

 2x ′  

 3x ′  

 1T  

 3T  

 2T  

 1x′  

 2x ′  

 3x ′  

 n�  

 )�(nt
r

 

 ST
r

 

 NT
r

 
plano arbitrario 
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( )22
33

2
22

2
11

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2 nTnTnTnTnTnTT ++−++=S  (A.14)

Podemos formular la siguiente pregunta: ¿Cuáles son los valores de in  que hacen máximo 
la función 2

ST ? Este problema se reduce a encontrar valores extremos de la función: 

( )1)�( 2 −µ−= iiSF nnTn  (A.15)

donde µ  es el multiplicador de Lagrange, con la restricción 1=iinn . 

La condición necesaria es: 

0)�(;0)�( =
µ∂

∂=
∂

∂ nn FF

in
 (A.16)

resultando: 

( ){ }
( ){ }
( ){ } 02

02

02

2
33

2
22

2
113

2
33

2
33

2
22

2
112

2
22

2
33

2
22

2
111

2
11

=µ+++−

=µ+++−

=µ+++−

nTnTnTTTn

nTnTnTTTn

nTnTnTTTn

 (A.17)

con la condición 1=iinn . Podemos obtener analíticamente la solución del sistema anterior 
resultando en las siguientes soluciones posibles: 
 
 

solución 1�n  2�n  3�n  ST  

(1) 1)1(
1 ±=n  0)1(

2 =n  0)1(
3 =n  0=ST  

(2) 0)2(
1 =n  1)2(

2 ±=n  0)2(
3 =n  0=ST  

(3) 0)3(
1 =n  0)3(

1 =n  1)3(
1 ±=n  0=ST  

(4) 
0  

2
1±  

2
1±  

2
32 TT

T
−

±=S  

(5) 
2

1±  0  
2

1±  
2

31 TT
T

−
±=S  

(6) 
2

1±  
2

1±  0  
2

21 TT
T

−
±=S  

(A.18)

Los valores de ST  fueron obtenidos introduciendo los valores de in  en la expresión (A.14). 

Los tres primeros conjuntos de soluciones nos proporcionan los valores mínimos de ST , 
que corresponden justamente con las direcciones principales. 
Para las soluciones (4) los planos de máximo relativo para ST  están esquematizados en la 
Figura A.3. 
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Figura A.3: Planos de máxima componente tangencial (relativa) con 01 =n . 

Para las soluciones (5), los planos están esquematizados en la Figura A.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.4: Planos de máxima componente tangencial (relativa) con 02 =n . 

 
En la Figura A.5 podemos visualizar los planos de máxima componente tangencial para las 
soluciones (6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.5: Planos de máxima componente tangencial (relativa) con 03 =n . 
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Ordenando los autovalores (valores principales) ( 1T , 2T , 3T ) de la forma: 

IIIIII TTT >>  (A.19)

obtenemos el máximo absoluto de la tensión de corte: 

2
IIII

max

TT
T

−
=S  (A.20)

 

A.2.1.3 Representación Gráfica de un Tensor de Segundo Orden 
Arbitrario 

Conocidas las componentes de un tensor de segundo orden en la base cartesiana ijT  
podemos obtener las componentes normales y tangenciales ( NT , ST ) para cualquier plano 
de normal n� , con la restricción que 1�� =⋅nn , en componentes 1��� 2

3
2
2

2
1 =++ nnn . Podemos 

dibujar una gráfica donde la abscisa  viene representa por la componente normal ( NT ) y la 
ordenada por la componente tangencial ( ST ) al plano.  

De forma aleatoria sacamos distintos valores para la normal (versor) y obtenemos los 
valores correspondientes de ( NT , ST ) y plotamos sus coordenadas en una gráfica SN TT × . 
De esta forma vamos obtener la representación gráfica de tensor de segundo orden, es 
decir, los valores posibles (factibles) para la componente normal y tangencial del tensor en 
cada plano. De igual manera también dibujamos la gráfica correspondiente a la parte 
simétrica del tensor, sym

S
sym
N TT × . 

A continuación adoptamos algunos valores para las componentes del tensor y verifiquemos 
que formato tiene la gráfica componente normal versus componente tangencial. 
El primer ejemplo, ver Figura A.6, constituye de un tensor no simétrico. Es interesante 
observar que el tensor es definido positivo ya que 0�� >= ⋅⋅ nTnNT  para todo 0n

r
≠� . 

Verifiquemos también que el tensor tiene tres autovalores reales, y por definición de 
autovalor, corresponden cuando 0=ST . Los valores máximos y mínimos para la 
componente NT  son coincidentes con los autovalores de la parte simétrica de T . 

Para la componente tangencial podemos hacer la siguiente descomposición: 

[ ] [ ]snTsnTssnTsT � ����� �� ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ +== antisym
S

S

43421

r

T

 (A.21)

Cuando n�  sea una de las direcciones principales de la parte simétrica, tenemos que: 

[ ] [ ] [ ]snTssnTsnssnTsnTsT � ��� ����� ���� ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ =+λ=+= antiantiantisym
S

r
 (A.22)

ya que los versores s� , n�  son ortogonales, 0�� =⋅ns . Esto implica que en los planos )1(�n , 
)2(�n , )3(�n , (autovectores de symT ), las correspondientes componentes normales y 

tangenciales asociadas al tensor T  vendrán dadas por el autovalor de symT , y componente 
tangencial dada por: 

)�()�()�( �� ��� nnn tssttsnTs antiantianti
anti

S

rrr
±=±=== ⋅⋅⋅⋅T  (A.23)
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Figura A.6: Representación gráfica de un tensor definido positivo no simétrico. 

Por ejemplo, para el autovalor 55,10=sym
IT  que está asociado al autovector 

[ ]692913086,0;561517458,0;45229371,0� )1( −−−=jn , tenemos que: 

424378,2 
5753286,1

8381199,1
1313956,0

  
692913086,0
561517458,0
45229371,0

 
021
201
110

 

)1(

)�(

�

±=
















−
±=

















−
−
−
















−−
−

±=±=

444 344 2144 344 21

r

j
anti
ij

antiS

nT

T nt  (A.24) 

Para el autovalor 61,3=sym
IIT  tenemos que: 

  

 NT  

 ST   















=

663
241
135

ijT  

 52,1=IIIT   59,3=IIT   89,9=IT  

  

 















=

642
442
225

sym
ijT  

 NT  

 sym
ST  

 55,10=sym
IT   61,3=sym

IIT   84,0=sym
IIIT  

 424,2;55,10max == SN TT   41,2;84,0min == SN TT  

 86,4max =sym
ST  

 424,2;55,10max −== SN TT  
 41,2;84,0min −== SN TT  
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55947,0 
50644304,0

036633496,0
234905,0

  
42439659,0
18949182,0
88542667,0

 
021
201
110

 )�( ±=
















−

−
±=
































−−
−

±=±= nt antiS

r
T  (A.25)

Para el autovalor 84,0=sym
IIIT  tenemos que: 

41,2 
5039465,1
2727817,1
3883641,1

  
582888489,0

80547563,0
107004733,0

 
021
201
110

 )�( ±=
















−
−
−

±=















−
















−−
−

±=±= nt antiS

r
T  (A.26)

Debemos enfatizar que este procedimiento sólo es válido para los planos correspondientes 
a los autovectores de la parte simétrica de T , para un plano arbitrario ya no es válido. 
Con lo que respecta a la parte simétrica del tensor, verifiquemos que el valor máximo y 
mínimo de la componente normal se encuentra en los valores principales, 

55,10
max

== sym
IN TT  y 84,0

min
== sym

IIIN TT . La máxima componente tangencial es igual al 

radio del círculo que forma 55,10=sym
IT  y 84,0=sym

IIIT , ver Figura A.6, resultando 

86,4
2

84,055,10
max =−=sym

ST . 

El segundo ejemplo se trata de un tensor simétrico, ver Figura A.7. Además podemos 
verificar que el tensor no es definido positivo. Intuitivamente nos indica que para un tensor 
simétrico la gráfica componente normal versus componente tangencial es la intersección de 
tres circunferencias. Podemos verificar también en esta gráfica que la componente 

tangencial máxima viene dada por 55,4
2

)78,0(328,8
2

IIII
max =−−=

−
=

TT
TS . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.7: Representación gráfica de un tensor simétrico. 

 
 

 NT  

  

 ST  

 















=

523
242
321

ijT  

 78,0−=IIIT   454,2=IIT   328,8max == NI TT  

 55,4max =ST  
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El tercer ejemplo trata de un tensor simétrico que tiene dos autovalores iguales. Podemos 
verificar que los valores posibles para ( NT , ST ) está limitado a la circunferencia de radio 

5,2
2

IIII =
−

=
TT

R  y centrada en el punto ( 5,1
2

IIII =
+

=
TT

TN , 0=ST ), ver Figura A.8. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.8: Representación gráfica de un tensor simétrico con dos autovalores iguales. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 NT  

 ST  

 
















−
−=

100
010
004

ijT  

 1−== IIIII TT   4max == NI TT  

 5,2max =ST  
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El cuarto ejemplo se trata de un tensor no simétrico que tiene un único autovalor real e 
igual a 964,01 −=T , y dos imaginarios, ver Figura A.9, y además se trata de un tensor no 
definido positivo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.9: Representación gráfica de un tensor no simétrico con un único autovalor real. 

En los planos correspondientes a las direcciones principales de la parte simétrica del tensor 
tenemos los siguientes valores para la componente tangencial del tensor: 

Para el autovalor 894,9=sym
IT  tenemos que: 

  

  

 NT  

 ST  

 















−=

271
122
486

ijT  

 NT  

 sym
ST  

 















=

245,2
423
5,236

sym
ijT  

 maxST  

 max
sym
ST  

 02,2−=sym
IIIT   126,2=sym

IIT  
 894,9=sym

IT  

 964,0−=IT  

 0,6;894,9max == SN TT  

 17,4;02,2min =−= SN TT  

 0,6;894,9max −== SN TT  
 17,4;02,2min −=−= SN TT  
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Para el autovalor 02,2−=sym
IIIT  tenemos que: 

1676,4 
26241702
34539652
59799672

  
9768594011680

572538138470
05751523870

 
035,1
305
5,150
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−
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,
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,
,
,

antiS
nt

r
T  (A.28) 

 

A.2.1.4 Representación Gráfica de un Tensor de Segundo Orden 
Simétrico. Círculo de Mohr. 

En este apartado vamos fijar nuestra atención en la representación gráfica de un tensor de 
segundo orden simétrico. La representación gráfica de un tensor de segundo orden 
simétrico denominamos de Círculo de Mohr, y tiene varias aplicaciones prácticas dentro del 
ámbito de ingeniería. 
Por conveniencia, trabajaremos en el espacio principal (direcciones principales) y 
supongamos que las componentes normales (autovalores) están ordenadas: IIIIII TTT >> . 
Partiremos de la expresión obtenida en (A.8), i.e.: 

2)�()�()�(22 nnn ttt
rrr

==+ ⋅NS TT  (A.29) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.10: Representación de las componentes (tensor simétrico) en el espacio principal. 

Las componentes del vector proyección )�(nt
r

, para un plano arbitrario, fueron obtenidas en 
la ecuación (A.1). Fijemos ahora que n�  es el versor del plano respecto a los ejes principales. 
Las componentes de nTt n �)�( ⋅=

r
, en el espacio principal, (Figura A.10b), son: 

 IT  

 IIIT  

 IIT  

 1x′  

 2x ′  

 3x ′  

 )�(nt
r

 

 IT  

 IIIT  

 1x′  

 2x ′  

 3x ′  

 S  

 A  

 B  

 C  

 O  

 n�   IIT  

 1�e′  
 2�e′  

 3�e′  

 a)  b) 
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3III
)�(

3

2II
)�(

2

1I
)�(

1

nTt

nTt

nTt

=

=

=

n

n

n

 (A.30)

El producto escalar )�()�( nn tt
rr
⋅  en este espacio será:  

2
3

2
III

2
2

2
II

2
1

2
I

)�(
3

)�(
3

)�(
2

)�(
2

)�(
1

)�(
1

)�()�()�()�()�()�()�()�( ��

nTnTnT
tttttt

tttttt

++=
++=

==′′= ⋅⋅
nnnnnn

nnnnnnnn eett iiijjijjii δ
rr

 (A.31)

Combinando las expresiones (A.29) y (A.31), obtenemos que: 
2
3

2
III

2
2

2
II

2
1

2
I

22 nTnTnTTT ++=+ NS  (A.32)

La componente normal NT , en el espacio principal, viene expresada de la forma: 

2
3III

2
2II

2
1I

)�( � nTnTnTnnTT ++=== ⋅ ijijN nt n
r

 (A.33)

donde utilizamos la expresión (A.5). 

Considerando la restricción: 1=iinn , 2
3

2
2

2
1 1 nnn −−= , y reemplazándola en la relación 

anterior (A.33) hallamos el valor de 2
2n : 

)(

)1(

III

I
2
3I

2
3III2

2

2
3III

2
2II

2
3

2
2I

TT
TnTnTT

n

nTnTnnTT

−
−+−

=⇒

++−−=

N

N

 (A.34)

Reemplazando también ( 2
3

2
2

2
1 1 nnn −−= ) en la ecuación (A.32) obtenemos: 

2
3

2
III

2
2

2
II

2
3

2
2

2
I

2
3

2
III

2
2

2
II

2
1

2
I

22

)1( nTnTnnT
nTnTnTTT

++−−=
++=+ NS  (A.35)

Sustituyendo 2
2n  obtenido en (A.34) en la ecuación anterior resulta: 

[ ] IIIIIIII
2
3IIIIIIIII

22  ))(( TTTTTTnTTTTTT −++−−=+ NNNS  (A.36)

Despejando 2
3n ; 

))((
 ))((

IIIIIIIII

2
III2

3 TTTT
TTTTT

n
−−

+−−
= SNN  (A.37)

Análogamente, podemos obtener 2
1n  y 2

2n , resultando: 

0
))((

 ))((

IIIIIII

2
IIIII2

1 ≥
−−

+−−
=

TTTT
TTTTT

n SNN  (a) 

0
))((

 ))((

IIIIIIII

2
IIII2

2 ≥
−−

+−−
=

TTTT
TTTTT

n SNN  (b) 

0
))((

 ))((

IIIIIIIII

2
III2

3 ≥
−−

+−−
=

TTTT
TTTTT

n SNN  (c) 

(A.38)
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Considerando que IIIIII TTT >>  podemos verificar que las ecuaciones (A.38) (a) y (c) 
tienen denominadores positivos, como consecuencia sus numeradores deberán ser 
positivos, pues el miembro de la izquierda es positivo ( 02 ≥in ). Sin embargo, la ecuación 
(A.38) (b) tiene denominador negativo, por lo que su numerador tendrá que ser negativo, 
es decir: 

[ ]
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[ ]
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⇒
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2
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1

SNN
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SNN

SNN

SNN

SNN

TTTTT

TTTTT

TTTTT

TTTT
TTTTT

n

TTTT
TTTTT

n

TTTT
TTTTT

n

 (A.39) 

Expandiendo las desigualdades anteriores (A.39) y factorizando, resultan: 

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]2III2

12
III2

12

2
IIII2

12
IIII2

12

2
IIIII2

12
IIIII2

12

)()(

)()(

)()(

TTTTTT

TTTTTT

TTTTTT

−≥+−+

−≤+−+

−≥+−+

NS

NS

NS

 (A.40) 

Las ecuaciones anteriores son ecuaciones de círculos. El primer círculo, de centro 
)( IIIII2

1 TT +  y radio )( IIIII2
1 TT − , nos indica que los puntos factibles para el par ( SN TT ; ) 

estarán en el exterior del círculo 1C           , incluyendo la circunferencia, ver Figura A.11. El 
segundo círculo, de centro )( IIII2

1 TT +  y radio )( IIII2
1 TT − , nos indica que los puntos 

factibles estarán en el interior de la circunferencia 2C           , incluyendo la circunferencia. 
La tercera ecuación nos indica que los puntos factibles serán exteriores a la circunferencia 

3C        , cuya circunferencia tiene radio )( III2
1 TT −  y centro )( III2

1 TT + . Teniendo en 
cuenta las tres ecuaciones, la zona factible será la zona señalada en gris de la Figura A.11, 
incluyendo las circunferencias 1C , 2C , 3C . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.11: Círculo de Mohr � zona factible. 

 IT   IIIT   IIT  

 ST  
 zona factible 

 1C  

 2C  

 3C   NT  
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En el círculo de Mohr podemos identificar los valores máximos de maxST  obtenidos en el 
subapartado anterior, de forma mas sencilla, ver Figura A.12. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura A.12: Círculo de Mohr. 
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