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§ (. +7)d0 =017, 167, x0.2-16 (¢, +7,)x 0.2+ 2x 2586 x o,1><%+
BEFC

+41,376x0,2 = (0,32 7, + 0,84 7, ) +10,8612 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones

7, = 24,789 MPa
7, = 3,486 MPa
B
b(“\
N
T T
A 1 2
«««««« AL
| T | B T, |
& f &
16T, L6(THTy) | 1,67,
& f t
| . | I
D E F

Fig. 3 Distribucién de tensiones tangenciales debido a las hiperestéaticas

t|a=1, +7, = -258,62 & + 24,789

o|%=7, +1,6 7, = -2 586,2 £(0,1 - £/2) - 43,097
7|P=r, +7, =258,6 & 26,935

E=7, —1,6(r, +7,)=—-2586,2 £ (0,1— £/2)— 45,24

r|5=17, +7, =-258,6 £ +3,486

tlf=17, +1,6 7, = 25862 £+(0,1-£/2)—35,798

En la figura 4 puede verse la distribucion final de tensiones tangenciales.
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3,486
26,935

22374
43,007 A - - B C 35798

24,789 % 58,171

— - —— = —
pmuy
— e =\ —=  —=

56,028 48,729
24,789
43,097 D - B F 35,798
26,935 e 22,374
’ 4524
MPa

Fig. 4 Distribucién final de tensiones tangenciales.
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Problema 5.29 Hallar la distribucién de tensiones tangenciales en la seccién de la figura 1
cuando un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 500 kN actlia en la seccion.

F A e=1,5cm B
30 cm +1cem + lcem t1cem
1,5 cm
E D C
20 cm 50 cm
T T

Fig. 1 Seccion correspondientes al problema 5.29

El esfuerzo cortante pasa por el centro de esfuerzos cortantes. Determinar asimismo la posicién
de éste.

Solucién
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale

| =54.000 cm*

Dado que existen dos celdas cerradas, existiran dos tensiones tangenciales hiperestaticas. Para
calcularlas, se realizan los dos cortes de la figura 2

F A B
P | |
st |
| f[t157, @ 1,57,
RN | &
o MW Y

E D C

Fig.2 Tensiones tangenciales hiperestaticas
La distribucion de tensiones tangenciales en la seccion abierta valdra (figura 3).
|B Qm,  500x15x15¢&

7 = _ =-0,13889
Y 1,5x 54.000 d

AN __500x1x[L.125+ £(15 - &/2) = —10,41667 - 0,00926 (15 — £/2)
2ls 1x 54.000
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o 500 (1.125-1,5x15 &) _ 6944+ 0,13889 £

4D 1,5 % 54.000

£=0,00926 & (15-£/2)

@

7|5 =-0,13889 &

)

r,|2=-2,778+0,13889 &

6,944
2,778

sase? F[[[re, A T[] B 1041667

_>_>_> <_<—<—<_<_<—<—1

115 : ‘|

1,04163 1 11,4583

5,2083 |
| g
==

—~ —-— —_ - e e —— ——  —

41667 E DW C 10,41667
2,778
5 6,944

Fig.3 Distribucién de tensiones en la seccién abierta (unidades: kN/cm?)

Imponiendo las condiciones

i%dg:o

ffédg:o

siendo 7 las tensiones totales (suma de las correspondientes a la seccion abierta mas las
hiperestaticas), se obtiene:

190 7, +45 7, = 659,70
457, +130 7, =180,556
Es decir,

7, =3,424 kN/cm? z, = 0,204 kN/cm?
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La distribucion final de tensiones tangenciales se escribira:

r|5=7.|% +7,=3,424-0,13889 &

rlS=1,|5 +1,57, =-5,281-0,00926 £(15-£/2)
712=1,|Q +7, =-3,52+0,13889 ¢

o|%=7,|% +1,57, +15 7, = 5,442+ 0,00926 £(15—&/2)

Qo
>

7F=7|% +7,=0,204—0,13889 &

t|E=17,|f +1,57, = -3,86-0,00926 £(15-&/2)

7P=17,|° +7, =-2,574+0,13889 &

En la figura 4 puede verse la distribucion final de tensiones tangenciales

2,574 3.424
386 F A m B 5281
T S st
g 1 3,52
49 f | 6,484 6,323
1 1 3,52
| 0204 5,442 B

386 E 5 W C 5281

Fig. 4 Distribucion final de las tensiones tangenciales.

Para determinar el centro de esfuerzos cortantes, se toman momentos de todas las tensiones
respecto al punto D.

M .. =5.273,55

tens

El momento respecto al punto D, producido por el cortante Q =500 KN situado en el centro de
esfuerzos cortantes vale

Mg =500 X
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Igualando

X. =10,56 cm (ala derecha de D)
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Problema 5.30 La secci6n indicada en la figura esta sometida a un esfuerzo cortante vertical
ascendente Q =400 kN. EIl espesor de todas las paredes es constante y vale 1 cm.

a) b)
A
40 cm tQ 40 cm
R o B
20 cm 40 cm 20 cm 20 cm 40 cm 20 cm
? 7 ! 7

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.30

Una vez cargada la seccion, se suelda la chapa AB también de 1 cm. de espesor, descargandose
seguidamente la seccion.

Determinar la distribucion de tensiones tangenciales una vez la seccién ha sido descargada.

Solucion
El centro de gravedad de la seccion a) esta situado a 26 cm de la fibra inferior, y el momento de

inercia |7 respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale |, = 55467 cm®.
Por lo que respecta a la seccion b) el centro de gravedad se sitiia a 23,33 cm. de la fibra inferior
y el momento de inercia vale 1) = 61333 cm®.

En adelante las mismas que se utilizaran sin el meganewton (MN) y el metro (m).
Dado que en los puntos de corte del eje vertical de simetria con la seccion las tensiones
tangenciales son nulas, se puede escribir (ver figura 2).

E c 0,16 £x0,4
—g =2 —_ 11538
T|A [|E 55467x107° d

b 0,4 £(0,16-&/2)
=-2x11538x0,2— = —46,15- 721,15 £(0,16 — &/2
e 5546710 sore-¢/2)

T|D _ 0,24£x04
B 55467x107°

=173,08 &£

Se introduce seguidamente la pared AB, proceso en el cual no se generan tensiones.
Seguidamente se retira el esfuerzo cortante Q, lo cual es lo mismo que mantenerlo y aplicar un
esfuerzo igual y de sentido contrario —Q. Para hallar la nueva distribucion de tensiones
tangenciales producidas por —Q se corta la seccion por el punto A de las paredes AE y AE",
introduciéndose dos tensiones tangenciales hiperestaticas (figura 3) que por simetria seran
iguales.
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X3
23,08
cMﬂ@WﬂWA
46,15 Fm
’I ‘ 16 cm
E
5538 _ — -
= | X2
1 ‘ 24 cm
1 a &
- «‘T_‘
34,61 D 'B
34,61
MPa

Fig. 2 Distribucion de tensiones tangenciales en la seccion a)

27T,
/ W /
C E'—»—a—» ‘A«%l—«t E' c

} f }

f’Cl 2’51‘ ’Elf

} f }

% ! T, |

D — «B — D'

Fig.3 tensiones tangenciales hiperestaticas

Se determina en primer lugar la distribucion de tensiones tangenciales en la seccion abierta
(figura 4).
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C E A

‘ I 16,67 cm

& [Simetia

52,55

— >—

‘ 2333 cm

34,8 D B

34,8

Fig. 4 Distribucion de tensiones tangenciales en la seccién b) abierta

E

- | - |E _ 0,16(57 X é:X 0,4
alaale o 61333x1078

=108,72 &

0,4 £(0,1667 - &/2)

61333x10" = 43,49+ 652,18 £ (0,1667 — £/2)
X

7,|s =2x108,72x0,2 +

5 _ 0,4£(0,1667-¢/2)

— 65218 £ (01667 — £/2
Tl =61 333x10° 3 £/2)

1 0,2323£x04
2 61333x10°

7, =652,18x0,4x(0,1667 - 0,4/2) =-434-1515¢

Para determinar el valor de la incognita hiperestatica se impondra la condicion de que el
desplazamiento relativo entre ambos labios del corte sea nulo, es decir

§ Ta +-Th“) dr =0
AEDBA
dr 23,484 —(0.2+0,4+0,2+0,4x2)7,
Ty +Thin )= = =0
(a hlp)G G
AEDBA

De donde se obtiene 7, = 14,68 MPa
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Por lo tanto, la distribucion de tensiones tangenciales debidas al proceso de descarga sera (ver
figura 5).

r|b=1,|5—7, =-14,68+108,72 &
7|8=17,[5=108,72 &

t|E=17,|5—7, = 28,81+652,18 £(0,1667 - &£/2)
r|8=17,|%427, =29,36 + 652,18 £ (0,1667 — £/2)

tlo=1,|5+7, =1034-1515¢&

' 16,67 cm

f
f % 38,42
jE/ Simetria 2

23,33 cm

20,12 D —-— B\ 20,67
110,34

20,12

MPa

Fig. 5 Distribucién de tensiones tangenciales producidas por la descarga

Las tensiones finales se obtendran sumando las tensiones producidas por Q = 0,40 MN en la
seccion a), a las producidas por Q = -0,40 MN en la seccion b), es decir

olh=—11538 £—14,68+108,72 £ = ~14,68 - 6,66 £

o|§=—11538 £ +108,72 & = 6,66 £
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7|E=—46,15-72115 £ (0,16 — £/2)+ 28,81+ 652,18 & (0,1667 — £/2) = —17,34— 6,666 & + 34,485 £

2=173,08 £+10,34-151,5 £ =10,34 + 21,58 &

)

7]8=29,36+ 652,18 £ (0,1667 — £/2)

En la figura 6 puede verse representada la anterior ley de tensiones tangenciales.

e

16,012 14,68
C 133MPa A 2936

~~— - —— —= —=

17,34 E i
! 16,67 cm

f
17,66 L 38,42 -
’ ' % Simetria E
'
f

¥ 23,33 cm

~1

14,49 DMMB 20,67
10,34

14,49 |

MPa

Fig. 6 Valor final de las tensiones tangenciales
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Problema 5.31 En el centro de gravedad de la seccion de la figura 1 actGa un cortante
ascendente Q. Hallar el valor de Q, considerando que la tension tangencial maxima es de

240/+/3 MPa.

e=2cm A
4+ 1cm Q lcm 4 35¢cm
2 cm
5
18 cm 18 cm

Fig.1 Seccidn abierta

Después de la aplicacion del cortante Q, se suelda en el lado AB del perfil de la figura 1 una
pieza de paredes delgada cerrada, de seccién rectangular. Resulta la seccién de la figura 2. El
material de las dos piezas es el mismo.

C A e=2cm E
+1lcm +2cm Iem 4 35cm
2cm
D B ‘ F
18 cm 18 cm 36 cm
T

Fig.2 Seccidon ampliada
Una vez soldadas las dos piezas se libera la fuerza Q. Hallar la distribucién final de tensiones
tangenciales (se prescindira de los efectos debidos al momento torsor).
Solucion

El momento de inercia de la seccidn abierta respecto a un eje horizontal que pasa por el centro
de gravedad vale

|, =51.246 cm*

Dado que la seccion abierta es simétrica, es suficiente con calcular la distribucion de tensiones
de la mitad de la misma. La distribucion de tensiones tangenciales viene dada por la expresion
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C
o = _&I ex17.5x ¢ = _IQ 17,5 & =—0,0003415 Q &

2 2

—IQ [2x18x17,5+ & (17,5-&/2)] = -[0,0123+ 0,000019513 £(17,5- &/2)] Q

2
7/0=(~0,006147+0,0003415 £)Q

La tension maxima se produce en el punto medio de AB y vale -0,01529 Q.
Igualando la maxima tension tangencial a la tension admisible:

0,01529Q = 240 Mpg = 24 KN
J3 J3 cm
Q = 906,24 kN

En la figura 3 se puede ver la distribucion de tensiones tangenciales.

0,006147 Q = 5,57 0,006147 Q = 5,57
0,0123Q=11,15 C ‘ A 0,0123Q=11,15
‘:f Tt
& g
f \
f \
0,01529 Q = 13,86 | ‘ f 10,01529Q = 13,86
\ ]
‘ f
€
==
0,0123Q=11,15 D B 0,0123Q=11,15
0,006147 Q = 5,57 0,006147 Q = 5,57

Fig. 3 Distribucion de tensiones tangenciales en la seccion abierta

Cuando se juntan las dos piezas y se elimina el cortante Q, el efecto es el mismo que dejarlo y
aplicar un esfuerzo cortante igual y de sentido contrario. Para hallar la distribucion de tensiones
tangenciales es preciso dar un corte (en este caso por H) e introducir una tensién tangencial

hiperestatica 7, .

El momento de inercia |2 de la nueva seccién valdra

1, =102.492 cm*

La distribucion de tensiones tangenciales de la seccion ampliada, abierta seran (figura 4).
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Talt= 7o 5= 7| a= 7 X =0,00017075Q £ = 0,15474 £
7,[e=1,|5=17.|%=[0,00615+0,000009756 £(17,5 ~ £/2)| Q = 5,57 +0,00884 & (17,5 - £/2)

h=1s= r‘ o=/ %=(0,003073-0,0001707 £) Q = 2,785 -0,1547 &

2,785 2,785 2,785
557 A C > E F 557
- | |
f f
6.93 | 6,93 | 6,93
f f
I —— L f
557 B D H G 557
2,785 337 5 785 2,785

Fig. 4 Distribucién de tensiones tangenciales en la seccién ampliada, abierta.

Analizando un detalle la distribucion de tensiones en la figura 4 se deduce que
7,=0

Sumando las dos distribuciones de tensiones, se obtiene la distribucion final de tensiones, que
puede verse representada en la figura 5

2,785 o 2788 2,785
557 A C E F 557
[ \
f == &
6,93 f 6,93, i 6,93 | 6,93
{ ]
| — |
I e — _ _ _ |
557 B D H G 557
2,785 RSUPETT 2,785

Fig. 5 Distribucion final de tensiones
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Problema 5.32 Determinar la distribucién de tensiones tangenciales en la seccién de la figura
1 cuando actta un esfuerzo cortante Q,, vertical, descendente de valor Q = 100 kN.

x3“

40 cm A

CEC. X2

e=1cm
C.G.

1 10 cm L 10 cm 1

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.32
Solucién

Los momentos de inercia respecto a los ejes X, X3 valen

I, =19 305 cm*
|, =2147 cm*
l,, =4974 cm*

1,1, —15, =16 707159 cm®

Fig. 2 Tensiones tangenciales hiperestaticas
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La seccion es cerrada con dos celdas. Sera, por tanto, preciso efectuar dos cortes e introducir en
ellos dos tensiones tangenciales hiperestaticas (figura 2)

Dado que Q, =0 y Q, =—100KkN, la distribucion de tensiones tangenciales en la seccion

abierta viene dada por

Q,
Ta :_l | 2 (|3 Mgy — 13 me3)
213 7 13

B 100

=————|2147x20£-4974 £ (10— &/2)|=-0,0407 £ +0,014886 &2
Tala = o759 (2 147%20¢ £(10-¢/2)]=-0,0407 £ +0,014886 &

c 100
male = Tc707 150

16 707 159
=1,0816+0,012851 £(20 - £/2)

{2147 x[200+ £(20 - &£/2)]-4974x50 }=

c 100 .
7|, =— 2147 (20— Esin /2)—-4 974 £ (10— & cos a/2)| =
da = Te707 130 2147 ¢ (20— £sin /2)=4974 ¢ (10~ S cos 0/2)]
=-0,0407 & +0,00091 &2
z,|E=0,0407 £ +0,014886 &2
7,|2= —1,0816 £ -0,012851 & (20 - £/2)
7.5 =0,0407 £ +0,00091 &£

1,0816 2,73 cm

1,0816 B

| |

||

||

3,65

3,65

a

|
¥
0,46 / lv
(N ¢

fy [
v/l
E:i "D 1,0816

ot

2,73 cm

1,0816

MPa

Fig. 3 Distribucion de tensiones tangenciales en la seccién abierta
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La distribucion anterior puede verse representada en la figura 3

Para determinar las tensiones tangenciales hiperestaticas se impone la condicion.

§éd§=0

|
S
=dé=0
Is
La primera integral se escribe

I Bd§+J‘ |Cd§ J‘|Cd§ (AB+BC+AC):0

de donde se obtiene
65,612 +52,3617, =0
es decir,
7, =-1,25kN/cm?
Anélogamente
=—1,25kN/cm?

Sumando las tensiones correspondientes a la seccion abierta a las tensiones hiperestaticas se
obtiene:

7|5=-1,25-0,0407 & +0,014886 &
7]S = -0,1684 +0,012851 £(20 - £/2)
7/$=1,25-0,0407 £ +0,00091 &°
7|2=1,25+0,0407 £ —0,014886 &
712=0,1684 —0,012851 & (20— £&/2)

7|8 =-1,25+0,0407 £ —0,00091 &

La distribucion final de tensiones puede verse representada en la figura 4
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0,1684
B
S
‘ 1,25
f
f
f
C 2.4
0,79
E [ >75>
1,25
1,28 1,25
1,36 cm
MPa

Fig. 4 Distribucion final de tensiones

380
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Problema 5.33 La seccion de la figura (el espesor de las paredes es constante e igual a
1,5 cm) estd sometida a un esfuerzo cortante vertical, ascendente, Qs de valor
Q, =900kN . Hallar y dibujar la distribucion de tensiones tangenciales.

30 cm

30 cm

30 cm ‘

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 5.33

Solucién

En la figura 2 pueden verse los ejes locales de la seccidon asi como la posicion
del centro de gravedad de la misma.
Los momentos de inercia respecto a los ejes X, X, valen:

I, =57375x10"cm* I, =1,6875x10*cm* 1,, =-1,0125x10* cm*
A=1,1,-1; =8,656875x10°cm*

X34
B -5
C
Ia

22,5 cm

Fig.2. Ejes locales y posicion del centro de gravedad
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Dado que Q, =0, el flujo de tensiones tangenciales viene dado por:

Q,
Te:_l | |2 (I3me2_|23me3)
2137 13

La distribucion de momentos estaticos se escribe:

A =156037.5-¢/2)

=1,5x7,56=11,25¢&

=1012,5+337,5+1,5&(7,5-&/2)=1350 +1,5&(7,5— &/2)
=1012,5-1,56x22,5=1012,5-33,75¢

=—1,5x7,5& =-11,25¢

=15&(22,5-¢/2)

=-337,5+337,5-1,5x7,5& = -11,25¢
=-3375+1,54(-7,5+&/2)

e2

) @
S [\S]

®
0o

)
9%}

3 3 3 3 3 3 3 3
My g OW »>»W gm wg O®

@
)

Introduciendo los anteriores valores en la expresion del flujo de las tensiones
tangenciales se obtiene la distribucion de las mismas. Dicha distribucion puede verse
representada en la figura 3

63,158 5625
ol [
157,8947
156,9 -
MPa

T
|
1
I
¥
[

94,7368

94,7368

Fig.3. Distribucion de tensiones tangenciales
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Problema 5.34 En la seccion de paredes delgadas que se representa en la figura 1
actua un esfuerzo cortante vertical ascendente Q =200kN . Estando la pieza en carga,

se suelda la chapa AB quedando la seccion que se representa en la figura 2. Una vez
realizada la operacion anterior se retira el esfuerzo cortante Q,. Determinar la

distribucion final de tensiones tangenciales en la recta AC.

Notas:
e El espesor de todas las paredes es constante y vale 1 cm.
e Los momentos de inercia de la seccién en L valen:

l,, =4950cm* 1, =1866,67cm*  I,, =-1800cm*

14 cm

X3
30 cm

9 cm

20 cm ‘

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 5.34

X3 15cm

30 cm —e

15 cm

20 cm ‘

Fig.2.Secci6n modificada
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Solucién

384

La posicion del centro de gravedad de la seccion original en L puede verse

representada en la figura 3

77A
g
21 cm
X3
G X,

9 cm

C

4 cm ‘ 16 cm ‘

Fig.3. Posicion del centro de gravedad

El flujo de tensiones tangenciales viene dado por

—Mg 1,

m,, |
e2 '3
T = Q3 w 2
2137 1

El cociente —Q3/e(|2 I, - I223) vale:

9 —=- 200 —=-3,3333x10"° kN/cm’
I, 1,—15  4950x1866,67 —(~1800)

Los momentos estaticos de la pared AC (figura 3) respecto a los ejes X, y X, valen:

me2

S=£Q1-g/2)=216-5

Por lo que, la distribucion de tensiones tangenciales de AC se escribe

2
7,[% =-33333x10° {1866,67 [215 —%J + 1800(—45)} -

=0,03111&% —1,06666 & sz (¢ encm)
cm
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Una vez se suelda la pared AC se retira el cortante Qs, es decir, se le deja tal cual
esta pero se le anade uno igual y de sentido contrario actuando en la nueva seccion.
Dicha seccion tiene, respecto al eje X2, un momento de inercia de valor

| =11250 cm*

La distribucidn de tensiones tangenciales viene dada por

—Q .
T=——T
el e2
El cociente Q/el vale
Q_ 200 41778 <N
el 1x11250 cm

y como

me2

2
< :20x15+§(15—§]:—%+15§+300 cm® (£encm)

La distribucion de tensiones tangenciales vendra dada por

2 2
rz‘i = 0,01778[— % +15¢& + 300] = —0,00889% +0,2667¢& + 5,334 sz (¢ encm)
cm
Sumando 7, Yy 7, la distribucion final vendra dada por
oS =[S +7,[% = 0022227 -0,79996 & + 5,334 sz
m
Dicha distribucion puede verse representada en la figura 4
5,334 A
‘
8,838 cm ‘
_ ‘ 18 cm
t kN/cm2
f
' 1,866 —
f
f
| ~ [2.8350m
11,3332 C

Fig.4. Distribucion final de tensiones tangenciales.
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Problema 5.35 En la seccion de la figura 1, el espesor de las paredes vale 1 cm. Hallar:

a) Distribucion de tensiones tangenciales cuando actia un esfuerzo cortante vertical
ascendente de valor Q = 200kN

b) Centro de esfuerzos cortantes

J 25 cm
B A
50 cm
DU
15 cm
D
J 35cm J

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.35

Solucién

a) En la figura 2 puede verse la posicion del c.d.g. Respecto a unos ejes X, X3, que pasan
por dicho punto, los momentos de inercia valen

I, =6.3651cm*
I, =12.281cm*
l,, =-10.204 cm*

1,1, -1} =677.576.315cm®

La distribucion de tensiones tangenciales viene dada por

TGZ—;[(Q3|3 —Q2|23)me2 +(_Q3|23 +Qz|2)me3]

2
|2|3_|23

Los momentos estaticos M,, y M., valen:

m,,|5=30,4¢
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L|S=760+&(30,4—£/2)

m,,|2=1.030 +£(19,6 + 0,197 &)
B
m,;| , =5(16.34-¢/2)

C o6 8,66 &
eSB_ >

D
Mgy =337+ £(0,46 £ —8,66)

Dado que Q,= 0, la distribucién de tensiones tangenciales se escribe

B 1
4P = [200x12.281x30,4& +200x10.204 (16,34 — £/2)| =
|A 677.576.315[ 3 &( £/2)]
—0,1594& +0,001506 £
c 1

- {200x12.281 4—£/2)]+200x10.204(96 — _
ly =~ gys 1200x12.281{760 + (30,4~ &/2)] + 200x10.204(96 -8.,66¢) |

—3,04-0,0841& +0,0018125 &7

X3‘
3,04

3.04 B| || J]J\A

—~
Ay
mi

30,4 cm
T=4,02

8,66 cm

Fig. 2 Distribucién de tensiones
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b)

: 1
= {200x12.281x[1.030- £(1 |
fle 677.576.315{ 00x12.281x[1.030 - £(19,6 + 0,197 )]+

200x10.204 x [-337 + £(0,46 £ = 8,66)]} = —2,72 +0,097133 & —0,0006714 &£

En la figura 2 puede observarse la distribucion de tensiones

Tomando momentos de las tensiones respecto al punto C:
25

M = [50x75 d& = ~2.098,44 kN xcm
0

Este momento debe ser igual al producido por Qs situado en el centro de esfuerzos
cortantes, el cual se supone situado a una distancia X,, del punto C. Es decir

X,. Q = —2.098,44
X,, 200 = —2.098,44

0 sea:

X,. =—10,49 cm. (esta por tanto situado a la izquierda de C)

Para determinar la ordenada del centro de esfuerzos cortantes, es preciso calcular la
distribucién de tensiones tangenciales en AB cuando act@ia un esfuerzo cortante
horizontal Q,

B 1
T|A:_ ) [_Q2|23me2+Q2|2me3]:
|2|3_|23

9
677.576.315
= (~0,001993¢£ +0,000047£7)Q,

[10204x30,4 £ + 63651£(16,34 — £/2)] =

Tomando meramente momentos respecto a C:
25

~%,,Q, = [50Q,(-0,001993& +0,000047 £ )d&
0

X,, =18,9cm

Por lo tanto, las coordenadas X,c y Xz. del centro de esfuerzos cortantes, referidas al
centro de gravedad valen

X, =—8,60+ X, =—19,15 cm

X5, =—19,6+ %, =—19,6+18,9 =—0,7 cm
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Problema 5.36 Determinar el centro de esfuerzos cortantes C de una viga de pared delgada
cuya seccion transversal se ilustra en la figura 1. El espesor de la barra AB es ty, el de la barra
DE es t, y el de la barra central t,..

- A

D —

o
hl F h2
C

E —

-~ B
b

Fig. 1 Seccion de paredes delgadas correspondiente al problema resuelto 5.36
Solucién

El centro de esfuerzos cortantes se obtendra directamente tomando momentos respecto al punto
F en vez de utilizar la expresion (5.59).

El momento de inercia respecto a un eje horizontal y que pase por FC vale

1 1
|2 ZEtl hl3 +Et2 hz3

Si actia un esfuerzo cortante vertical, ascendente que pase por C, la distribucion de tensiones
tangenciales en DE vale

hz_é

|D |2

Por lo que, tomando momentos respecto al punto F

h2
2, Qg
eQ=bt, —h, —=
Q=bt; 3,
es decir,
e:btzhj
121,

Notese que si t; =t, y h; =h,, entonces e = b/2
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Problema 5.37 En la seccién que se acota en la figura 1 se pide:

Hallar la distribucion de tensiones tangenciales, acotando los valores mas significativos,
motivadas por un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor Q = 600 kN. Indicar el punto
del eje x, por el cual debe pasar para que no haya momento torsor.

X3‘
A N
2.7 cmL | | §,
| | 1,8 cm
2 cm
7.1 cm ﬁ
1 309
1,4 cm
50 cm 16 cm .
G J X
38 cm J‘
2
A=270,68 cm
2,7
7em] [7 | 1,,=74.470,9 cm’
20 em 1,,=55.727 cm’

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema resuelto 5.37

Solucion

Para mayor claridad, en la figura 2 pueden verse representados los ejes de las paredes de la
seccion.

Para la distribucion de tensiones tangenciales se utilizaran como unidades el meganewton (MN)
y el metro (m). Dicha distribucion se obtendra a partir de la expresion (5.15), es decir (ver figura

3):

-Tramos 1,2y 2,3

2 3 Qm, 0,6 x0,2365x¢&
&=t = T T aoeeios 00
2 9
-Tramos 2,5
s —19,054x2x0,027 0,6
7, = — = & 0,2365—£ =
0,018 74 470,9%x10 2

—57,162 -805,68 & (0,2365 - %]
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X3
2,7 cm
41,8 cm
8 cm
42cm
1,4 cm
473 cm 16 cm } —
G X3
37,9 cm
2,77 cm
20 cm

Fig. 2 Ejes de la seccién correspondiente al problema resuelto 5.5
-Tramos 5,7y 5,6

7

T|s=T

(=—7|}=190,54 ¢

-Tramo 9,10

0w —0,6x&(0,08-¢)
- — 805,68 & (0,08 -
o T34 4709%107 84 (008-2)

19,054
sa62 3_ 1D/
T
le
? 9 X3 9
/ } g !
; ‘4* gifi 2,578
76,69 | | -
\ el G fP Xy
v ) f
[
- I
fl 0,077 m
€ = -
57162 7 5
19,054
MPa

Fig. 3 Distribucion de tensiones tangenciales

391
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Por lo que respecta a la posicion del centro de esfuerzos cortantes, puede utilizarse la expresion
(5.59) o bien directamente tomar momentos respecto al punto 4 de las fuerzas externas (600 kN)
y de las fuerzas internas (tensiones tangenciales). Procediendo de esta tltima forma:

0,6 (x,, +0,08)=0,379 x%x 0,16x2,578x 0,02

de donde se obtiene
X,, =—0,077 metros

que da la posicion del centro de esfuerzos cortantes.
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Problema 5.38 En la seccién de paredes delgadas cuya forma y dimensiones se indican en la
figura 1, el espesor es constante en toda la pieza vale e.
Se pide:

Determinar el centro de esfuerzos cortantes.
X3 \

o ¢ :;OL

a=30°

2a —

Ny

B

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.38

Solucién

Logicamente, por motivos de simetria el centro de esfuerzos cortantes se halla situado sobre el
eje Xo. El momento de inercia respecto a dicho eje vale

| =3,8333ea’

Cuando actia un cortante Q ascendente la distribucion de tensiones tangenciales en la pared
vertical vale (figura 2).

QL2sea’+e&(a—&/2)] (03261 0261 013043 £2
ex3,8333ea’ ea ea’ ea’

Tomando momentos respecto al punto E.

— 2
M, = EF x [reds=17321ax Ze

BC

[0.3261+ 40,4565+ 0.3261]x - = 1431 Q a
ea

Mext :XO Q
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X3‘

Fig. 2 Distribucion de tensiones tangenciales en la pared vertical

Igualando,
X, =1,431a
y también

OF =1,7321a-1,431a=0,301a

394
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Problema 5.39 Determinar el centro de esfuerzos cortantes O de una viga de pared delgada y
espesor uniforme, cuya seccién se indica en la figura 1.

le

L@ @)

12,7 cm 10,16 cm

7,62 cm 5,08 cm

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.39

Solucion

El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale
| =428,8t

siendo t el espesor de cada pared.

La maxima tension tangencial en cada pared vale:

y como

I, =1, =%12,73 =170,7 t
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I, =L 10,16’ = 87,4t
12

resulta
170,7 t
=Q,=— = 0,40
Q=Q 4288 t Q Q
87.4t
=0 =0,20
Q 4288t Q Q

Tomando momentos respecto al punto A
040Qx7,62+020Qx(762+508)=1. Q
es decir

. =559¢cm

396
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Problema 5.40 En la seccion que se representa en la figura 1 se pide determinar la posicién
del centro de esfuerzos cortantes.

C B
I
RS
E e=0,5cm 11,5 cm
D A
19,75 cm
I

Fig. 1 Seccion correspondiente al problema 5.40

Solucion
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale
| =962,357 cm*

Se determina, en primer lugar, la distribucion de tensiones tangenciales. Para ello, se realiza un
corte en el punto medio de AB y se introducen unas tensiones hiperestaticas 7,,.

La distribucion de tensiones tangenciales en la seccion abierta se escribe (ver figura 2).

b)

17,18

Fig. 2 Distribucion de tensiones tangenciales: a) Seccion abierta. b) Tensiones hiperestaticas.

B _Qmezz_Q 0,5&%/2

== =—0,52x107 &?
le 0,5% 962,357 - Q

Qx0,5%x&%5,75 _(

C -3
.| =-17,18x10 -
a|B Q 0,5% 962,357

~17,18-5975 £)Qx10~°

2 .
0|2 = -135,18x10% Q- LXUIXSTI SING _ (13548 3436 5ina)x 10 Q
c 0,5% 962,357
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A Qx05¢&°/2

= =0,52x107 &7
lo 0,5x 962,357 ¢ Q

Qx0,5Ex5,75
0,5x 962,357

7|, =17,18x107 Q+ = (17,184 5,975 £)x107 Q

Debe cumplirse que

jtgﬂ’df:éfffdf:éff(fa"‘%)df:o

/2

5,75
wxlwn [(135.18+34.36 sinar) 5.75 dar | x
0

fr,de=-2x| [ 052 de+
0
x107 Q=-5912Q
§z, d&=69,06 7,
Es decir
-5912Q+69,06 7, =0
0 sea:
7, =85,6x107 Q
Tomando momentos de las fuerzas internas (tensiones) respecto al centro del semicirculo:

5,75
M., =2x0.5%|19.75 [ (-0,52 £ +85.6)d& +5.75 (—w

0

+ 85,6)1 9,75+

7/2

j 5,75 (~135,18 34,36 sinax +85,6) 5,75 da} x10°Q=6,43Q
0

M =X5c Q
Igualando (figura 3)

X,e = 6,43 €M
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Fig. 3 Posicion del centro de esfuerzos cortantes
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Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsion

Problema 6.1 La seccion que se acota en la figura 1 estd sometida a un momento torsor de
valor M, . Sabiendo que las maximas tensiones tangenciales admisibles valen 7. =80 MPa,

hallar:
a) Valor que puede alcanzar M,

b) Giro por unidad de longitud

. 25cm N
| |
B 1,5 cm A
+—— . ]
M
40 ¢cm ) G =85.000 MPa
-4 0,8 cm
- ) |
C 1,5 c¢m D

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.1

Solucion
Sea:

M,, el momento torsor que actua en la pared AB
M,, el momento torsor que actuia en la pared BC
M., el momento torsor que acttia en la pared CD

De acuerdo con la expresion 6.47 el angulo especifico de torsion & debe ser el mismo para cada
una de las paredes, es decir:

0= My _ M, _ Mis _ M,
lone lobe lope lgYhe
3 1 3 2 2 3 3 3 3 — i i
O sea:
b, € 25x(1,5)’ 84,375
My =22 M, = ' _ M, =22 M 20,446 M,
25x(1,5)’ +40x(0,8)’ +25x(1,5) 189,23

Db e’
i=1
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b, &3 40%(0,8)’
_322 MZ ( )

Mt2 - t
b, & 189,23
i=1

M, =0,108 M,
M, =M, =0,446 M,

La tensidn tangencial maxima en cada una de las paredes valdra

(o), = a___O4OM._ 4 52379 m,

1 1
§b1 e §><25><(1,5)2

M, 0108 M,
1b2 e 1><40><(0,8)2
3 3

=0,01266 M

(Tmax )2 =

t

(Tmax )3 = (Tmax )1 =0,02379 Mt
Con lo cual, si 7, =80 MPa=8kN/cm?, igualando

8=0,02379 M, = M, =336,28 kN xcm =3,3628 kN xm
8=0,01266 M, = M, =63191kN xcm=6,3191kN xm
8=0,02379 M, = M, =3,3628kN xm

Logicamente se elije el menor valor de todos ellos, por lo que
M, =3,3628 kN xm

De acuerdo con (6.47) el angulo especifico de torsién valdré:

M 3,3628 kN xm

0= O
;G Db e ;xssooo MPa 189,23 cm*

=0,0627 rdn/m
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Problema 6.2 En la seccién de paredes delgadas que se representa en la figura 1, hallar:
c) Valor del maximo momento torsor que puede resistir la seccion si las maximas
tensiones admisibles valen 7., =250 MPa
d) Mddulo de torsion
e) Si el modulo de Elasticidad transversal vale G =91GPa, hallar el angulo especifico

de torsion.
e=1,5cm

e=0,5 cm 10 cm

+e=05cm 20 cm

e=0,5cm } 10 cm

e=1,5cm
15 cm 15 cm ‘
Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.2
Solucion

El momento torsor total M, se descompone en cinco momentos M, (i =1...5),
uno para cada una de las cinco chapas que conforman la seccion (figura 2).

Fig.2 Descomposicién del momento torsor
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El 4ngulo especifico de torsion debe ser el mismo para cada una de las chapas:

go My _ My M,
1 s 1 s 1 3
=G =Ghe =G E b e
3 blel 3 5 ~5 3 : i

Es decir:
1 Gb e
320 € _ be

;eTne e

M

tj

Y como:

b e’ =10x0,5°=1,25cm*
b, €} =15x1,5° =50,625 cm*
b, e} =40x0,5* =5cm*

b, 5 =b, &) =50,625cm*

b, el =b e’ =1,25cm’

> b e’ =108,75cm*

Se obtiene:

=25\ —0,01149 M,
108,75

50,625

108,75
M. = 108575
M., =M, =0,46552 M,
M, =M, =0,01149 M,

M, =0,46552 M,

M, =0,04598 M,

Las tensiones tangenciales méaximas para cada chapa valdran:

M,

(Tmax)j 1 )
= b, €
3 1 7]

()= 29y 1570w
§10><o,52

(), = 1222 1, = 0,04138 M,

~15x1,5°
3
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0,04598
(Tmax )3 = 1
5 40 x 0,52

M, =0,01379 M,
(z'max )4 :(Tmax )2 =0,04138 M,
(z'max )5 = (z'max )1 =0,01379 M,

Igualando cada una de estas tensiones méaximas a 7,,,, =250 MPa y tomando para M, el
minimo valor resultante se obtiene:

M, =6,0416 kNm
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Problema 6.3 Hallar el momento torsor que puede actuar en la seccion de la figura 1 si
la maxima tension tangencial admitida es de 60 MPa.Comparar este momento con el

que podria aguantar la misma seccion si se cerrara mediante una pared AB de 7 mm de
espesor.

15cm ‘
‘ A
e:i cm N
N
N
AN
N
30 cm +e=0,8 cm \\
AN
N
AN
1 e= 1,‘2 cm \ \ B
50 cm ‘
Fig.1 Seccion correspondiente al problema 6.3
Solucion
a) Seccion abierta
El mddulo de torsion J valdra
J =%Zbi e’ =%(50x1, 2° +30x0,8° +15x1°) = 38,92 cm’

El &ngulo especifico de torsion vale:

— Mt — Mt
GJ G-3892

Asimismo las tensiones tangenciales maximas en una pared cualquiera “j” valen:
(7 max )J. =G Oe,

Con lo cual (figura 2):

(T ), = 32/1;2 x1 < 60MPa=6kN/cm?

_ M'[
(7 ), = 38,92

x0,8 < 60 MPa=6kN/cm?
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_ Mt
(7 ), = 38,92

x1,2 < 60 MPa=6kN/cm?

®

A
N

Fig.2 Numeracion de las paredes de la seccién

Con lo cual, tomando para M, el menor valor que satisface las desigualdades
anteriores:

M, =194,6 KN xcm =1,946 kN xm

b) Seccién cerrada

En el caso de una seccion unicelular cerrada, la tension tangencial en una pared
cualquiera j vale:

M’[
T. =
! 2Ae,

siendo A el &rea encerrada por el conjunto de las lineas medias de cada pared:

50+15

A x30 =975 cm?

con lo cual,

M, =2x975x6x0,7=8190 kN xcm =81,9 kN xm
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Problema 6.4 Una seccion de paredes delgadas (figura 1) estd sometida a un momento
torsor M, de tal forma que las maximas tensiones tangenciales valgan 20 MPa.

Estando la seccion en carga, se suelta la pared AB y posteriormente se libera el
momento torsor. Hallar, al final del proceso, las tensiones tangenciales maximas en
cada una de las paredes.

30 cm @ XCZO,S cm

20 cm

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.4

Solucion
c) Seccion abierta

El modulo de torsion vale:
_1 3_1 3 3\ _ 4
J=32be —5(30x1 +20x1,2°)=21,52cm

Las maximas tensiones tangenciales en cada pared valen:

(T ) _M, e = M. 1-0,04647 M, < 20MPa=2kN/cm?
1 21,52

(T ) _M, e, = M, x1,2=0,05576 M, < 20MPa=2KkN/cm?
27 21,52

Resolviendo las desigualdades anteriores y tomando para M, el menor valor:
M, = 35,87 kN xcm = 0,3587 kNm

d) Seccion cerrada

Cuando se cierra la seccion mediante la pared AB, la seccidn se convierte en cerrada. El
area encerrada por la secciéon vale:
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_20+30

A =300 cm?

El hecho de descargar la seccion es equivalente a mantenerla cargada y aplicar un
momento torsor igual al aplicado y de sentido contrario. Ello provoca unas tensiones
tangenciales de valor:

7, = M, __3587 =0,06 kN/cm* =0,6 MPa
2Ae 2x300x1

T, = M, __ 3587 =0,05kN/cm? =0,5 MPa
2Ae, 2x300x1,2
M, 3587

=0,0747 kN/cm? = 0,747 MPa

=M
2Ae, 2x300x0,8

Las maximas tensiones tangenciales en cada pared seran la suma de las
correspondientes a la seccidn abierta y a la cerrada, es decir:

(Tax ), =2+0,6=2,6 MPa
(Tax ), =2+0,5=2,5MPa
(z" )3 =0+0,747 =0,747 MPa

max
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Problema 6.5 Una seccion de paredes delgadas de la figura 1, todas las paredes tienen
un espesor de 0,8 cm. En ella actda un momento torsor M, de sentido antihorario. Se
pide:
e Valor de M, para que las maximas tensiones tangenciales no superen los
30 MPa..

e Para el valor de M, obtenido previamente, hallar la distribucion de tensiones
tangenciales.

D C .
16 cm
B A
16 cm
B' A'
16 cm
Dl C| o
20 cm ) 20 cm ‘

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.5

Solucién

Sean (ver figura 2):
y, :valor de la funcion de Prandtl en el recinto 1

v, . valor de la funcion de Prandtl en el recinto 2

Vi, W~ VY,
- Wi
)
Y1
-~
W
MOF RO R
W2
Y1
L1

Fig.2 Funcién de Prandtl en las diferentes paredes de la seccion
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e Celdal;
Area: A=20x3x16=960cm? =0,096 m?

%(20+16+16+20+48)+(1//1—y/2)%=2G><0,0969

Es decir:

136y, ~16 7, —0,1536 G 0 =0

e Celda 2:
Area: A=20x16=320cm? =0,032 m?

16
(v, —wl)ﬁ+%(20+16+20)=ZG><0,03249

Es decir:

16y, -72y,+0,0512G 6=0
Para la tercera ecuacion se tiene en cuenta que:

MtZZZ'//i A

Es decir:
2y,x0,096+2y,x0,032=M,

0,192y, +0,064 y, = M,

Resolviendo el sistema de ecuaciones

w, =4,119 M,
v, =3,267 M,
Con lo cual:
p 2 JAIOM aa000 kn/m?
e 0,008 m
Es decir:
M. = 30000x 0,008 _ 58 25 kNm

! 4,119

La distribucidn de tensiones tangenciales puede verse representada en la figura 3, siendo
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7, =30 MPa

7, =23,79 MPa

7, =6,20 MPa
oow
' Tt
4 f
| e
iﬁ T121 T
| e e
¢ iy
4 %
ooa !

Fig.3 Distribucion de tensiones tangenciales
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Problema 6.6 En la seccién de paredes delgadas que se representa en la figura 1 se
pide:

a) Determinar el modulo de torsién de la seccion

b) Cuando actia un momento torsor antihorario M, =150kNm, hallar la
distribucion de tensiones tangenciales asi como el sentido de los flujos.

c) Comparar el modulo de torsion con el que tendria una seccion unicelular del
mismo contorno exterior

e=0,8 cm
+e=08cm +¢=0,6 cm e=0,8 cm}
20 cm
+e=0,6cm +e=0,6cm
e=0,8 cm
20 cm 20 cm 20 cm i 20 cm

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.6
Solucion

Sea y, la funcion de Prandtl en cada una de las celdas (figura 2). Como es sabido, el
flujo de tensiones tangenciales en cada una de las paredes interiores viene dado por:

¢|j =Y~V

Mientras que en las paredes exteriores:

¢ =y,
oy b, s dy
\4| \&) &) N2}
4y ) ) |
| 12 3 34 by
o % B o

Fig.2 Definicion de la funcién de Prandtl y de los flujos de tensiones tangenciales.
Se realiza la integracion por celdas, de forma que para cada celda:
dg dg
Vi .[_+Z(l//i _lr//j)J. —=2GA/0
& (i) ©;

siendo & la longitud del contorno de la celda, e el espesor de cada pared, A el éarea
encerrada por las paredes de la celday & el angulo especifico de torsion.
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e Celdal: A =20x20 =400cm’
20 20 20 20
2 A (v, = 2Gx 4000
1(0,8 0,8 0,8] (vi=v2) o

e Celda2: A, =400cm?

20 20 20 20
—t— |+ (v, —w,)—+ (v, —w.) —=2G x 4000
WZ(O,S 0,8j (V’z V’l) 0.6 (l//z WS)O,G X

e Celda3: A, = 400cm’
20 20 20 20
20 A v ) (. —w,) 2L = 2G x 4000
%(0,8 0,8j (s =v2) g+ wsve) o
e Celda4: A, =400cm?
20 20 20 20
<02 D (v, - ) 2L = 2Gx 4000
“(0,8 0,8 o,sj Vi=va) s

Las expresiones anteriores juntamente con

2y, x 400+ 2y, x 400+ 2y, x 400 + 2y, x 400 =150 kNm = 15000 kNcm
forman un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. Resolviendo se obtiene:
w,=4,2339 ; w,=51411 ; w,=51411 ; w, =4,2339
G0 =0,3591
Con lo cual:

b =, = 4,2339 N
cm

¢ v, =5,1411N
cm

6 =, =51411 N

4, =y, —4,2339 N

kN
b =y, —y, =—0,9072 —
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b=V, —¥;=0
kN
¢34=‘//3_‘//4:0'90725
y también:

e 0,8 cm
e, 0,8 cm

o=t DMK gy 26 MPa
e, 0,8 cm

=0 4B g5 95 Mpa
e, 0,8 cm

iy _$e 09072 k—N2 =-15,12 MPa
e, 0,6 cm

7,=0

4, 0,9072 kN
* e, 06 cm?

=15,12 MPa

En la figura 3 puede verse la distribucion de flujos y en la 4 la distribucion de tensiones
tangenciales.

42339 51411 51411 42339
42339 0,9072 ‘
0,9072 42339
42339 5.1411 5.1411 42339
Unidades en kN/cm
Fig.3 Distribucion de flujos
52,92 64,26 64,26 52,92
52,92 15,12
15,12 52,92
52,92 64,26 64,26 52,92
Unidades en MPa

Fig.4 Distribucion de tensiones tangenciales
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El mddulo de torsion J vendra dado por

_ M, 150 kNS‘\I —4,18x10™*m*
GO 03501
cm

Una seccidn unicelular con el mismo contorno exterior tendria un area
A=0,2x0,8=0,16 m?
por lo que:
Y 4x0,16

B Cﬁdj " 0,2x10/0,008
(5]

=4,096x10"*m*

Es decir, el mddulo de torsion practicamente no cambia.
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Problema 6.7 Hallar la distribucién de tensiones tangenciales en la seccion cerrada de
la figura 1 sometida a un momento torsor M, =400kNm actuando en sentido

antihorario. Determinar, asimismo, el giro por unidad de longitud y el modulo de
torsion. El espesor de las paredes es constante e igual a 0,2 m.

| || L]

‘ 3m " 1m '08m 12m

" 12m '08m Im

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.7
Solucion

El momento torsor total M, =400 kN m se puede descomponer en:

MI = Mt1+ Mt2 + Mt3
siendo

M, = M,, : Momento torsor que actua en las alas abiertas.
M,, : Momento torsor que actta en la parte de la seccion que esta cerrada.

a) Estudiode M, y M,
Como se sabe, el giro por unidad de longitud para cada una de las alas viene dado por:

My _ My

-~ GJ, GJ,

siendo

J, =1, =11,2><o,23 =3,2x10°m*
3

b) Estudiode M,,
Sea y; el valor de la funcion de Prandtl en el contorno interior de cada una de las celdas
(ver figura 2)

¢1 ¢2 ¢3
Y1 & W3
I |
N Db D ol DL
o A b

Fig.2 Funcion de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales en la parte cerrada de la seccion.
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El flujo de tensiones tangenciales en las paredes comunes a dos celdas vale:
¢|j =Y~V
Mientras que en las paredes exteriores
¢ =y,

Se realiza la integracion por celdas, de forma que para cada una de ellas:

Vi jd_§+2(l//i _‘//j) Id_eg:ZGAe
Oe& (i) ©;

siendo d¢ el diferencial de longitud de cada pared, e el espesor, A el area encerrada
por las paredes de la celday & el angulo especifico de torsion.

e Celdal: Al=1+1’8><1,5:2,1m2
1,8 0,8°+15 1 15
— —+ +(y,—w,)=—=2Gx2,180
1[0,2 0,2 o,zj (Vi=v2) 55 =26~
e C(Celda2: A2=3><1,5:4,5m2
3 3 15 15
2 (v, ) 224y, — ) 22 =2Gx 4,50
¥, (0’2 0,2} (l//z l//l)O,Z (l//z I/IS)O,Z X
e Celda3:

15
2}4‘(([/3—1//2)5226)(2,19

i)

1,8 40,8 +15 1
8 + +
0,2 0,2 0,

Las expresiones anteriores, juntamente con
2y, x2,1+2y,x4,5+ 2y, x2,1=M,,

forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.
Resolviendo:

v, =y, =0,0498M,, ; y,=0,0646M,, ; GO=02402M,,

Con lo cual, el modulo de torsion J, valdra
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Mt
Go

J,=—L=41632m"

Dado que el giro @ en todas las subsecciones debe ser el mismo:

GJ, GJ, G, G(J+J,+J;) G(32x10°+41632+32x10°) G

My, M, M, M, 400 =95,93

con lo cual:

M,, = J,x95,93=0,307 kNm
M., = J, x95,93 = 399, 38 kNm
M,, =M, =0,307 kNm

Como puede observarse, la practica totalidad del momento torsor es absorbida por la
parte cerrada de la seccion.

Las tensiones tangenciales maximas en la parte abierta de la seccién valen:

r = M, __ 0307 :19,19k_'\::0,01919MPa

1 1 m
§b1 e 5><1,2><o,22

En la parte cerrada de la seccidn el flujo de tensiones tangenciales vale:

¢ =, =0,0498 M, =0,0498x 399,38 =19,89 kN/m

#, =y, =0,0646 M, =0,0646x 399,38 = 25,80 kN/m
¢, =w, =0,0498 M, =0,0498x 399,38 =19,89 kN/m
$» =, —w, = (0,0498 - 0,0646) x 399,38 = —5,91 kN /m
By = v, —r, = (0,0646 —0,0498) x 399,38 = 5,91 kN/m

Y las tensiones tangenciales:

4 19,89 kN

7, =2 =275 - 99,45 " = 0,09945 MPa
e 02 m
0, =8 D80 159 KN _ 4120 Pa
e, 02 m
rs=ﬁ=@=99,45k—'\2'=0,09945mpa
e, 0,2 m
7, _fe_ 591 —29,55k—'\2I = -0,02955 MPa
€, 0,2 m
123:@:ﬁzzg,%k—'\i:o,ozgssmpa
e, 0,2 m
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En la figura 3 pueden verse dibujadas las tensiones tangenciales

001519 0,09945 0,129 0,09945 001519
- - -
0,09945 0,02955 |

002955 /0,09945

0,09945 0,129 0,09945

Unidades en MPa

Fig.3 Distribucion de tensiones tangenciales
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Problema 6.8 Determinar el médulo de torsion de la seccion de paredes delgadas que
se representa en la figura 1. El espesor de cada pared es el mismo para toda la seccién
yvale e.

2a

3a 2a

Fig.1 Seccion correspondiente al problema 6.8
Solucién

Se aplica a la seccion un momento torsor M, de sentido antihorario. Si y; es el valor de

la funcion de Prandtl en los contornos interiores de cada celda, se obtendran los flujos
de tensiones tangenciales representados en la figura 2, en donde

¢ =y,
¢|j =Y~V
! 9
\4! \&]
9y
\ d1n 9,
o o

Fig.2 Funcién de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales.

La integral

Vi jd_§+2('//i_'//j) J-d_fzzAGH
W& (i) &

Se aplica a cada una de las dos celdas (i =1,2). En la expresion anterior, d¢ es el

diferencial de longitud de cada pared, e es el espesor de la misma, A el area encerrada
por las paredes de la celday & el a&ngulo especifico de torsion.

e Celdal: A=6a°
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V/1(3_a+§+3_a}(‘/’1—%)§=2><6&269
e e e e
e Celda2: A =4a’
W2(§+E+Ej+(g{/2—l,//l)E:2><4a2G6’
e e e e

Las expresiones anteriores juntamente con:
2y, x6a’ +2y,x4a’ =M,

Forman un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas. Resolviendo:

M
w, =0,0515 a—;
v, =0,0478 ﬂ;
a
G6=0,0349 I\gt
a‘e
y puesto que el modulo de torsion J se escribe:
JoM
Géo
sustituyendo:
J=28,65a’e

Si la pared interior no existiera, puede calcularse que el médulo de torsion J
valdria

. AN 400a*
= d§= 5a 2a
95— 2x(+j
e e e

Es decir, un valor practicamente idéntico al obtenido anteriormente.

=28,57a’e
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Problema 6.9 En la seccidn que se representa en la figura 1, el espesor de las paredes
es constante e =2cm. Hallar el médulo de torsion asi como el valor y la distribucion

de tensiones tangenciales causadas por un momento torsor M, de valor 300kNm vy
sentido antihorario

' 2m Im

Fig.1 Seccidn correspondiente al problema 6.9

I m

Solucion

Sean w,, w, Y w, los valores de la funcion de Prandtl en los contornos
interiores de cada celda (figura 2). El flujo de tensiones tangenciales se escribe:

¢ =y,
¢|j =V —V;
d)l ¢2 ¢3
9‘4’1 ¥, Y3
0 ‘ 9
1 b1 9 b2y 3
9,

Fig.2 Funcién de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales.

Realizando para cada una de las celdas i la integral

¥i Id_(:"'Z('//i_Wj) J‘d_fZZAGQ
& (i) ©;

Se obtiene:
e Celdal: A =0,5m?
1 42 1
=+ Y i (y,—w,)——=2x0,5xG @
"'1[0,02 o,on vi=ve) 5oz g
e Celda2: A, =2m?

2 2 1 1
2 L (- —— (v, —p)—— = 2x2xG
'/"’*(0,02+0,02]+('/'2 Vi) Gg0a T Ve Ve Ggp 23X 2% G0
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e Celda3: A, =0,5m’

1 2 1
= Y2y, —y,) = = 2%0,5xG 6
{0,02 0,02) (vs=v2)g 00 = 2205

Ademas

2y, x0,5+ 2y, x2+2y,x0,5=300kN m

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

w, =36,41kN/m
w, =56,85kN/m
v, =36,41kN/m

G 6 =3355,77 kN/m’

Las tensiones tangenciales valdran:

=h ¥ 384 1a00 5 XNy g205MPa
e ¢ 002 m

g, =t V2 3085 54 5= KN _2,8425MPa
e, e 002

r =t ¥ 3041 0 5 kN - =1,8205MPa
e, € 0,02

g, =t _Yav, 3641~ 56 85 _1022k—N=—1,022 MPa
€ € 0,02

m=%=%_% =56'85_36'41_1022K—N_1 022 MPa
€3 €3 0,02

En la figura 3 puede verse representada la distribucion de tensiones tangenciales

1,8205 2,8425 1,8205
1,8205 1,022 |
1,022 1.8205
2.8425
Unidades en MPa

Fig.3 Distribucion de tensiones tangenciales.

424
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Problema 6.10 La ménsula que se representa en la figura 1 (con alabeo impedido en el
punto B) esta sometida a un momento torsor en su extremo A de valor T =0,5kN m.

Se desea hallar las maximas tensiones normales y tangenciales en las secciones
X, =3m, x=2my x =0m

., 10cm
e:Oi6 cm
T
a
b &
71» 30 cm
! 5 ! +e=04cm
m
a) e=0,6 cm
_._ - &
10cm
b)

Fig.1 Ménsula correspondiente al problema 6.10
Solucion

El centro de gravedad y el centro de esfuerzos cortantes coinciden. Ambos
estaran situados en el alma de la seccion y a media altura.

a) Coordenadas sectoriales @ (ver figura 2)

oft=2 e=75¢
2
75

C
B
®|0=75-7,5¢&

En la figura 3 a) puede verse representada la ley anterior.

B~
A
()

Fig.2 Calculo de las coordenadas sectoriales
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b) Coordenadas sectoriales Q

w dA
o, = J :i(75><10xo,6+75x30x0,4+ 75><10><0,6j=56,25 cm’
A 24
con lo cual

Q[3=7,5£-56,25
Q|§=75 -56,25=18,75
Q|2=75-7,5¢ ~56,5=18,75-7,5¢

En la figura 3 pueden verse representadas las coordenadas sectoriales.

75
18,75
L +
— U
— 56,25
75 +— cm? 18,75 £+
56,25 —
‘ ‘ (I
T T
+
18,75
75
a) b)

Fig.3 a) Coordenadas sectoriales (sz) b) Coordenadas sectoriales normalizadas (cmz)

c) Mddulo de alabeo.
El modulo de alabeo 1, se escribe
10

30 10
o =4jQ2 dA=4 j(7,5§—56,25)2><O,6><d/§+'[18,752><O,4><d§+j(18,75—7,5§)2x0,6d§}:
0 0

0

=56250cm®

d) Maodulo de torsion J
J =%Zbi e’ =%(10x0,63+30><0,43+1O><0,63)=2,080m4

Si se toma v =0,25, el parametro de torsion £ valdra
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El
B= 20 _ 2,5—56250 —260,02cm
GJ 208

- Ecuacion diferencial de la torsion no uniforme.

Dicha ecuacion se escribe

T :d¢1_ﬂ2 d’p,
GJ dx dx?

cuya solucion general es:

_ T
@, =C +C, e +c e 57k

y derivando hasta tres veces:

Mzc_zexl/ﬂ _& e*"l/ﬂ +L
dx, p p GlJ

2
d ¢;1 :C_Zexl/ﬁ +ie7xl/ﬁ
d x°

2

ﬂZ

3

d°@ _ € us_ s gouip
d X3 ﬂ3 ﬂ3

Las constantes de integracion se obtendran de imponer las condiciones de contorno

a) Empotramiento:

e Gironulo: ¢ (x,=0)=0

=0

e Alabeos nulos: 3‘/’1
X

b) Extremo libre:

Las tensiones normales son nulas (bimomento nulo):

d2¢l
dxf

=L =

Imponiendo las mencionadas condiciones de contorno se obtiene:

_a2Yp
PAET) T, e T

C: =
o1+ G GJ
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BT T
c,=——©Fr __  _—_00544—
2 14?7 G GJ

e T T
cgz’g 27 =2,55

1+e?Y GJ GJ

A partir de estos valores se obtienen las expresiones para M,, bimomento B, y
momento de alabeo M

L-x 5-%
ch——=
M-gid%_|1_ B |7_gs5|1-_ 26002
dx, cht 3,494
L-%
2 , ~ Bsh
B,-El, 3% cipla__ B 1_q3m205n >N
dx; dx; chl 2,6002
B
g ’p, " S 5-
M, =El, %= cipl@_ P 1_014310h>"%
dx, dx; ch b 2,6002
B
Particularizando para x, =3m, x,=2m y X =0 se obtiene la tabla |
X =3 X =2 X =0
M, 0,312 0,251 0
B, 0,315 0,531 1,246
M, 0,188 0,249 0,5

Tablal. Valores de M, (kNm), B, (kNm*)y M_ (kNm)para x, =3m, x =2m Yy x =0
I) Tensiones tangenciales debidas a M,
Las tensiones tangenciales debidas a M, son las correspondientes a alabeo no

impedido. Por lo tanto, la distribucion de tensiones tangenciales varia linealmente
dentro del espesor de la pared (figura 4)
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~ e
-

Fig.4  Variacion de las tensiones tangenciales debidas a M, dentro del espesor de una pared

La tension tangencial 7, en una pared cualquiera j vale

e.
(Tm)j :1—l M,

> be

35
Con lo cual:

e Pared AB=Pared CD
0,006 0,006

(7n) s =1 M, =5 os.qo M: = 2834615M,

3 (O,lx 0,006° +0,3x0,004° +0,1x0, 0063)

e Pared BC
0,004

=20\ 2192307,7M
(e =5 08207 ™ t

Con lo cual se puede confeccionar la tabla 11

X =3m X =2m x =0m
(7 ) e 90 72,40 0
(7)o 60 4827 0

Tabla Il. Tensiones tangenciales en MPa debidas a M,
I1) Tensiones tangenciales debidasa M

Las tensiones tangenciales debidas a M, son constantes en todo el espesor de la pared y
su valor viene dado por
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siendo m, el momento estéatico sectorial
5
m, = '[ZQedf
0

Por lo tanto:

mg‘i=sz(7,5§—56,25)x0,6d§:1,125(25—15)2—253,125 (en cm® si £ se

expresa Zn cm)

mg‘g =1,125><(2><10—15)2—253,125+j2><18,75><0,4d§=—225+15§ (en cm* si ¢
0

Se expresa en cm)

¢
M, |8 =-225+15x30+ [ 2x(18,75-7,5¢)x0,6d¢ = 253,125-1,125(2¢ ~5)° (en cm
0

Si & se expresa en cm)

3,75
3,33
1,41 1.66 187
125 g
1,88 _ﬂ@]ﬂ 2,49 jm 5 il
- * H o4
2,5 cm 2,5 cm H2,5 cm

A

1
% i
2,5 cm 2,5cmH 25cmH
1

i ki

Wf 1,88 W 2,49 T 5
1,25
1,41

1,66
1,87

-

3,75
a) b) <)
Fig.5 Distribucion de tensiones tangenciales debidasa M, : a) Seccion x, =3 m b) Seccion
X,=2m C)Seccion x, =0 (empotramiento)

Con lo cual, la distribucidn de tensiones tangenciales vale:

o _ 253,125—1,125(25—15)2
A 0,006 x56250x10*?

x10°x10° M,

[0

c 225-15¢

C _ x10°x10° M,
0,004x56250x10

T(U
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» 1125(2£-5)" 253125

Q= ——x10°x10°M,,
0,004 x56250x10

2]

En la figura 5 puede verse la distribucion de tensiones tangenciales debidas a M, para
las secciones x, =3m, x=2m y x =0

Las expresiones anteriores proporcionan los resultados en MPa si M se expresa en
kKN xm

[11) Tensiones normales

Las tensiones normales son las debidas al bimomento B, , y vienen dadas por:

az—iZQ

IQQ

Con lo cual, si las tensiones se expresan en MPa y el bimomento B, en kN xm?, se
obtiene:

2x(7,5£ -56,25)x107"
B —_ 10° B, =-3,56 (7,55 -56,25) B
7l 56250x107  ° (7:5¢-56.25) By

¢ 2x18,75x107* ,
- 10°B_ =-66,67 B
9le = seamox102 - o o

2x(18,75-7,58)x10*
ole=- ( 56250X101)2 x10° B, =-3,56 (18,75-7,5¢) B,

estando ¢ dado en cm.

En la figura 6 vienen representadas las tensiones normales para las tres secciones
indicadas.
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106,3
63,08
< m I
= =
=] 21 =
— 106,3 —
63,08 B —
INE =
M = L —
21 354
a) b)

249,5

2495 832

MPa ——

83,2
<)

Fig.6  Distribucion de tensiones normales debidas al bimomento B, : a) Seccion x, =3m b) Seccion

X,=2m C)Seccion x, =0 (empotramiento)
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Problema 6.11 La viga de la figura 1 a) tiene la seccion recta indicada en la figura 1
b). En el punto centro luz actda un momento torsor de valor 3kN xm. Se pide:

Hallar la distribucion de tensiones normales y/o tangenciales en los puntos de maximo
momento torsor M, (torsion uniforme), maximo momento de alabeo M_ y maximo

bimomento B, .

Nota: El espesor de las paredes horizontales es de 0,6 cm y el de las paredes verticales
de 0,8 cm.

| -
V& = c
i

7
Nad¥

-

6 m 6 m

10cm ;10 cm

I

50cm b)

R
-

40 cm

Fig.1 Pieza correspondiente al problema 6.11

Solucion

En la figura 2 se dibuja la posicion del centro de torsién asi como las
coordenadas de seccion
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c B <EJ—<A L
o
®
D o) H ié
10,53 cm
5,
E G
F M

Fig.2 Célculo de las coordenadas sectoriales

e) Coordenadas sectoriales @

o ‘;:25’75=12,5§

ol :a)3+$§:125+5,265§

o|d = +2575= 388,25+12,5¢&

o|" =, = 256,625

oy, =0, +w.§= 256,625+14,735¢&

Area de la seccion: A=128 cm?

dA 20
wo-f“’_-%hw

10
£x0,8xdé+ [ o

-10

25
2x0,6xd& + [ o[y x0,8xd¢ |=

-25

50
5x0,6xdé+ o
A 0

= 256,625 cm?

f) Coordenadas sectoriales QQ

Se normalizan las coordenadas sectoriales anteriores:

€=12,5£-256,625

F=125+5,265& — 256,625 = 5,265¢ —131,625
©-1388,25+12,5¢& —256,625=131,625+12,5&
" = 256,625 — 256,625 =0

L =256,625+14,735¢& —256,625=14,735¢&

P 0 0 O ©

En la figura 3 pueden verse representadas las coordenadas sectoriales.
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g) Moddulo de alabeo

Para calcular el modulo de alabeo se realiza la integral

loo =4[ Q? dA=10.324561,83 cm”

250
625
125
- +
256,625
\ +
| a)
+ A
388,25 111,75
+
263,25
513,25 2
cm
256,625
6,625 N 378,375
—+
b)
131,625 —]
6,625 I 378,375

256,625

Fig.3 Coordenadas sectoriales. a) Coordenadas sectoriales @ . b) Coordenadas sectoriales normalizadas

Q
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h) Maédulo de torsion

J :%Zbi e’ =1(2oxo,63+50xo,83+2ox0,63+4oxo,63+50xo,83)=22,83cm4

Tomando v =0,25, el parametro de torsion S se escribe

El
L= |—22 =1063,3cm
GJ

i) Ecuacion diferencial de la torsion no uniforme

La ecuacion se escribe
T _ d(ol _ﬂZ dS(Dl

- 3

GJ dx dx;

cuya solucion general es:

T
_ %/B -%/p
=c +c, e’ o e 4 —
¢ =C +C, 3 GJ X

que también puede escribirse
T
= +achﬁ+ashﬁ+—
a-asmon(Sen (e go

y derivando tres veces:

Las constantes a,, a, y a, se obtendran imponiendo las condiciones de contorno en la
viga. Para ello, y por simetria, se considera Unicamente la mitad izquierda de la viga. En

ella la ley de momentos torsores vale T :g=1,5 KN m. Ademas, en el punto B,

también por simetria, los alabeos son nulos.
c) Empotramiento:

e Gironulo: ¢ (x,=0)=0
e Alabeos nulos: 4%
dx

0=0

X =

d) Punto centro luz



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsién 437

do

e Alabeos nulos: ., =0
M:E:

Imponiendo las mencionadas condiciones de contorno se obtiene (a partir de ahora, y si
no se indica lo contrario, se utilizardn como unidades el kN y el metro):

q:—TL{ch(E]—l}:—LS oLl {ch( 0 j—l} L _ 43t
) sh[6j B Sh( 6 j 10,633 GJ GJ
B

10,633
1
a,=-a,=4,38——
RSN
o T8 _ 15x1063B_ o0 1
GJ GJ GJ

A partir de estos valores se obtienen las expresiones de los momentos M,, M vy del
bimomento B, .

M, _6192 _g, shai_=>P = ph
dx, B G B p GJ B GIJ

~0,412sh 2 —15ch2 415
B B

_gy Yo _ Gw{4,38 1 g% 1595 1 hxl}z

[438 1% 159 1 % £}_

o = QQ d 3 —

£ Gl B B GJ B
:—0,4123hﬁ+1,5chﬁ
B B

B, —Elmcfj‘fl GJ,B{A';S hE 15;5 sh%}=

—4,38chX_1595sh 2L
B B

En la tabla 1 se dan los anteriores valores para diferentes puntos x;

X, (M) M, M, B,
x, =0 0 15 4,38
x =1 0,0322 1,4678 2,90
X =2 0,0513 1,4487 1,44
x =3 0,0577 1,4423 -0,0045
x =4 0,0513 1,4487 -1,44
x =5 0,0322 1,4678 -2,90
% =6 0 15 -4,38

Tabla 1. Valoresde M,, M_ y B,
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Como puede comprobarse, en este caso el momento M, es muy pequefio al tener toda
la estructura muy elevado el grado de confinamiento.

IV)Distribucion de tensiones tangenciales debidas a M,

Las tensiones tangenciales debidas a M, son las correspondientes a alabeo no

impedido. Por lo tanto, la distribucion de tensiones tangenciales varia linealmente
dentro de la pared (figura 4)

< |
-

Fig.4 Distribucion de tensiones tangenciales, en el espesor de una pared, debidasa M,

La méxima tension tangencial -, en una pared cualquiera j vale:

e.
(Tm)j :Tth

Con lo cual, las maximas tensiones tangenciales debidas a M, valdran

7, =008 5 0577-2022 N = 2 022 mPa
22,83x10 m

V) Tensiones tangenciales debidas al momento de alabeo M,

El momento de alabeo M es maximo en los puntos A y B. Para cualquiera de ellos
vale M, =1,5kNm

Las tensiones tangenciales debido a M, son constantes en todo el espesor de la pared y
su valor viene dado por:

siendo m, el momento estatico sectorial. Viene dado por:

£
mQ:_[ZQedf
0
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Con lo cual:
¢
M, |% =2x0,6[ (12,55 -256,625)d& =7,5&* 307,95 ¢

0
m, g:2><0,6j(12,5§—256,625)d§:7,5§2—307,95§+3159
30
m, |5 :—3159+2><0,8T(5, 265&-131,625)d& = 4,212 (£ -50) - 3159
0
My | =2x0,6i(131,625+12,5§)d§=(7,5§+232,95)(§—10)
io
M, ¢ =2x0,6j (131,625+12,5¢&)d¢& =(7,5& +82,95) (£ +10)

-10

<
m, |5 = 2x0,8j14,735§ d&=11,788&% —7367,5
25

5
m,, | =2xo,8j 14,735¢& d& =11,788&£2 —7367,5

-25

Por lo tanto, el flujo de tensiones tangenciales ¢ =z, e vendra dado por:

Las tensiones tangenciales valdran:

- 7,52 -307,95¢
A 0,006x%10.324.561,83x107%

%1078 x10°x1,5

[0

2 —
Ta,‘g _ 7,5& 307,959‘+3159712 %10 x10°x15
0,006x10.324.561,83x10

. 4,212£(£-50)-3159

® "~ 0,008x10.324.561,83x10 2

x10® x10°x1,5

2]

7,5£+232,95)(£-10 .
o___(75¢+ G )712 x107° x10°x1,5
0,006 x10.324.561,83x10

[0

. (7,5£+82,95)(&+10)

TW‘E - 12
0,006x10.324.561,83x10

x10®¥x107°%x1,5

2 f—
z'w‘h __ 11, 788§ 7367,5 — )(10_8)(10_3)(1’5
0,008x10.324.561,83x10
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Mo 11,788&% —-7367,5

T,y =— —x107°x107°x1,5
0,008x10.324.561,83x10

En la expresion anterior, la coordenada & viene expresada en cm, por lo cual, z, vendra
dado en MPa.

En la figura 5 puede verse representada la distribucion de tensiones tangenciales

0,564
2y
0,574 -
1,052 1338
MPa
0574 B
02 jj7

0,564
Fig.5 Distribucion de tensiones tangenciales z, debidas al momento torsor M,
VI) Distribucion de tensiones normales
Las tensiones normales vienen dadas por:

O'I—EZQ

IQQ

El maximo bimomento B, vale 4,38kN xm, por lo que si se expresa la coordenada &
en cm y las tensiones en MPa, se tendra

‘ 2(12,56 ~256,625)x10" s o
ol =— X X &,
A 10.324.561,83x10°*

—4
o"': =_2x(5,265§—131,625)><10 107 4.38
8 10.324.561,83x107%2
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a\G _2x(131,625+12,5£)x10™* 107 x4.38
: 10.324.561,83x1072 ’

H _
O"D—O

‘,_ 2x14,735£ %107

=— —x107°x4,38
10.324.561,83x10

L=
En la figura 6 se representa la distribucion de tensiones normales.
21,77

0,56

MPa

0,56 T

31,26
21,77

Fig.6  Distribucion de tensiones normales (MPa)



Capitulo 7:
Energia de deformacion
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Problema 7.1 Dada la viga de la figura 1 en laque E | =10* kN m*

Se pide:

a) Flechaen C.
b) GiroenC.

No se tendra en cuenta la deformacién por esfuerzo cortante.

p=20 kN/m

rom
B C

%

[ S

-—

Solucién

4 m

2m

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.1

Se resolvera el problema utilizando el método de la fuerza unidad

a) FlechaenC

p=20 kN/m ‘10 KN
A B
C )
7 7
X
‘35 KN ‘55 KN
F:l
A B C b)
2 -
‘ 0,5 kN 1 1,5 kN
M=1
A B C
£ Z 9
~ Z
‘ 025 kN 1 025 kN

Fig. 2 Cargas en la viga. a) Cargas reales. b) Fuerza virtual en C. ¢c) Momento virtual en C.

La ley de momentos flectores debida a las cargas reales vale:

M|

B
A

=—10(6—X,) +55(4 — X,) — 20

(4'_)(1)2
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Cc
M| =-10(6-x,)
La ley de momentos flectores debido a una fuerza unidad en C vale

mdiz—{6—xj+lﬁ(4—xj
mf‘g:_(6_xl)

Con lo cual, el desplazamiento en C (positivo en sentido descendente) vale

10655 x)-20 B o) ns e ) B

S e

6
+ j[— 10 (6-x,)][-(6-x,)] % =—0,002666 m = 2,666 mm
4

b) GiroenC

Se coloca un momento unidad en C (figura 2 c)). Las leyes de momentos valen:
me|a=-1+(4-x)025
c
mJB:—l

Con lo cual, el giro en C (positivo en sentido horario) vale:

e =f 10 (6%, )+ 55 (4—x, - 224=x) |

0

]dx

1+(4-x)0,25 ﬁ+

+[[-10(6-x,)] (—1);]Ii = —6,6667x107* rdn

04

B — o
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% Problema 7.2 Utilizando el teorema de Castigliano, determinar el desplazamiento vertical
de la seccién A. Considérese las rigideces conocidas.

Se separard la contribucion del Momento flector y la del esfuerzo cortante.

‘2 pa p
A B C
z 7
pa
— . S
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.2
Solucion
a) Contribucion del momento flector.
Se coloca una fuerza F=0 en A (fig. 2)
Las leyes de momentos flectores valdran:
M!|8=—(2 pa+F)x,
c 5a-x )
M| |= pa(6a—x)+(025 pa-025F)(5a-x)-p %
Mtf g: pa (6a_xl)
‘2 pa p
A B C a)
- 7 7
X1 | ‘ ’ pa
4,75 pa 0,25 pa
‘ F=0
A B C D b)

Fig. 2 Viga cargada: a) Fuerzas reales. b) Fuerzanula F=0 enA

Derivando respecto a F
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Aoy
OF
oMt
e 0,25 (5a-x,)
oF
oMt
c 0
oF

Con lo cual, el movimiento vertical de A valdra ( positivo en sentido descendente)

6a aMf%

Oy :J-Mf
0

oF EI

siendo:

es decir,

T 2pax
0

dx d
[-0,25 (Sa—xl)]E—;+jpa (6a—-x,)-0- =

b) Contribucién del esfuerzo cortante.

S5a
%+I{pa(6a—xl)+0,25 pa (Sa—x)-p

&g
I

Las leyes de esfuerzos cortantes se escriben:

Q'(3=2pa+F

Q'|2=pa

y derivando respecto a F

Q'|$= pa+0,25pa-025F - p(5a-x,)

446

(5a-x, )’ y

2
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B
2o,
0F

La contribucion del cortante a la flecha del punto A vale:

6a 8Q dX
Q_ [l 94
oA !QaF kGA
siendo
Q_[Qt]on
@_[W}
oF oF o
es decir:
UQ=T2 pa 2% +T[pa+025 pa— p (5a-x,)](-025)- %~
A . kGA i ? ! ’ kGA

pa’
kG A

=275
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Problema 7.3 Determinar la flecha en el punto C, asi como los giros en ambos lados de la

articulacion D, en la viga de la figura 1. Se tendra en cuenta Gnicamente la deformacion debida
al momento flector.
E
B
T

D

gz

- OV ———
la~]

A
2
| |

a a a a

-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.3

Solucion
a) FlechaenC

Se sustituye la fuerza P aplicada en C por una fuerza independiente F (ver figura 2)
Ny E | A
C

£+1F
2 2

Fig. 2 Fuerza F aplicada en C y sistema de ejes

La ley de momentos flectores valdra

Mf‘i:_F (4a_X1)

Mf‘::—F (4a—x1)+(

| T
(98]

+7Fj Ba-x)

+%} (Ba-x)-P(2a-x)

M| :—(3 P—Ej (a-x)

2 2

Mf‘z =—F (4 a—xl)+(

N | o

y sus derivadas:

oM, |5

o faax)
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oM, |4 3
a;‘B:—(4a—xl)+5(3a—x1)=0,5(a—X1)
oM, |3

a—fF‘D:OaS(a_Xl)

oM |2

6;:‘E =05(a-x)

Aplicando el teorema de Castigliano ( y haciendo F = P ), el movimiento vertical de C
valdra ( positivo en sentido descendente):

4a aM dX 4a dX 3a dX
Ve :'([Mf aFf E—;=3£P(4a—xl)2E—;+ip(2a—xl)0,5(a—xl)E—;+

Pa’

i dx, § dx,
+£0x0,5x(a—xl)i+![—P(a—xl)]O,S(a—xl)a—0,58333 =

b) Giro relativo entre ambos lados de la rotula D.

Se aplicara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se colocan dos momentos M=1
a ambos lados de la rotula D (ver figura 3).
Los momentos flectores debidos a las cargas valen:

M i:_P(4a_xl)

M Q P(Za_xl)

<
o w
Il
[w)

M E _P(a_xl)

Fig. 3 Momento unidad en D
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Las leyes de momentos flectores debidas a M =1 valen:

mf‘f\:o

m,| =(3a—xl):—2ia(3a—xl)
mf‘z :%a@ a-x,)

mf‘ :2—161(3a—x1)

El giro relativo entre los dos labios de la rotula D valdra

4a dX 3a 1 dX
[0 ]:{Mf m, E—llzip(za—xl)ﬁ(sa—xl)E—;+

a

1 dx Pa’
+£[—P(a—x1)]z(3 a—xl)E—;:—0,75 =
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Problema 7.4 Determinar la flecha en el punto A, asi como los giros en ambos lados de la
articulacion D, en la viga de la figura 1. Se tendra Unicamente en cuenta la deformacion debida
al momento flector.

s}
———
a~]

N

E C
5 i ry
| |

-
-— >

-

2a a a a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.4

Solucion

a) Flecha en el punto A

De acuerdo con la figura 2 las leyes de momentos valen:

r

E B C

7 —
; Z

X
‘0,251’ tOJSP t%

Fig. 2 Reacciones y eje x;

P
=E(5a—X1)

M,|2=P(-15a+0,5x,)

M,|2=P(-1,5a+0,5x,)

M,|E=-0,25PX,

Derivando las leyes de momentos respecto a P y aplicando el teorema de Castigliano:
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a'\/Ide SaP
v, =M —L=[=(5a
A ! " oP EI J

4a
~ —xl)zE—X;+J'P(—1,5a+0,5xl)2—1
4a 3a
3a 2a 3
+[P(-15a+05x,) &, [P(025x,) 0 _ 41667 22
] El 1 E I

b) Giro relativo en D

Se coloca un par de momentos M =1 uno en cada labio de la rotula D (figura 3).

a

‘ 025P-075 M t 0.75P— 125

B 4 ‘P C
= 7@ /D\M

Fig. 3 Momento unidad aplicado en D

La ley de momentos flectores debido a M =1 vale:

B
m|
flc

1
:E(Sa_xl)zz(sa_)Q)

M
mf‘E =0,75— X, =
B a

X
0,75 7L
a

Aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro relativo en D vale:

S5a

d 5a
[(0 ]:J‘Mf m; %

P 1 dx
1T _|1—(5a-x)—(5a—-x)—L
: E Jaz( 2 Xl)za( 2 XI)EI+
i@ 1 dx, P dx
+2J‘aP(—1,5a+0,5xl)(Sa—xl)z—aE—;+'£§(—O,25xl)(0,75x1)—‘:
2
— 0583332
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Problema 7.5 En la viga que se representa en la figura 1, determinar el giro en el apoyo B.

X2

-
-
-

3a a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.5

Solucion

Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas valen:

c 4a-x)
Mf‘B:_p( 5 1)
4 X2
= g

Si se coloca un momento virtual M =1 en B (figura 2) las leyes de momentos flectores valen:

A s
WV,

Fig. 2 Momento unidad en B

Aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro en B valdra:

4a 3a 2 3
dx 4 X, | x, dx, 5 pa

=M, m —=||—pax,—p—|L—"t==
Ve ! UEN ![3'0 1 p2j3aEI 8 EI
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Problema 7.6 En la viga simplemente apoyada de la figura 1 el canto vale 60 c¢cm y el
coeficiente de dilatacion lineal o =10"°C~". Con las temperaturas que en la figura se

indican, se pide:

o Utilizando el teorema de los trabajos virtuales, determinar los giros en los extremos.

+40

A B
Z —40 %
: L

6m

Fig .1 Viga correspondiente al problema 7.6

Solucién

Por simetria el giro en A sera igual al giro en B aunque el signo sera el contrario.
Supdngase que se introduce un momento virtual M s en B (figura 2) y sean:

o ;(m la curvatura en cada punto de la viga debida a la temperatura.

e Mila ley de momentos flectores debida al momento virtual Ms.

De acuerdo con el teorema de los trabajos virtuales complementarios se tendra que

Znth Xm = Qg MB

S ey O

siendo @y el giro en B producido por la temperatura

6 m

Fig. 2 Viga con un momento virtual

t
La curvatura y" vale

w_ 2at __2><10_5><40
h 0,6

=-1,3333x107°m™"

M =-Mg A
6

O sea:

S e O

6
2" M dx, = [13333x10° xM g %dxl —4x107 M
0
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Es decir:

@g =4x107rdn (en el mismo sentido que Ms )
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Problema 7.7 Utilizando el método de la fuerza unidad, determinar la flecha en el
punto medio de AB (figura 1)

p =12 kN/m
A !
B C > b
| ; | |
2m 3m 6 m
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 7.7
Solucién
Sea G el punto medio de AB.

Con los ejes que se representan en la figura 2 (Gnicos para toda la estructura) las
leyes de momentos flectores se escriben:

2

M, [S =12, - p%:lle —6x?
M| =12x -6X]
M [ =21(11-x)-6(11-x,)

X21 ‘1
A Xi
T
7 7
}
1

=
- |

m  1lm 3m 6m

-~ M
o

Fig.
2. Sistema de ejes y fuerza unidad

Las leyes de momentos flectores debida a una carga unidad situada en G valen

mf‘CA = 0,5,
mf‘g =0,5%, —(x, —1)=1-0,5x,
m|& =-0.25(11-x,)

Por tanto, aplicando el teorema de la figura unidad

o = [ M fEm [T [ mfEm e G [ fom g P - B
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Problema 7.8 En la estructura de la figura 1 calcular los movimientos en C, aplicando el
teorema de la fuerza unidad. Se considera la deformacion por momento flector, cortante y axil.

B ]

—e

NLs
|
|

L T

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 7.8

. g

I

NLs
N

Fig. 2 Sistemas de ejes

Solucién

De acuerdo con el sistema de ejes locales que se representa en la figura 2, las leyes de esfuerzos
se escriben:

Momentos flectores:
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Esfuerzos cortantes:
C
Q‘ B -P

Q=0

Esfuerzos axiles:

I

Fig. 3 Fuerza unidad vertical en C

A
przd

1) Movimiento vertical de C: Se coloca una fuerza unidad F=1enel punto C (se coloca
vertical descendente).

Leyes de esfuerzos:

mf‘g:_(l‘_s)
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El movimiento vertical de C v, (positivo si descendente) valdra:

ijGA +0+ jPl_2 +0+ jP

4PLC PL PL
=— + +
3ElI KkGA EA

2) Movimiento horizontal de C: Se coloca una fuerza unidad F=1enel punto C y
dirigida hacia la derecha.

{

I

Fig. 4 fuerza unidad horizontal en C

A
77

Las leyes de esfuerzos seran:

El movimiento horizontal de C v, (positivo si hacia la derecha) valdra:
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PL
2EI

B
b =0+0+0+[P L(L—s)%+0+0=
A

3) Giro del punto C. Se coloca un momento unidad en C de valor Mc =1

s, M=1
B
C

I

Fig. 5 Momento unidad en C

A
77

Las leyes de cortantes y axiles son nulas y las de momentos valdran:
m, ‘ °=1
m, ‘ P=1

Por lo tanto, el giro en C (positivo si antihorario) valdra

i ds (o, d _ 3PL
El 2 EI
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Problema 7.9 En la estructura de la figura 1, hallar el movimiento vertical del punto A.
p

pa

C
/2N
|

S

Fig. 1 Pdrtico correspondiente al problema 7.9

Solucion

Se obtendra el valor del movimiento vertical en A aplicando el teorema de la fuerza unidad. Para

ello, se coloca una fuerza F=1enA (figura 2).

pa

€

€

C
7

Fig. 2 Fuerza unidad en Ay sistema de ejes

Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas valen

B (a—xl )2
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B
mf‘Aza—xl

c
mf‘Bza

Por lo tanto, el movimiento vertical de A (positivo si ascendente) valdra:

® (a-x) dx, $| pa? dx, 9 pa
o= [p B0 ) B ] B gt a2
A
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Problema 7.10 En la estructura que se representa en la figura 1 hallar (teniendo en cuenta
Unicamente la energia de deformacion debida al momento flector) el movimiento horizontal de
D. El producto El en todas las barras vale El =200 MNxm?,

p=10 kN/m
A c,
> B
’ 7
4m
D 20 kN L
! 6m i 4m i

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.10

Solucion
Se utilizara el teorema de Castigliano. Para ello, se sustituye la fuerza horizontal de 20 kN

aplicada en D por una fuerza genérica F (figura 2).

el p=10 kN/m
A C
€ B
7 Z
|
- 50-04F
.
‘Hm
pl_F

Fig. 2 Fuerza en F aplicada en D y sistema de ejes.

La ley de momentos flectores se escribe

Mf g:F(4_X1)
2
M, g=(50—0,4|:)(10—x1)—%
2
M, i=(50—0,4F)(10—x1)—m(1(+X1)+4F

Derivando respecto a F
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oM, [°
alf:‘B :(4_X1)
oM, S
a;h =—0,4(10-x,)
oM, |8
JA:—Q4GO—&)+4:Q4&
oF

El movimiento horizontal del punto D se obtendra

10
dx,

uDsz@—xJ@—xJETA—{6O—Q4F)00—m)—

0 6

POAOO—&ﬂ%%ﬁi{@O—Q4FXW—XJ—

493,333 +36,2667 F
El

y sustituyendo F y el producto El por sus valores

Uy = 6,09 x107° metros = 6,09 mm

10(10-x, )’

10(10-x, )

2

}

+4F}Q4&
E
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Problema 7.11 En el pértico que se representa en la figura 1 hallar el movimiento horizontal
de A asi como el giro de A.

2

|

-

a

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 7.11

Solucion
Con el sistema de ejes indicados, las leyes de momentos flectores se escriben:

B a
Mf‘A =p7(a_xl)

c :
Mf‘B ——p7+ pax,

a) Para hallar el movimiento horizontal en A, se coloca una fuerza horizontal F =1 en A

(figura 2).
Las leyes de momentos flectores valen

mf‘i:E(a_Xl):a_Xl

C —
mf‘B =FX, =X,

El movimiento horizontal de A valdra
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€
=1
B A

P —

s C
VL

Fig. 2 Fuerza y momento unidad en A

b) Para determinar el giro en A, se introduce un momento M =1enA (figura 2). Las

leyes de momentos debidas a M =1 valen

M — X
mf‘A:—?(a—xl)+M :Zl

B A a 3
3 dx, dx, rpa X, dx; pa
on= M m; —+[M m, E_.([T(a—xl)ZE—O,O%B =
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Problema 7.12 Determinar el desplazamiento horizontal del nudo A del entramado isostatico
de la figura 1. No se consideran deformaciones por axil.
La rigidez El es constante para todas las barras.

B A
7
L
F
| D —
L
c —e
v
| |
L

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 7.12

Solucién

Para calcular el movimiento horizontal del punto A se coloca una fuerza unidad F=1enA
(figura 2).

€

A
€ % F=1

€

[

C

2

Fig. 2 Fuerza unidad en A y sistema de ejes.

La ley de momentos flectores debido a las cargas externas vale
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Mf i:F(L_xl)

M,|E=F L

M2=F L-F(L-x,)=F x

La ley de momentos flectores debido a F =1 se escribe

mf‘i=2E(L_X1):2(L_X1)

C
rnf‘Bz F X =X

Aplicando el teorema de la fuerza unidad
B B L
dx dx dx
U, =M, m, —+|M, m  —L=|F(L-x)2(L-x)—+
o= T m B )20

s dx dx
+£(F xl)xlE—;+j(F L)xlE—izz,SF R
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Problema 7.13 Determinar el desplazamiento vertical de la seccién A y el desplazamiento
sufrido por el apoyo en B de la estructura de la figura .1. Considérese las rigideces conocidas.
Se tendr& en cuenta Unicamente la energia de deformacion debida al momento flector.

k
D C B

A
é//

-
R
R
-—

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.13

Solucion
a) Movimiento vertical del punto A

Se resolvera utilizando el teorema de Castigliano. De acuerdo con el sistema de ejes
locales en la figura 2 las leyes de momentos valen:

8 F
Mf‘A:E@a_Xl)

Mf‘z:__(a_xl)
52

y sus derivados respecto a F

aMfi 1
12—~ (3a-=
oF 2(a %)

oM |5
F )
8MfE a

oF 2
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62 ‘F
D C B

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza virtual E =1lenB

El movimiento vertical de A valdra

8 oM A oM 2 oM
UA=J.Mf f%+.fo f%+.[Mf C %
OoF E|I OF E|I OF E|I

A E

dx

Fa’

F 1 > 0aX, °F » dx, PR, dx
=——3— B — R — R — R
2 2(a ) EI+;[4(a ) EI+£4a El

N.—’SD

b) Movimiento horizontal del punto B
Se utilizara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza

(figura 2). Las leyes de momentos debidas a F =1 valdran:

mf‘g:_E(a_Xl):_(a_Xl)

Por lo tanto, el movimiento horizontal de B valdra:

D a 3
j —:jﬂa x)dX 0,25':a
) - El El

=0,5

El

F=1enB
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Problema 7.14 En el pértico que se representa en la figura 1 hallar el movimiento vertical en
C.

p
B i D
C
a
A El_«

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 7.14

Solucion

Se aplicara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza vertical F=1enel
punto C (figura 2).

——
|
I
<,

€

By o)
——
pa, F
4_2 A |l
s 4 pa F
4 2
3pa F E+E‘
4 2 4 2

Fig. 2 Fuerza unidad en C y sistema de ejes

Las leyes de momentos flectores debidos a las cargas externas seran

E a
Mf‘D :_pT(a_Xl)

a
Mf‘D :pT(a_Xl)
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2
a a-—X
Mf‘; :pT(a—Xl)— p%

Los momentos flectores debidos a E =1 valen:

1
mf‘z =_E(a_xl)

mf‘iz_(a_xl)
mf‘B__ (a_xl)

B X
mf‘A:_?l

O sea:

r dx, ¢ dx, ¢ dx
ve=|M, m —+|M . m —+|M, m —L-=
C .I! f f EI .‘.3. f f EI '[ f f I

¢ pa 1 dx, °fpa
-2 )| [ @) 2 2R ) L )
0 a

| pa dx, ¢
e[ B @x)- 2 w3 x| 24 f
0 0
7 pa’
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Problema 7.15 Utilizando el teorema de la fuerza unidad determinar el movimiento relativo

de A respecto de B segun la linea de accion AB. Se considera Unicamente la deformacion
debida al momento flector.

p
/(1_:=1
C al - "B
~
~
~
a2 ///
~
///
S - tan o=1/2
le)// A 0=26,565°
a2
D [S

| |

a

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 7.15

Solucion

Las leyes de momentos valen

Mf‘(; == (3—28)2
2
e
2
T

Las leyes de momentos debidas a F =1 valen
m, ‘§= (a—s)sina = 0,447 (a—s)

C
mf‘
A

= (s —%] cosa = 0,8944 (s—a/2)
m; ‘2:0

El alejamiento de los puntos A y B en direccion AB vale
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Cq

C 2
P 2 ds pa
AAB —é[[—z(a—S) :l(a—3)0,447 E'l‘ J. |:— )

Aa/2

s—a/2 0,8944£+0:
El

4
— 01118 P4
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Problema 7.16 Determinar los desplazamientos del apoyo articulado mévil de la estructura
de la figura 1.

F
2 - C B—cr

a
2a Al ———

-
N

2a

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.16

Solucion
Se resolvera aplicando el teorema de Castigliano. Para ello, se sustituye la figura F aplicada en
el apoyo derecho por una fuerza independiente H. Las leyes de momentos flectores valdran

(figura 2).

€
F
2 C B
e, -
I
i
|
H
Al
5]
| H+F
2
D

Fig. 2 Sistema de ejes
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c F
Mf‘D =(H+F)a-H (a—xl)—E(Za—xl)

y sus derivadas:

aMJi_a_X
o H 1
amJg_za_ﬁ_
o H 2
aMJE_X
oH :

r oM r oM < oM
uA=J‘Mf r dx jMf f%+IMf r O,
o Bl on B o EN

Sustituyendo (e igualando previamente H = F),

h dx, ¢ x, ) dx, F3F , dx
qu.!F(a—xl)zE—;+J;F(3a—xl)(2a—?1jE—;+ 07)(12 E; =
Fa’

=10,667
El
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Problema 7.17 Determinar los desplazamientos verticales y horizontales del punto en el cual
esta aplicada la fuerza F.

%
“ .

$>J D .
I\

-

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.17

Solucién

a) Movimiento vertical
Se utilizara el teorema de Castigliano. De acuerdo con el convenio de ejes de la figura 2

las leyes de momentos se escriben

Mf‘i:_F (a_xl)
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e ——
N
>

-F F
_+_

i—2$>D

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza horizontal en A

Y sus derivadas:

oM, |®

ME o)

aMf‘g 1

F 2@

alvlf\g__ﬁ
oF 2

De acuerdo con el teorema de Castigliano

B oM p oM D oM
UA:J'Mf f—dx1+J-Mf f—dx1+.[Mf r O
T 8F EI 3 " oF EI LT 0F EI
Sustituyendo:
2 dx, %F , dx, &F dx Fa’
va=|Fla-x) —+[—(@-x) —+|—x=—=05
A ! @-x) [ !4( ) El !41 El El

b) Movimiento horizontal
Se aplicara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza horizontal

F =1 en A (figura 2). Las leyes de momentos, debidos a dicha fuerza, valdran
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mf‘izo
.
mf‘B:_(a_Xl):_(a_xl)
B If X,
Mely =5 %=
Por lo tanto.
2 dx, ¢ dx, 2 dx
qujMfmf—;+jMfmf—;+jMf (e =
A B B
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Problema 7.18 Determinar los desplazamientos verticales y horizontales en el punto de
aplicacion de la fuerza F.

k

A

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.18

Solucion

a) Movimiento vertical
Se aplicara el teorema de Castigliano.

e
2‘ JF
uu B
E el A F‘:l
| & by
—~—— ———]
o ()]
%) %]
€
D e, C

Fig. 2 Sistema de ejes locales y fuerza virtual horizontal en A

De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 las leyes de esfuerzos se escriben

M /Bx —F (a_xl)

M |S=-Fa

M,|S=-F (2a-x,)
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M [2=2Fa

oM, |3
PME oo
oM (¢
———=-a

oF

oM, |¢
WM ax)
8Mf‘g e

oF

De acuerdo con el teorema de Castigliano

oM, dx % dx, ¢ dx
v, = M, —- L =|F(a-x) —+|Fa>=—-+
A EDLA "OF EI ! YVOE ! E

¢ dx, | dx Fa’
F(a-x) —+|F(ay ==
+_(|). (2a XI)EI+~! (a)EI 7,667EI

b) Movimiento horizontal

Se aplicara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza F =1 en A.
Las leyes de momentos valdran

m|5=0
m; EZ_E(a_xl):_(a_Xl)
m;|p=—Fa=-a

m,|e=-F (a-x)=—(a-x)

Por lo tanto,

t dx, | dx
!Fa(a—xl)E—;+jF (2a—x1)aE—1|+

0

dx,

u, = I Mfme:

EDCBA
Fa’
E I

+J'2Fa(a—xl)%:3
0 =



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energia de deformacion 482

Problema 7.19 Determinar el desplazamiento vertical, horizontal y el giro de la seccién A.
Considérese las rigideces conocidas.

3a

w)
—e
(@)

zZz o
J

2a
‘F
A B
| |
a
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.19
Solucion
a) Desplazamiento vertical de A.
Se aplica directamente el teorema de Castigliano.
€
N C
o
-

[ e,

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza y momento unitarios en A

La ley de momentos debidos a la carga F se escriben:
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M BA=F(a_X1)

M.|S=Fa

M,[S=-F (2a-x,)

y sus derivadas

oM, |5
.
oM (¢
—F -

oM,

- —(2a-
M ax)
Por lo tanto
oM a
Dp = j M f%ZJF(a—XI)Z%-i-
ABCD oF EIl 3 El

2a 3a 3
+J-Fa2 l+IF(2 —x, ) dx, _16Fa

0 El EI 3 EI

b) Desplazamiento horizontal de A.
Se introduce una fuerza unidad en A. La ley de momentos flectores vale

m|5=0
m,|S=F(2a-x)=(2a-x,)

m,|2=2Fa=2a

De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad

2a
u, = J. Mfmf%:jF (2a-x, ;X IF (2a- x)2a%:
0

El

ABCD
Fa’
E I

¢) Giro del punto A.
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Se aplica un momento M =1 en A, ¢l cual produce una ley de momentos constante en
toda la estructura:

=M =1

De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad

b= [ M, IF jF Ei—jlr (2a- x)gx
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Problema 7.20 Determinar la variacion de las distancias entre las secciones A y B.

2a

—e
—e

-
-
-

-

a a

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.20
Solucién

Se introducen dos fuerzas unitarias F =1 en A y en B.

€
E D
€
(]
[\S]
# —
D
p . p
~
%)
€ €
G ¢, AB C

Fig. 2 Fuerzas unitarias y sistema de ejes locales

Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas externas se escriben:
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M [§=0
2
-0
Mf‘E:Zpa2
M ‘G: (2a_xl)2
fle 7
M [§=0

C
m; =0

Melc=—FX =-%

m;|s=0

El movimiento relativo entre A y B valdra

Upg = J Mfmf

BCDEGA

9 _ Xt o
EI ¢ 2 EI

2a
_.J.ZI)az -26111§L~—
) E I

2a 4
—jﬁ(za—xj%:—lz pa
)

El El
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Problema 7.21 Determinar el desplazamiento vertical y horizontal del punto A en el arco de
la figura 1. La seccion de la estructura es rectangular y el &rea vale A.
Nota: Se tendra en cuenta la deformacién por flector, cortante y axil.

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.21

Solucion
Se resolvera el problema utilizando el teorema de Castigliano. Las leyes de esfuerzos valen:

M, =VR (1-sin&)— HR cos @
Q=V cosfd—H sind
N =-V sind —H cosf

Para hallar el movimiento horizontal se derivan los esfuerzos respecto a H.

oM

=—-R cosd
oH
ﬂ:—sim9
oH
a—N:—cosH
OH

y por lo tanto
/2

B OM, Rd9 "F,0Q Rd9 "\ ON RO _
UA_I " oH E|+I aHkGA+J oH EA
0 0 0

2 2
_osvr[-R L U pgsapr| By L L
EA El

EI kGA kGA EA

Anélogamente, el movimiento vertical vale



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energia de deformacion 488

2 2
R® L 07854 07854 (oo RP 11
El kGA EA

v, =VR| 0,3562
EI kGA EA
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Problema 7.22 La pieza curva de la figura 1 es una semicircunferencia de seccién constante.
En el punto A se aplica una carga F horizontal. Se desea obtener el desplazamiento horizontal,
el desplazamiento vertical y el giro de dicho punto A.

Se despreciara la deformacion por axil y cortante.

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.22

Solucion
Para hallar el movimiento horizontal de A se aplica el teorema de Castigliano. Las leyes de
momentos valen (figura 2).

M, = FRsind
y su derivada respecto a F

oM )
—— =Rsind
oF

Fig. 2 Fuerzas virtuales y ejes locales

Aplicando el teorema de Castigliano.

£ oM
UA:J.Mf f Rd@

—:TFRSSinZG—z—
oF EI

0

Para hallar el movimiento vertical de A se coloca una fuerza virtual V =1 que produce una ley
de momentos:
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m; :\7R(1+cos6?): R(1+cos®)
Con lo cual

T RdO 7 . do 2FR’
UAz.([Mfmfﬁz.([FR%m@ (l+cos(9)E—= El

Analogamente para el giro, se coloca un momento M =1enel punto A. La ley de momentos
vale

m, =1
Con lo que el giro en A vale

f Rd@
¢A:IMf me——

0
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Problema 7.23 La ménsula curva de la figura 1 estd sometida a una presién uniforme de
valor p. Si se tiene en cuenta Unicamente la deformacion debida al momento flector, se desea
obtener el giro y el movimiento horizontal del punto A.

Fig. 1 Ménsula semicircular correspondiente al problema resuelto 7.23

Solucién

La ley de momentos flectores se escribe (figura 2).

M, =-a’p (1+cosé)
El momento flector debido a un momento M = 1 aplicado en A sera constante y de valor 1. Por
lo tanto, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro en A valdra

3

M m;, ds__]-azp(l+cosﬁ)ad0 ra’p
0

21 = | El El El

Fig. 2 Coordenada angular y momento y fuerza unidad

Para obtener el desplazamiento horizontal se aplica una fuerza unidad en B (figura 2). La
correspondiente ley de momentos flectores vale:

m; =asind
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Por lo tanto, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el desplazamiento horizontal de A valdra

2a‘p
EI

adf=-

UA—IM P ds = J«a P 1+cost9)asmt9

Analogamente, se obtiene que el movimento vertical y giro valen

pa’
=471
A El
3
0, =314 22

El



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energia de deformacion 493

Problema 7.24 Determinar los desplazamientos vertical y horizontal, asi como el giro de la
seccién C del arco representado en la figura 1.

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.24

Solucion

De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 las leyes de momentos debidas a F se escriben:

Mf‘E:—F a(l+cosd)
Mf‘Q:—F a(3-sind)

y sus derivadas respecto a F

oM |5

—f‘Bz—a(l+cos9)
oF

oM |g

—f‘B:—a(Z»—sin@)
oF

De acuerdo con el teorema de Castigliano, el movimiento vertical vale

oM, f i :
[ M — Rd9 j a* (1+cos 6 d—9+ j Fa’( —sinH)zd—9=13,64Fa
El E

Ve = El
ABC 0
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[
7

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerzas virtuales

Para hallar el movimiento horizontal se coloca una fuerza horizontal H =1 en C (figura 2). Las
leyes de momentos flectores debidas a H valen

m, ‘(B::—ﬁasinez—asinﬁ

mf‘ —Hacosf =acosd

Por lo tanto, si se aplica el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal vale

T 7/2
Ue = j M _49:J- 1+c059)s1nt9d—6— j Fa’( —sin@)cos@d—ez
El El
ABC 0
3
:—O,SFa
El

Procediendo de igual forma para el giro en C (se coloca un momento unidad M =1en C, que
produce una ley de momentos flectores constantes en toda la pieza), el giro en C vale

Fa’
E I

@ =—6,85
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Problema 7.25 La ménsula circular de la figura 1 de radio R =2m., estad sometida a unas
variaciones térmicas variables. Hallar los movimientos del punto A, teniendo en cuenta que
desde A hasta B es At, =120°C y At =80°C y desde B hasta C es At, =60°C y

At, =100°C ; siendo @ =2x107*°C ™" y el canto de la viga ¢ = 0,60 m.

B

7 A

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.25

Solucion
Se resolvera el problema utilizando el teorema de los trabajos virtuales complementarios.
Con el sistema de ejes indicados en la figura 2 las deformaciones térmicas valen:

" E = —%(Atl —At,)= _222-“ (60-100)=13333x10"*m™
==y —Atz)z—zxng_4 (120—40) = ~133,33x10* m""
nc_ ;Atz o =010 5 10 —160x 10"
= ;Atz o= 120780 0510 = 200x10-
y" =0

Fig. 2 Fuerzas virtuales y sistema de ejes
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Para hallar el movimiento horizontal del punto A se aplica una fuerza virtual H=1enA (figura

2).Si M+t y N son, respectivamente, la ley de momentos flectores y esfuerzos axiles en la

pieza motivados por H =1, de acuerdo con el teorema de los trabajos virtuales
complementarios se tendra

u,-H= j;(”tﬁf ds+ je”tﬁds

ABC ABC

Mt =HRsinf =2sind

N =H sinf =sin8

sustituyendo:

T

U, = [ (133.33x10% )x2sin0x2d0+ [(-13333x107)x 2 sinOx2 dO +

—
LS}

0 7/2
7/2 z
¥ j160x10-4xsin9x2d9+ jzooxm-“xsmexz d@ =720 x10~*metros = 72 mm
0 7/2

Andlogamente, colocando una fuerza vertical V=1 y un momento M =1 se deduce que el
movimiento vertical y el giro de A valen

Vv, =—987x10"*metros = -98,7 mm

0, =0
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Problema 7.26 Determinar el movimiento horizontal del apoyo mévil y el desplazamiento
vertical de la seccion C.

-

Fig. 1 estructura correspondiente al problema 7.26

Solucion

De acuerdo con el criterio de ejes adoptado en la figura 2 las leyes de momentos flectores se
escriben

M g:_F(a_Xl)

M,|o=F acosd

<
> O
I
S

F
N

o

A=1 +> e J

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerzas virtuales

Para hallar el movimiento horizontal de A se introduce una fuerza H =1 (figura 2) que produce
unos momentos flectores de valor

m,|%=H asinf = asind
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m,|3=Hasin6 = asin@

C
mf‘Bzo

De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad el movimiento horizontal de A vale

T 3
u, = J. M, mfR—dgz I Fa3cos6’sin0d—gz—0,5 Fa
El El El

ADBC /2

Analogamente, para hallar el movimiento vertical de C se introduce una fuerza virtual V =1 en
C. Las leyes de momentos debidas a esta fuerza virtual valen

D \Y a

m; ‘A = —Ea(l—cosé?): —E(l—cose)
v a

m; ‘E = —Ea (1-cosd)= —5(l—cosl9)

mf‘gz_\T(a_Xl)z_(a_Xl)

El movimiento vertical de C vale

dx, 7% a adg ¢ dx
Ue = M, m, —= FaCOSQ[——(l—COSQ):l—-F Fla—x ) —=
¢ ADLC TTE) Jz 2 E I l YOEN

3
_1.206 2
E |l
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Problema 7.27 Determinar los desplazamientos vertical y horizontal, asi como el giro de la
seccién C en la estructura de la figura.

7

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.27

Solucion
Debido a las cargas externas, y de acuerdo con el sistema de ejes de la figura 2 las leyes de
momentos valen:

c (a-x,)
M, == 6a
Mf‘i = paz(%—Sigej

Fig. 2 Fuerzas virtuales y ejes locales

Para determinar el movimiento horizontal de C se coloca una fuerza virtual unitaria en C de

valor H =1. Dicha fuerza produce unas leyes de momentos de valor
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m|g=-H(@a-x)=~a-x)

m, ‘i: —H asind = —asin @

De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal de C vale

a _ 3 7/2 .
ug = [ M, mf%:ij(a_xl)dxl _ paz(l_smﬁjasine adg _
ABC El 9 6a EI ¢ 3 2 =

4
~0,0927 P2
E

De la misma forma, para hallar el movimiento vertical y el giro se introducen en C,

respectivamente, una fuerza virtual V =1 y un momento virtual M =1. Aplicando el teorema
de la fuerza unidad se obtiene

4
v, = 0,08333 P2
E

pa’
=0,0181
Dc El
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Problema 7.28 Determinar las variaciones de las distancias entre los puntos C 'y C’ y entre
los puntos Ay B.

A
O
F F
——— e
c' C
O
B

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 7.28

Solucién

a) Variacion de distancia entre Cy C’.
De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 el momento flector de A a C vale

M, :—ga (1-cos@)

Cv

O
B
F=1

Fig. 2 Sistema de ejes locales y fuerzas unidad en Ay B
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La energia elastica del conjunto valdra

C
W:4xlIM$%
20 TEN

y por lo tanto la variacion de la distancia CC’ vale

< oM i3 ’
A= _afm, 20290 TR g (1mcoso) 99— 03562 2
oF 4 = OF EI 4 I El

0

b) Variacion de la distancia entre A 'y B.

Se aplicara el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se colocan dos fuerzas F=1enA
y B. La ley de momentos flectores entre Ay C debido a estas fuerzas vale

m = —Easine = %sing
2 2

Por tanto, el acercamiento entre A y B valdra

C 7/2 3

d F
A2:4jMfmfi:4j£a(l—cos<9)isin9a—d9:0,5 a
n El 0 2 2 El El
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Problema 7.29 Determinar el giro relativo entre ambos labios de la rétula A.

7

Fig. 1 Circulo correspondiente al problema 7.29

Solucién

Se aplicara el teorema de Castigliano. Se colocan un par de momentos M =0 en ambos labios
de la rotula A (ver figura 2) la ley de momentos flectores vale:

Mf‘ =—R(1—sint9—cos<9)—M cosd
2

Fig. 2 Momentos M = 0 vy sistema de ejes

La derivada respecto a M de la ley de momentos vale

oM (%

————=-—cos¥
oM

De acuerdo con el teorema de Castigliano el giro relativo entre ambos labios de A vale
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oM [S Rd6 TFaz
0

t C
ond=2]l ], < 00
_ o254 F 2
E

504

(1-sin@ —cos@)(- cos 9)% =

Puede comprobarse, asimismo, que el movimiento vertical del punto A vale 0,071 F a’ / El



Capitulo 8:
Estructuras Articuladas
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Problema 8.1 En la estructura de la figura 1, todas las piezas estan articuladas entre
si. Las barras horizontales tienen una seccion doble que el resto, siendo el médulo de
elasticidad idéntico para todas ellas.

100 kN

\
§> —

2,5m

§> 80 kN 50 kN
l
N B

2m 2m 2m ‘

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.1

Determinar:

e Esfuerzos en todas las barras.
e Movimiento horizontal y vertical en el punto donde esta aplicada la

fuerza puntual de 50 kN

Solucién

En la figura 2, se numeran las barras y los nudos y se sustituye el apoyo superior
por dos barras.

:/%
=}
(@)}
~
&)
—

80 kN

Fig.2 Numeracion de nudos y barras

La estructura es isostatica. La matriz conexion vale
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[ 0,625
-0,781
0,000
0,000
-0,625
0,781
0,000
0,000
°~| 0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
| 0,000

y el vector de fuerzas:

1,000
0,000
-1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,000
0,000
1,000
0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,625
-0,781
0,000
0,000
0,000
0,000
-0,625
0,781
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
1,000
0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,625
0,000 -0,781
1,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
-1,000 -0,625
0,000 0,781
0,000 0,000
0,000 0,000

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
1,000
0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

Fl = [O;—SO;O;O; 0:0:0:0:0;—100:0; —80:0: 0: 0; O}

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
-1,000
0,000
1,000
0,000
0,000

Resuelto el sistema de ecuaciones, los esfuerzos en las barras valen

N, =64 kN

Nz =64 kN

5

N, =192 kN

N,, = 295 kN

N, =—40 kN
Ng =-80kN
N,, = —200 kN
N,, =384 kN

N, = —50 kN
N7=-150 kN
N,, = —150 kN
N, =230 kN

N, =40 kN
N, =80 kN
N,, = 200 kN
N, =384 kN

0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000
0,000 0,625 1,000
0,000 -0,781 0,000
1,000 0,000 0,000
0,000 0,000 0,000

-1,000 -0,625 0,000
0,000 0,781 0,000

507

0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
0,000 0,000
-0,208 0,625
0,978 0,781}

Para hallar el movimiento vertical del punto 1, es preciso colocar una fuerza unidad
vertical, descendente F =1 en dicho punto. Ello origina unos esfuerzos:

N, =1,28
N, =1,28
N, =1,28
Ny, =1,28

N,=-0,8
N, =-16
Ny, =—2,4
N, =-32

N, =-1
N, =-1
I\_lll =-1
N, =1
(descendente)

siendo A el area de las barras verticales e inclinadas.

N,=0,8
N, =16
N, =2,4
N, =32
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El movimiento horizontal del punto 1 valdréa

2 __ 14 (hacia la izquierda)

ulz(N2+N6+NlO+N14)m: EA
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Problema 8.2 En la estructura de la figura 1, todas las piezas estan articuladas entre
si, teniendo todas la misma seccién y el mismo mddulo de elasticidad.

2m

/ 100 kN

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.2
Determinar los esfuerzos en todas las barras.

Solucién

En la figura 2 se pueden ver los nudos y barras numerados. Asimismo, se han
sustituido los apoyos por barras.

s O
(6) O
@ 3)

4 @ 3

/ 100 kKN
©
@
§>7 1 .
v @
8 9

Fig.2 Numeracion de nudos y barras

La estructura es isostatica. La matriz de conexion se escribe
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_/

0 0 -06 0 0 0 0 -1 0 1 0 0

0 0o -08 0 0 0 0 0 -1 0 1 0

0 0 0 0 0 0o -08 1 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 0 -06 0 0 0 0 1
0,71 1 0 0 0 0 0,8 0 0 0 0 0
-0,7 0 0 0 0 0 0,6 0 0 0 0 0
CO = 0 -1 0 0 0 -07 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0o -0,7 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 -1 0,71 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0,71 0 0 0 0 0 0
-0,7 0 0,62 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0,78 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Q)Jl

—

y el vector de fuerzas:
F™ =[0;0;0;0;0;-100;0;0;0;0;0;0]

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los esfuerzos en las barras:

N,=354kN N, =-450kN N,=-320,2kN N, =—450 kN
N, =450kN N, =636 kN N, =250 kN N, =200 kN
N, =450kN N, =0kN N,, = 200 kN N,, =—300 kN
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Problema 8.3 En la estructura de la figura 1, todas las barras son de acero con un
maddulo de elasticidad de valor E =200GPa. La seccion recta de cada una de las barras

es la siguiente:

Barra | 1-6 4-5 1-2 3-4 2-5 3-6 2-6 3-5 2-3 6-5
Seccizén 22,35 | 22,35 | 32,00 | 32,00 | 25,00 | 25,00 | 15,00 | 15,00 | 20,00 | 20,00
(cm°)

Determinar los esfuerzos en todas las barras asi como el movimiento total del punto 3.

Solucion

3”150 kN

40 kN

4m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.3

La estructura es una vez hiperestatica. Se tomara como incégnita hiperestatica el
esfuerzo axil en la barra 2-5. Para determinar los esfuerzos en todas las barras, se
elimina la 2-5 y se la sustituye por dos fuerzas X iguales y de signo contrario aplicadas
en los puntos 2y 5.

3150 kN

X

®
o Y7
®

X

40 kN

Fig.2 Estructura isostatica base
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La matriz conexion de la estructura isostatica base se escribe

[ ° 0 0 0 0 0 -0,625 -0,894 0 1 0 0 \
0 0 0 0 0 0 -0,781 -0,447 0 0 1 0
0 0 0 0 -1 0 0,625 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0,781 0 0 0 0 0
-0,625 0 0 0 1 0 0 0 0,8 0 0 0
0,781 0 1 0 0 0 0 0 0,6 0 0 0
CO = 0,625 0,894 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-0,781  -0,447 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 -0,894 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0,447 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0,894 -0,8 0 0 0

k 0 0 0 -1 0 0 0 0,447 -0,6 0 0 0 )

y el vector de fuerzas externas vale
F' =[0;0;0;0;120;-90; 0;0; 0;0; 0; —40]

Los esfuerzos, producidos en la estructura isostatica base por las fuerzas anteriores,
valen (las unidades son kN)

NJ [ NJ [ Ng [Ny NS [ Ng [Ny [ Ng NG [Ny | NG NG

-50 [ 348 | 1556|778 |-62 [311 |-100 |-65 |-111 |-120 |-107 |-23

Los esfuerzos provocados por dos fuerzas unidad iguales y de sentido contrario,
situadas en los puntos 2 y 5y en la linea de accion 2-5 valen

NDOIN; INg P Ng [ Ng P Ng N7 P Ng [ Ng [Ny | NS NG

0 0 -06 |-06 |[-08 |-08 |0 0 1 0 0 0

El alejamiento entre los puntos 2 y 5 debido a las cargas externas vale:

9
Ajs=—> N’ N/ LT 0,00142222 m
EA

i=1
El alejamiento entre los puntos 2 y 5 debido a las dos cargas X vale

9
Ay =—X D> NI N} E"—iA= ~0,00003 X

i=1
Por otro lado el alargamiento de la barra 2-5 vale

Ay =X >
500000
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0 1 H
ycomo A, =A, +A, ,igualando

0,00142222-0,00003 X =10"° X

De donde se obtiene el valor de X

X =35,56 kN
Los esfuerzos en todas las barras valdran:
N, = Ni0 + X Nil

0 sea (en kN)

Nl N2 N3 N4 NS NG N7 N8 N9 NlO Nll

N12

-50 [ 348 |-578]564 |91 |266 |-100 |-65 |-76 |[-120 | -107

-23

Para determinar el movimiento horizontal del punto 3 se coloca en dicho punto una
fuerza horizontal unidad. Dicha fuerza puede colocarse tanto en la estructura
hiperestatica original como en la isostatica representada en la figura 2 y en la cual los
valores de X, tratados como fuerzas externas, son los obtenidos anteriormente.
Procediendo mediante esta segunda opcion, los esfuerzos N? obtenidos como

consecuencia de aplicar la fuerza unidad valen:

NS Nz NSNS NS NG N7 NG NG NG NG NG
-09 062 |0,278|0,14 |-01 |056 |-0,2 |124 [069 |1 042 |-04
El movimiento horizontal del punto 3 vale

9 N-2
u;=-» N; ——=-0,000313 m=-0,313mm

iz EA
Para hallar el movimiento vertical de 3 se coloca una fuerza vertical en 3 en la
estructura isostatica. Los esfuerzos N? en las barras valen
NS OINg NS NGNS NG ND NG NG NG NG| NG
142 | -1 -0,44 |1 -056|044 |-09 |0,71 |-05 |056 |0 0,33 | 0,67

El movimiento vertical del punto 3 vale:

9 3
v;=—>. N, N _ 000258 m = 2,58 mm
3 i EA

i=1
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Problema 8.4 En la estructura que se muestra en la figura, se pide: Determinar los
esfuerzos en todas las barras, estando ésta sometida a las acciones exteriores que en
maddulo, direccion y sentido se indican.

‘IOO kN ‘501{N

= 50 kN

3m
60 kKN 60 KN

4 m 6m 4m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.4

Solucién

En la figura 2 se numeran las barras y los nudos, sustituyéndose los apoyos por barras.

60 kN

Fig.2 Numeracidn de nudos y barras
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La estructura es isostatica. La matriz de conexion C, vale

~
/)

0 0 -0447 0 -0942 0 0 0 0 1 0 0
1 0 -0894 0 -0336 0 0 0 0 0 1 0
o -08 0 -0942 0 0 0 0 0 0 0 0
1 06 0 0336 0 0 0 0 0 0 0 0
0 08 0447 0 0 1 0 0 0 0 0 0
C = 0 06 0894 0 0 0 0 0 0 0 0 0
<0 0 0 0 0 0 1 08 -0447 0 0 0 0
0 0 0 (-EAB I-eA) 0 06 0894 0 0 0 0
0 0 0 0 0942 0 08 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0336 0 06 0 1 0 0 0
0 0 0 0942 0 0 0 0447 0 0 0 0
k 0 0 0 -0,336 0 0 0 -0,894 1 0 0 1 j

y el vector de fuerzas
F' =[0;0;0;-60;0;-100;50;-50; 0; —60; 0; 0]
Resuelto el sistema de ecuaciones, los esfuerzos en las barras valen:

N,=—44kN  N,=182kN N,
N,=112kN N, =—-41kN N,
Ny=-177kN N, =-50kN N,

=—124kN N, =-154kN
=—132kN N, =32,5kN
=—117kN N,, =—153kN
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Problema 8.5 La estructura de la figura 1 esta sometida a las cargas indicadas. La
barra 0-1 es de hormigdn y esta empotrada en el nudo 0 y articulada en el 1. EI médulo
de elasticidad del hormigon es de 20000 MPa, y la seccion de dicha barra es de
1.00x0.50 m. Las restantes barras de la estructura son de acero laminado con un area

de 10 cm® y modulo de elasticidad igual a 2x10° MPa. Hallar los esfuerzos en todas
las barras de la estructura.

50 kN/m

2 3 5 100kN

3m

=

Zz
o
~

2
7

-9

3m 3m 3m 3m 3m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.5

Solucién

La estructura es una vez hiperestatica. EI punto 1 tiene ademas un movimiento
vertical. Sin embargo, dicho movimiento vertical es irrelevante ya que las reacciones
verticales son isostaticas. En la figura 2 se ha eliminado la ménsula 0-1 sustituyéndola
por una fuerza horizontal H. Asimismo, se han sustituido los apoyos por barras. En
cuanto a la carga uniformemente repartida de 50 kN/m se ha sustituido por dos fuerzas

verticales concentradas de valor 50 x3/2 =75kN en los nudos 2 y 3

TR

T
@ v
9 8

Fig.2 Numeracion de nudos y barras

La matriz conexion de la estructura isostatica base se escribe:
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[ -0,707 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \
-0,707 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0,707 0 -1 -0,707 0 0 0 0 0 0 0 0
0,707 0 0 0,707 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Co = 0 1 0 0,707 0 0 -0,707 0 -1 0 0 0
0 0 0 -0,707 -1 0 -0,707 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0,707 -0,707 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0707 0,707 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,707 1 -1 0 0
k 0 0 0 0 0 0 0 -0,707 0 0 1 0 )

Debido a las fuerzas externas, los esfuerzos en la isostatica base valen:

N, =-168kN  N,=119kN  N,=-162,5kN N, =61,9kN
N.=-75kN N, =-163kN N, =442kN N, =-44kN
N, =131kN ; N, =100kN N, =-31kN ; N, =-119kN

En las barras de la estructura triangulada el producto EA vale
EA =2x10° MPax10cm? = 2x10° kN

con lo cual, el movimiento del punto 1 hacia la izquierda vale:
u’ =(N,+N )xi=0 0075m
1 2 9 EA !

En la misma estructura, y debido a la fuerza H, el movimiento de 1 (hacia la derecha)

ui:H%:o,ooooeH

Con lo cual el movimiento del punto 1 valdré:

u, =0,0075-0,00006 H

Mirando hacia la ménsula, el movimiento horizontal del punto 1 valdra (hacia la
izquierda)

u,=H 3 > =0,0000003H
20000 MPax1x0,5m

Igualando, se obtiene el valor de H:

H =124,4kN (compresidn)
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Con lo cual, los esfuerzos finales valen:

N,=—-168kN N,=-54kN  N,=-162,5kN N, =619kN
Ny=-75kN N =-163kN N, =44,2kN N, =—-44kN
NlO

N, =6,6 kN ; =24 4kN N, =-31kN ; N, =-119kN

518
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Problema 8.6 La estructura representada en la figura 1, se encuentra sometida a la
accion de las dos fuerzas indicadas y a una dilatacién de 3 cm. En la barra 3-5. El
producto EA de las distintas barras vale:

EA, =EA, =EA,, =EA, = EA, =3,46x10°kN
EA, =6,15x10° kN
EA,, =7,00x10° kN
EA, =6,15x10° kN

Se pide: determinar los esfuerzos en todas las barras.

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.6

Solucion

La estructura es dos veces hiperestatica. Se tomardn como incognitas
hiperestaticas el esfuerzo axil en la barra 1-3 asi como la reaccion horizontal en el
apoyo 4. Para hallar los esfuerzos se separa la barra 2 y se sustituye por dos fuerzas X,
asimismo, se libera la coaccién horizontal del apoyo 4 y se sustituye por la reaccion
horizontal hiperestatica H (figura 2)

Los esfuerzos en la isostatica base debidos a las cargas externas valen (kN):

N [N NSNS NS | NG | N7 ] Ny | Ng N,

-63,92 | 98,38 | 63,92 | -163,92 | 131,96 | 163,97 | -167,17 | -94,64 | 100 | -55,36

Los esfuerzos en la isostatica base debidos a dos fuerzas X =1 valen:
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Ne N, | ONg | Ng | Ng N | N Ng | Ny
10,5833 | -0,0054 | 0,5833 | -0,5833 | -0,5743 | -0,579 | 0,0092 | 0,0052 | -0,366 | 0,3608
8
b ©

Los esfuerzos en la isostatica base debidos a una fuerza H =1 valen

Fig.2 Isostatica base

N/

N,

N

Ny

N;

Ny

Ny

04 | -1,

3948

-0,4

0,4

-1,2

-0,4

0,4079 | -0,3464

-1

El acercamiento de los puntos 1y 3 en la isostatica base debido a las cargas externas, a
las fuerzas X, a la fuerza H y a la dilatacion de 3 cm en la barra 3-5 vale:

A, =Z7:(Ni°+x N;+H N7)

i=1

El movimiento horizontal del punto 4 vale:

u4:Z

7
i=1

(N?+X N} +H Nf)(i)
EA

(L] NZ+0,03% N =
EA ),

—0,01741+1,675x10° X +2,353x10°H

N7 +0,03xNZ =

~0,0174+2,353x10° X +4,14x10°H =0
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El acercamiento A, , debe ser igual a

~Xhis _ 096x10°X
(EA).,

Igualando y resolviendo el sistema de ecuaciones:

X =625,6kN H =385kN
Con lo cual los esfuerzos en cada barra valdran
N. = Ni°+x Nil+H Nf

es decir, expresado en kN

N, [N, [N, [N NG TN TN,

-275 | -442 | 274,9 | -375 | -689 | -352 | -4,4

-225

-514

304

521
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Problema 8.7 En la estructura articulada de la figura 1, todas las barras son de igual
seccion y longitud L= 4 m. La estructura esta sometida a una fuerza vertical de 50 kN
en el nudo 6. Se pide: Esfuerzos en todas las barras

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.7

Solucién

La estructura es isostatica. Si se corta la estructura tal como indica la figura 2, y
se toman momentos respecto al punto 1 se obtiene:

4 _ 43

5Ox——2x—22N,=0 = N, =14,43kN
2 2

6
‘50 kN

1
Z

Fig.2 Corte realizado en la barra 1
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Anélogamente para las barras 5y 6:
N, =—14,43kN N, = 43,30kN
Por equilibrio en los nudos,

N, = —14,43kN N, =14,43kN

N, =14,43kN

523
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Problema 8.8 En la estructura de la figura 1, se pide: determinar los esfuerzos en todas
las barras y el corrimiento relativo entre los nudos 1y 3 para la siguiente solicitacion:

- Barra 1-2: incremento de temperatura de 60°.

- Barra2-4: 0,5 cm més

- corta de lo proyectado.

- Barra 1-3: 0,4 cm més larga de lo proyectado.

- Moédulo de elasticidad: E =2x10° MPa.
- Coeficiente de dilatacion térmica= 10 °C ™.
- Secciones: A, =A,=A, =A, =10cm’?

A, =20cm’
A,, =15cm’
2
2m
® 1 ®
@
1 © 3
60°
® | @
4

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.8
Solucion

El producto EA de cada barra vale:

(EA), = 2x10° MPax15cm? =3x10° kN
(EA), =(EA), =(EA), = (EA), =2x10° MPax10cm? = 2x10° kN
(EA), =2x10° MPax20cm® = 4x10° kN
La estructura es una vez hiperestatica. Para calcularla, se elimina la barra 2

sustituyéndola por sus efectos en la estructura (figura 2). Supdngase que el esfuerzo axil
de la barra 2 vale X
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Fig.2 Estructura isostatica base

Los esfuerzos en cada barra producidos por las fuerzas X valen:
N, =1732X N, =N, =N, =N, =-X (compresion)

El acercamiento entre los puntos 1y 3 vale (las unidades usadas son kKN y metros)

5

— ! x10° 2x10°

7,464 X —986,03
10°

60x107° x 2 x (—1) + (—0, 005) x1,732 =

El acercamiento de los puntos 1y 3 de la barra 6 viene dado por

2X
A, ., =— —0,004
S 4x10°

Igualando:

X =73,58kN
Los esfuerzos en todas las barras valdran:

N, =N, =N, =N, =-7358kN (compresion)
N, =1,732x 73,58 =127,44kN (traccion) N, =73,58kN (traccion)

El alargamiento de la barra 6 valdra (movimiento relativo entre 1y 3)

A= 2X +0,004 =0,00437 metros

4x10°
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Problema 8.9 El hexagono regular de la figura 1 se encuentra sometido a la carga
vertical de 100 kN en los nudos 2 y 5. Sabiendo que la longitud de cada barra vale L= 3
m., determinar los esfuerzos en todas las barras de la estructura.

100 kN

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.9

Solucién

La estructura es una vez hiperestatica. Para hallar los esfuerzos se elimina la
barra 12 sustituyéndola por sus efectos en la estructura (figura 2).

100 kN

Fig.2 Isostatica base
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Los esfuerzos axiles en la isostatica base valen: (esfuerzos de traccion positivos)

Barral: -X ; Barra2: -X-100 ; Barra3: -X
Barra4: -X ; Barrab: -X-100 ; Barra6: -X
Barra7: X ; Barra8: X ; Barra9: X
Barra10: X ; Barrall: X

Estableciendo que el acercamiento de los puntos 3 y 4 en la isostatica base es igual al
acortamiento de la barra 12:

L (11x +200)=-2&
EA EA

Es decir:

X = —% =-16,67kN (compresion)

Por lo tanto, los esfuerzos en las diferentes barras valdran:

Barral: 16,67 kN ; Barra2: -83,33kN ; Barra3: 16,67 kN
Barra4: 16,67 kN ; Barra5: -83,33kN ; Barra6: 16,67 kN
Barra7: -16,67 kN ; Barra8: -16,67 kN ; Barra9: -16,67 kN
Barra 10: -16,67 KN ; Barral1ll:-16,67 KN ; Barra12:-16,67 kN
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Problema 8.10 En la estructura que se muestra en la figura 1 se pide: hallar el
movimiento horizontal en el nudo 5. Datos:

- Laseccion de todas las barras es A=10cm?.
- Modulo de elasticidad lineal E =2x10°> MPa.

10 kN
20 kN
- | f—
5
2 m
10kN
20 kN
- ——
4,5m
4 m
10 kN 10 kN
.- 30m
20 kN
4 m
2,5m
// % —
3,5m 1,5m 1,5m 2,0m 2m 1m
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.10
Solucién

La estructura es isostatica. En la figura 2 puede verse la numeracion de nudos y
barras, asi como la sustitucion del apoyo derecho por dos barras de rigidez infinita.
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10 kN
20 kN

an 20 kN

10
7

Fig.2 Numeracion de nudos y barras

529

La matriz de conexion correspondiente a la estructura (nudos 1 a 8 y barras 1 a 16) vale:

0[,35 1

-0,351 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0814 -0,933

-0,936 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0581 -0,359
0 0,351 1 0351 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0,936 0 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-0,351 0 -1 0 -0,351 0 0 0 0 0 0 0 0
0,936 0 0 0 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -0351 0,351 -0,956 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0936 0936 -0294 0 0 0 0 0 0 0
CO = 0 0 0 0 0 0,956 0 0,217 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0,294 1 0,976 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 -0,217 -0,316 0,555 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 -0976 0,949 0,832 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0316 0 1 0 0,933

0 0 0 0 0 0 -1 0 -0,949 0 0 0 0,359

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,555 -1 0,814 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,832 0 0,581 0

N

Los esfuerzos en todas las barras N/ debidos a

o o

o o o o

las cargas externas asi como los

esfuerzos en las barras N, debidos a una fuerza unidad horizontal y hacia la derecha en

el nudo 5 valen:
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Barra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 14 15 16
-26 -94 62,3 | -834 | 857 | 41,2 | 651 | -89 -41 -58 -36 -83 73,3 | 126,2 | -135 | 23,1
N? (kN)
N1 02 | -16 | 11 -157 | 199 | 131 (0,74 | -12 | -05 | -08 | -05 | -1,1 | 0,67 | 2,66 -2 0,75
|

El movimiento horizontal del punto 5 vale

U-= > N N/ | —
5 |:1| |EA

=0,0307 metros
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Problema 8.11 En la estructura articulada que se representa en la figura 8.11.1 todas
las barras tienen el mismo mddulo de elasticidad E =210GPa y la misma seccion

A=10cm?. Estando la estructura sometida a las cargas que se indican, determinar los
esfuerzos axiles en todas las barras.

F=100 kN

3m 3m 3m 3m

Fig.8.11.1 Estructura articulada correspondiente al problema 8.11

Solucién

En primer lugar se convierte la estructura en isostatica eliminando el apoyo

derecho y sustituyéndolo por una reaccién. Los esfuerzos axiles en la isostatica base
valen:

NS =N2=NO=N2=N2=N2=0

N?=—141kN ; NO=100kN ; N2=-100kN

Nj =—100kN ; Nj=141kN ; N =-100kN
N102 = N104 = Nlos = N106 = Nlo7 =0

Si en la isostéatica base se aplica una fuerza F=1 kN en el punto 9, vertical ascendente,
los esfuerzos valen:

Nll =—1kN ; N; =0 ; N; =1,41kN
Ni =-1kN ; Né =—1kN ; Né =1kN

Ni =1,41kN ; N; =—-2kN ; Ng1 =1kN

Nll0 =2kN ; Nll1 =-1,41kN ; Nll2 =—1kN
Nll3 =1kN ; Nll4 =1kN ; Nll5 =-1,41kN
Nlle =0 ; N117 =0

Puesto que el movimiento vertical del apoyo 9 debe ser nulo, se escribira

o, =0= 3R LIS e, |

=  E A ' EAlS
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de donde:

~3497 +81,94R, =0
0 sea

R, =42, 7kN

Los esfuerzos en cada barra se escribiran

N, =N?+R, N}

es decir:

N,=-42,7kN ; N,=0 ; N, =60,4kN
N,=—42,7kN ; N;=—42,7kN ; N;=42,7kN
N, =-8L1kN ; N, =14,6kN ; N, =-57,3kN
N, =-14,6kN ; N, =811kN ; N, =-42,7kN
N, =-57,3kN ; N, =427kN  ; N;;=—60,4kN
le = 0 , Nl7 =0

532
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Problema 8.12 En la estructura articulada que se representa en la figura 8.12.1 esta
sometida a un incremento térmico de valor t = 30 °C. Sabiendo que en todas las barras
el producto EA vale EA=210.000kN y que el coeficiente de dilatacion lineal vale

a=12x10"°°C™, hallar los esfuerzos en todas las barras

8§ m 4m ' 8 m

Fig.8.12.1 Estructura articulada correspondiente al problema 8.12

Solucién

La estructura es una vez hiperestatica. Se tomara como incégnita hiperestatica el
esfuerzo axil de la barra 6. Los alargamientos de cada barra debidos a la variacion
térmica seran o, =at L, , es decir

o =3,22x10°m ;  &'=3,05x10°m ; &)'=102x10"°m
o' =2,04x10°m ;  &'=2,28x10°m ; &' =144x10"m
oM =2,28x10°m ;  &'=2,04x10"m ; &'=1,02x10"°m
op =3,22x10°m ;&) =3,05x10°m

Fig.8.12.2 Estructura isostatica
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Si entre los puntos 3 y 5 de la estructura isostatica se introduce una fuerza unidad F = 1
kN (ver figura 8.12.2), los esfuerzos valdran:

N}=134kN ; N!=-0849kN ; N!=0
N!=-0,849kN ;  N!=0,632kN
N!=0,632kN ; N!=-0,849kN ; N!=0
NL=134kN ; NI =-0849kN

El acercamiento entre los puntos 3 y 5 en la estructura isostatica debido a la variacion
térmica y a la fuerza axil real que actta entre 3y 5 valdra

1
;5 =N i(N') L'+i5le=27 4x10™° N, +2,86x10°°
3,5 6 =l | | ! 6 !

1=1 (EA)|

16 16

El acercamiento entre los puntos 3 y 5 debe ser igual al “acortamiento” de la barra 6, es
decir

Wy = — No-4_ 1 445107
® " 210.000

Igualando ambas expresiones:
N, =—14,83kN

con lo cual, los esfuerzos en las barras valdran

N,=N6N,1.

O sea:

N, =-19,87kN ; N, =12,59kN ; N,=0

N, =12,59kN ; N, =-9,37kN ; N, =-14,83kN
N, =-9,37kN ; Ng=12,59kN ; N,;=0

Ny, =-19,87kN; N, =12,59kN



Capitulo 9:
Vigas simples
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Problema 9.1 Utilizando la ecuacion de la eldstica, hallar las reacciones y dibujar las leyes
de momentos acotandoles debidamente de la viga empotrada apoyada, de la figura 1.

X2

o

= B
7

|

-

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.1

Solucion
La expresion de la carga repartida, en funcién de x;, viene dada por

P (x1)=—p( —ﬁj

L

Integrando la ecuacion general de la eléstica se obtiene

x4 x5 x3 x2
Elv,=-p| Lt ——2—|+C,=>+C,>+C;x,+C
2 p(24 120L) ‘6 g T

Las condiciones de contorno a imponer son:

-Para x, =0 =, (xl) =0

-Para x, =0 =dv,/dx, =0

-Para x;, =L =, (xl):O

-Para x,=L =d%,/dx}=0

con lo cual para las constantes de integracion se tienen los valores: C, =2pL/5 ;
C,=-pl’/15; C,=C,=0.

La ecuacion de la elastica queda:

Elvzz_pr L) Ll _pxl
24 5.)° 15 30

La ley de momentos flectores valdra
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2 2 2
et ) ot 2
Xy

En la figura 2 puede verse representada la ley de momentos.

2 O

15

N1 e
M iy = 0,45 I;—E <|D

e

0,45L

Fig. 2 Ley de momentos flectores

En cuanto a las reacciones verticalesen 4 y B:

d®v 2
R =—0 =EJ]-—2 =—pL
A QA de Y 5p
Ry-0,——E1 % L,
oo a |, 107

537
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Problema 9.2 Utilizando la ecuacién de la eldstica, determinar la ley de flechas de la viga de
la figura 1.

>

N

B >3Fa
2
|

.
-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.2
Solucion

La ecuacion de la elastica se escribira para este caso

d*v, F
= 5(x, -
dx; EI (v, ~a)

Integrando de forma sucesiva:

d3v F

dxfz :—EH(XI —a)+ Cl

d? F

dx‘:zz = _E] (xl - )H(xl _a)+C1x1 +C,

d F _ 2 2
d: = %H(xl —a)+ Cl%+C2xl el

3 2
Y gy, —a)+ Cl%+ C, %1+C3x1 +C,
Las condiciones de contorno a imponer seran:

V2 (O) =0

Vv, (4a) =0

2
dv,

2
dx;

=0

x=0

M,0)=EI

2
dv,
2
dx;

=-3Fa

M ,(4a)=EI

x;=4a

con lo cual, las constantes de integracién valdran:
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C,=C,=0 ; C,=9Fa*/8EI ; C,=0. Porlo tanto, la ley de flechas valdra

— 3 2
v, :_LMH(Xl )+ a
EI 6 8EI

Xy
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Problema 9.3 Hallar las reacciones y dibujar las leyes de momentos acotdndoles debidamente
de la viga empotrada apoyada, de la figura 1.

N Mr ¢
R O B%
|
a b
L

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.3

Solucion
La viga es una vez hiperestatica. Para calcular las leyes de esfuerzos se libera el apoyo B
sustituyéndolo por la reaccion R; (figura 2).

-

N3 \ I B@_ X
Z

Fig. 2 Reaccion en B y ejes locales

Las leyes de momentos se escriben
Mf‘zC;: RB(L_xl)
M ,|S=R,(L-x)+M

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr el movimiento vertical de B vale

dx, _RL  Mal a*

M dx, ¢ dx,
= |—L(L-x)L= (R, (L—x) 2+ |[R,(L—x)+M](L~ = M
Vs ./[ ]( xl)EI 2': B( xl) E1+'([[ B( x1)+ ]( xl)E] 3E]+ El 2E]

ycomo v, =0, resulta

3
R, = 4%%(1-%) = 3M g2

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores, siendo
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d:gf_ab(Lz_bz)

M,=M-M,
M o

= i)

M @@) w . "
o j

a b

Fig.3 Ley de momentos flectores
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Problema 9.4 Hallar la flecha en el punto C de la pieza de la figura 1. Hallar asimismo el

giro en A.
B C A
\ &
2
a a a a
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.4
Solucion

La ley de momentos flectores de la pieza ABC puede verse representada en la figura 2. Su
expresion analitica es

M, j:F(4a—xl)

M, |°=F(4a—-x,)-F(3a—x,)= Fa

e=Fa—F (2a—x,)=-F(a-x,)

f g:—F(a—xl)

le

e
Y PR

a a a a

Fig. 2 Ley de momentos flectores y reacciones

El cortante en Cvale Q. =—F (figura 3)
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zz

o
b

a

Fig. 3 Cortante en C

La flecha en C valdra

a — —
B ETl 3EI

t.|C dx, Fa®
Ve :J-Mf ( _xl)_
0
Para calcular el giro en 4 se calculara previamente, utilizando el segundo teorema de Mohr, el
giro aladerechade C, ¢

4q
v, =vc+(p23a+j-Mf(4a—xl)%:0

y sustituyendo, se obtiene

._ 8 Fa®

P79 Bl
y de acuerdo con el primer teorema de Mohr

4a 2 2 2
dx 8 Fa Fa 10 Fa

—pf+ (M =2 -—
$a=0c I EI 9 EI

TEI 9 EI
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Problema 9.5 Determinar el giro en el punto A de la viga de la figura 1

W1
3
VaR
w
3
VaR
| =—=
Folo
N

—
-
-
-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.5

Solucion
La ley de momentos flectores vale

Mf‘?z—(Ba—xl)—Fa:— %

M/.‘Z:— xl+aF—F(2a—xl):F(—a+—xl)
8 2F

M./»‘A_?Xl

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr:

3a
v, =0=v,+¢, x3a+IMf (3a—xl)%
0

y dado que v, =0 se obtiene

_Fa2
9F ]

0, =
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Problema 9.6 Hallar la flecha y el giro en el punto C de la estructura de la figura 1

20 kKN/m

A B C

N\
N

|

-
-

3m 6 m
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.6

Solucién

Para determinar la flecha y el giro en C se obtendra, en primer lugar, el giro en 4 utilizando el
segundo teorema de Mohr.

Las leyes de momentos flectores se escriben:

M ,|%=240(3-x,)-120% (6 - x,) = -120,

¢ 20x(9-x,)’

2
M [, === =100 x,)
X
20 kN/m
A B C
X
7 7
I
120 kN 240 kN

Fig.2 Ejes y reacciones

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr

dx,
ETl

=0

3
V=V, +0, x3+jMf.‘j(3—xl)
0

Sustituyendo y despejando ¢,

160
?,y El

Por tanto:
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3
=v,+0, ><9+IM (9- xl)céx} =%x9+[
0

. j[—lO(Q—xl)z](g—xl)%z _%0
3

Para hallar el giro en C:

P =@, + _T i 1?+j: 120xl dxl+“ 10 )zl%z_@

My er= El

A 0

Alternativamente puede descomponerse la pieza en dos vigas simples (figura 3)

20 kN/m

360 kNm

5 ,/@,) ; C

Fig. 3 Descomposicion en vigas simples

De la figura 3 se deduce que

dx,
ngxBC+jM (9- xl)EI
y
C
dx
=@, +|M, —~
Pc =P }[ IR

Utilizando los teoremas de Mohr se obtiene que

360x%3
=— =-360/E1
O =""p7 /
Por lo que
360 dx. 5400
= -1 1 -
Vo= 6+” 0(9-x,Y]o- x)ot= -2

546
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360 ¢
- [|-10(0-
Pc E[+'3[[ (

]dxl 1080
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Problema 9.7 Hallar el valor de la reaccién hiperestdtica y las leyes de esfuerzos en la viga

de la figura 1
Nota: El producto EI vale EI =20.000 kNm®

YA B
]
1 cm
7
| |
5m

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.7

Solucion

Para determinar la reaccion en B, se libera el apoyo y se sustituye por la reaccion R
La ley de momentos flectores vale

M, =-R, (5-x)

X3
A B

7

Fig. 2 Reaccion en B y ejes locales

El desplazamiento de B vale:

2 dx : X
vy =M, 6-x)=t=-|R,(5-x) =L=-1cm
B E[ f 1 El _([ B 1 Ji
De donde se deduce que

R, =48 kN

La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 3

24

JW&WTM
/

Fig.3 Ley de momentos flectores
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Problema 9.8 Hallar el valor de la reaccién hiperestdtica y las leyes de esfuerzos de la viga
de la figura 1 (E I =150.000 kNm?)

30 kN/m

N

NA B Io,s cm

7m

-
-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.8

Solucion

Se tomaran como incognitas hiperestaticas los momentos reaccion en 4 y B (figura 2). Para
obtener sus valores es preciso anular el valor de los giros en 4 y B.

A B

¢
% 7 0,5 cm
¢
+
30 kN/m
A B
W )
% 9%
+
9% 9%

| i

7m

Fig. 2 Giros en la viga isostdtica base

El giro ¢ vale

=90 __6,0007143rdn

Tm

El resto de los giros puede facilmente obtenerse utilizando los teoremas de Mohr, de forma que
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1 30x7°

9, =————— =—0,00286 rdn
24 x150.000

oL =—p' =0,00286 rdn

@ = ™™, +%:1,556x10*5MA +0,778x10° M,

3EI 6FEI

o2 = IMa My 67785105 M, ~1556x10° M,

6EI 3EI

El giro total debe ser nulo tanto en 4 como en B.

@, =¢+¢, +¢p’=-00007143-0,00286 +1,556 x10° M , +0,778x10° M, =0

0y =d+ @, + 2 =-0,0007143+0,00286 — 0,778 x10° M , ~1556x10°M , =0

De donde se obtiene
M , = 214,43 kNm M , =30,68 kNm
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos

214,43

|:| 30,68
it O

72,69

e

2,625m

kN xm

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 9.9 Utilizando el segundo teorema de Mohr, determinar la ley de momentos
flectores y la reaccion en C en la viga que se acota en la figura 1

F=65kN
g A C M=80kNm
! ES
7
} } }
4m 3m

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.9

Solucién

Se tomara como incognita hiperestatica la reaccién en C. La ley de momentos flectores se
escribe

M ,|%=R.(7-x)-80-65(4-x,)
M ,|5=R.(7-x,)-80

M=80kNm
C

: B /%
)/

L,

Fig. 2 Isostdtica base y sistema de ejes

)F:65 KN

El movimiento vertical en C vale

F B dx, ¢ c dx
Ve :0:.!Mf‘A(7—xl)E—;+'[M/-‘B(7—xl)E]l =0
De donde:
R. =429 kN

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores
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80

39,59

O
A I
* m

) ’

48,75

kN xm

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 9.10 Determinar la flecha en el punto C, asi como los giros en ambos lados de la
articulacion D, en la viga de la figura 1

Co ¥
\\IE B
\

D A 7@ C

a a a a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.10

Solucion
Se separa la pieza AC en las vigas AD, DBy BC (figura 2)

T RN
V—-mn D — g) (Brc

e

a

Fig. 2 Descomposicion en piezas simples

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr, el desplazamiento vertical de D de la pieza ED
vale (positivo si descendente).

- Fa®
PBEl
y asimismo
g _ Fa®
o 2E1

Asimismo, para la pieza DB:

v, Fa® Fa’

P = 2Bl T 4ET

der __

_Vp 5Fa® Fa?

O =y T12ET  4EL

y el salto en el giro en D:

Fa® _Fa2 __EFa2
2ET A4E]I 4 ET

izq der

lo,]= 05 —pp =-
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Asimismo, para la pieza BC:

Fa® _lFa3
3l 12 EI

Ve ==@p-a+t

554
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Problema 9.11 Determinar la flecha en el punto A, asi como los giros en ambos lados de la
articulacion D, de la viga de la figura 1
‘F
D

B C
2 A B
I S S

2a a a a

fes}

A\

*—

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.11

Solucion
Se descompone la estructura en piezas simples (figura 2)

es]

B —_— D D

7% aF/2 <B‘m ‘F/Z tF/Z § 7%
T T R

a a a

- - [

A\

-

Fig.2 Descomposicion en vigas simples

Utilizando los teoremas de Mobhr, el giro de B de la pieza EB vale:

_Fa2
3E]

Qp =

La flecha de D valdra (positiva si descendente)

(F/2)a®  Fa®
3EI  2EI

V) =—@gza+
y el giro a la izquierda de D

o =9y —hr =
El giro a la derecha de D valdra

2
der_vD Fa

Y

con lo que
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— izq aler:_lF'a2
[(00] ®p —Pp 12 E1

La flecha en 4 valdra (positiva si descendente)

v, Fa® 5 Fa®
v, =2+ =

2 "6EI 12 EIl

556
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Problema 9.12 Determinar la flecha en el punto C, asi como los giros en ambos lados de la
articulacion D, de la viga de la figura 1.

F
A ‘ D B sz/ G
 C \ ] \&
F
N N S i
a a a 2a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.12

Solucién

Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2)

‘F Fa2 Fa2
A b b Q (B G)
£ f 2/ i 2
F/2 F/Z‘ J_ l

e — *

a

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

El giro en B (obtenido de la pieza BG) vale:

3 Fa®
2E 1

Qs =

Con lo cual, la flecha en D (positiva si descendente) vale:

El giro a la izquierda de D vale:

v, Fa® T Fa®

b 20 4EI 12 EI

y por tanto



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples

— izqg derngaz
[D] Pp —Pp 12 El

La flecha en C valdra (positiva si descendente)

v, Fda® Fa®
Ve =—+

2 "6EI  6EI

558
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Problema 9.13 Mediante la utilizacién de los teoremas de Mohr, determinar la flecha en el
punto A de la viga que se representa en la figura, sabiendo que el producto E I vale

ET=10° kN xm?.

p=20 kN/m
B C D
7 A Z 7
| | | |
' 3m ! 4 m ! S5m !

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.13

Solucién

Para determinar la flecha en A4, se elimina la pieza AB, colocando en A la accion que ejerce
sobre ACD (figura 2).

p=20 kN/m
Al C €1 D
‘30 kN 7 7.
€
} l }
4m Sm

Fig. 2 Pieza ACD y ejes locales
La ley de momentos flectores se escribe
C
M ,|5=(9-x,J30+10(9 - x, )]
D
M| =56x
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr

5
Ve =V, + @, x5+IM/.(5—xl)%:O
0

y como v,, =0 se obtiene el giro ¢,,

23333
El

?p

y la flecha en 4 valdra
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5 9
v, =v, + o, ><9+J.56x1(9—x1)%+I(Q—x1)2[30+10(9—x1)]2x} 31261,67
0 5

y sustituyendo el producto £ I por su valor

v, =0,031467 m = 31467 cm
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Problema 9.14 Utilizando el teorema de Mohr, determinar el desplazamiento y el giro en los
puntos Ay B de la pieza de la figura .1.

25 kN/m
| L \\
N¢ D A B G H
6m 2m 3m

ImIm

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.14

Solucion

La viga se puede descomponer en tres piezas simples (figura 2).

25 kN/m 25 kN/m 25 kN/m
\ D D G G \
c 50 kN ] A B 50 kN
1 50 kN 50 kN 1
| | S
6 m 2m Imlm 3m

Fig. 2 Descomposicion en piezas simples

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr los movimientos verticales de D y G valen
(positivos si descendentes):

_25x6' 50x6° _ 7650

8EI 3E1 ETl

Vb

 25x3' 50x3° 703125

Ve = +
8L 3E] El

Si se aplica el segundo teorema de Mohr a la pieza DG

4

d
Ve =V, — @) ><4—J‘Mf(4—xl)%:0
0

y como se conocen los valores de v, y v, , se obtiene

~ 1670,05

?p E]

Con lo cual, aplicando nuevamente el segundo teorema de Mohr
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2 dx, 42599
VA=VD_2(PD_IMf(2_x1)E_x;: El

0

; \dx; 249923

VB:VD_3¢D_IMf(3_x1/E1_ E]

0

562
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Problema 9.15 En la viga de la figura I determinar las leyes de esfuerzos cuando se somete a
un descenso de apoyo de valor 0 al punto A.

N| EI l§
3 B cN
| L |

a 2a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.15

Determinar asi mismo las leyes de esfuerzos cuando se someten a las fibras superiores a un

incremento de temperatura de valor t y a las fibras inferiores a un decremento del mismo
valor.

En el primer caso resolver el problema por dos procedimientos:

1. Tomando como hiperestdtica el valor del cortante en B.
2. Tomando como hiperestatica uno cualquiera de los momentos en los apoyos.

Solucion
I) Descenso de apoyo o del punto 4.

1. Si se toma como incognita hiperestatica el cortante en B se puede realizar la
descomposicién que se indica en la figura 2

Fig. 2 Deformada y descomposicion en piezas simples

A partir de los teoremas de Mohr se obtiene

3
5, = Fa
3E1
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_F(2a)
YUO3El
Sumando:
3Fa®
0=0,+0, =
es decir:
FoEl,
3a

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

2E1

Q:D 3

\ il

PRI,

3a

Fig. 3 Leyes de esfuerzos

2. Se toma como incognita hiperestatica el momento en 4: En la figura 4 puede verse:
a) Estructura isostatica base
b) Deformada, en la isostatica base, debida al descenso de apoyo en 4.
c) Deformada, en la isostatica base, debida al momento AZ,,.

El momento M , se obtendré de igualar los giros ¢ y ¢F.

El valor de ¢’ es inmediato

o
b
Oy =—

a
Para obtener el giro ¢ es preciso obtener previamente el movimiento vertical en B.
Teniendo presente que el cortante en B vale M , /a , Se obtiene

(o

a _8M ,a’
5 3E] 3E]
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CR
-

Cre
oo

A

Fig. 4 Isostdtica base y deformadas

con lo cual:

¢;:M/1c1_|_§:3MAa
3ElI a El

Igualando ¢¢ con ¢

6 _3M,a
a ETl
es decir,
ETl
M, = o
1342

que es el mismo valor que el obtenido anteriormente.
I) Analogamente, para el efecto térmico se obtiene que el cortante en B vale

_E]at
ah

F =

y el momento flector en 4

_E]at
h

M, =

Siendo 7 el canto de la viga.

565
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Problema 9.16 Dada la viga de la figura 1, en el que las vigas AB y BE son de la misma
seccion y rigidez, se pide:
Calcular el desplazamiento vertical de la rotula B y de la seccion C, por aplicacion del

segundo teorema de Mohr.
Determinar el giro y el desplazamiento vertical de la seccion extrema libre E.

1.

2.
3. Dibujar a estima la elastica.

F
s M=FL
A B D E 3
\N —% )
| | | | |
L L L L

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.16

Solucion
El esfuerzo cortante en B vale F/3 , 'y por lo tanto, la flecha en B valdrd (positiva si

descendente):

_(FR) _FL

vB
3E1 9FE I

Para determinar la flecha en C se aplica el segundo teorema de Mohr al trozo BD:

v, =0=v, - ><2L—TM (2L—x)dx1

D B~ Ps ] r Y
Integrando y despejando ¢, :

FI?
=-0,08333
Py El

dx FI’
Ve =vy —@,L— | M (L -x,)—%=0,13889
l : EI EI

El giro en D valdré:

D 2 2
@i _LIL 008333 L
El

b :¢B+IM"E_12 El

B

Por lo tanto,
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E 2
dx FL

=@, +|M,—+=-0,25
Pr = %o £ TElI EI

E 3 3
dv, 1FL FL

v, =v,—@ L—| M, (L-x)—+=— =0,0833
S i i l)E] 12 EI EI
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Problema 9.17 La barra biempotrada de la figura I, tiene una seccién rectangular de
0,20%0,50m* con un coeficiente de dilatacién térmico de valor a =10"°C™ y una rigidez

ET=10* kN xm?.

La fibra superior AB esta sometida a una ley de incremento de temperaturas, que referida al

sistema de ejes (0x, ;0x,) de la figura viene dado por la expresion:

At, =(x, —4) +60

La fibra inferior CD esta sometida a una ley de incrementos de temperaturas, que con el mismo

sistema de ejes, viene dado por la expresion:

At, = (x, —4)* +10

Se pide:
1. Leyes de esfuerzos.
2. Deformada.
le
A B
\ -
0] 0 X
NC Dy,

Solucién

La distribucion de temperaturas puede descomponerse en una distribucion uniforme y otra

L=8m

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.17

variable con valor nulo en la directriz (figura 2)

At

At,

T, -T,

Fig. 2 Descomposicion de la variacion térmica
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n:@:(xl—@hss
- ;Atz ”

Para determinar los esfuerzos, se elimina la coaccion en BD de forma que la estructura se
convierte en isostatica. Debido a 7; el alargamiento de la pieza valdra

5= TaTl dx, = ?104 [(x, —4)? +35)ax, =0,032267 m.
0 0

El esfuerzo axil N que contrarresta el anterior desplazamiento es tal que

Nj =0 =0,032267

y como E A =480.000 kN, resulta
N =1.936 kN (compresion)

Debido a la distribucién variable de temperaturas el giro de BD vale:

i( 2aTj :_]3‘2><10‘4><25 _ 0,08
0

0

El giro producido por un momento en BD vale:

M x8
Pep = El
Igualando:
0,08x E I

M:TleOkNm



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples 570

Problema 9.18 Dada la viga biapoyada representada en la figura 1, determinar, utilizando
los teoremas de Mohr, los giros en Ay B.

er MB
A B -,
MA(% Z)
| |
L

Fig.1 Viga simple correspondiente al problema 9.18

Solucion
Tomando los ejes locales que se indican en la misma figura 1 la ley de Momentos flectores se
escribe

_MA+MB

M
! I

x —M,

por lo que, de acuerdo con (9.33)

M, -M, +M
Pp =@, + E_;dxl=¢A +—A—FLL (a)
0

Por otra parte, de acuerdo con (9.37) el movimiento vertical del punto B sera

LM L2 L2
f
Vyy =@, L+ | —L(L—x)dx, =@, L-M,~—+M,—— (b)
~([EI 3 6

Dado que v,, =0, de las expresiones (a) y (b) se obtiene

o - 2MA6—MB ;

—MA+MBL
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Problema 9.19 Determinar la flecha del punto C de la viga que se representa en la figura 1

A %_B C
7
|

3L L

R
-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.19

Solucion
En la figura 2 se dibuja la deformada *“a estima”. Como puede verse, el desplazamiento vertical

en C v, esigual al giro en B por la longitud L mas (menos en este caso) la flecha que tendria
C si el punto B no girara, es decir

_ 0
v2c - ¢BL - VZC

V.

;z Pp 7; C iéz I(PBL
| /J

3L L

D

Fig. 2 Deformada “a estima”

El giro en B, ¢,, de la viga 4B sera el debido a la carga p y al momento del voladizo BC, es
decir

3 2 3
o pBL) (pl?/2)3L o5l
24E]  3EI El

La flecha v;, valdra

W o= PL4
* 8EI

Por lo tanto, sustituyendo en la expresién de la flecha:

4 4 4
v, —0625LL _PL 5Pl

EI 8EI  EI
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Problema 9.20 En la viga que se representa en la figura 1 hallar la flecha y el giro en el
punto D (punto medio de BC).

-
R
-

2L L

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.20

Solucion

En la figura 2 puede verse dibujada la deformada “a estima”.

™)
o
<

2B

b)

Fig. 2 a) Deformada a estima. b) Cargas y deformada del trazo AB

Como puede observarse en la figura 2, la flecha en D, v,, , esigual a la mitad de la flecha en

B més la flecha ng que tendria el punto D de la pieza BC si ésta estuviera biapoyadaen By C.
Es decir,

_ 0
Vop = +Vop

2

La flecha v,, del punto B se obtendra a partir de la figura 2 b),

4 3 4
gy = p(ZL) + (pL/Z)(ZL) — 33333&

8EI 3EI ETl

La flecha v}, vale:

4 4
yo = 2PL 401300 PL
384E] El
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Por lo tanto, la flecha en D valdra

4 4 4
yyy = 23338 PL 01302 L _ 168 2L
2 EI El El
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Problema 9.21 Determinar la flecha en el punto B asi como la ley de momentos flectores en la
viga que se representa en la figura 1

[P —

2L L

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.21

Solucion

Se corta la pieza por el punto B (ver figura 2). En el punto de corte apareceran sendas fuerzas F,
y F, tales que F, +F,=F = pL. Por otro lado, el movimiento vertical del punto B,

considerado perteneciente a 4B, debe ser igual al movimiento vertical de B, considerado
perteneciente a BC. Es decir

p@L) | p@L] _pL* L
8E1 3E] B8EI 3E]

0O Sea.
F, =-0,5139 pL
F, =15139 pL
P JF] sz
N
YA B B C
L 2L i L

Fig. 2 Division de la viga en dos partes

El movimiento vertical de B valdra:

4 3 4

= 1 -

vV
% 8E]

3EI
o también
L L} L
vy, =22+ F,——— =0,62962
8EI 3EI EI

Las reacciones verticales en 4 y C valdran
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V,=14861pL V. =25139 pL
y los momentos reaccion:

M, =09722 pI? M, =-2,0139 pL?

y la ley de momentos flectores:

B 2 xlz
M,| =-09722p1’ +14861p Lx, - P
¢ 2 x12
M,| =-10278p I +0,4861pLx, Ny

o bl g

0, 132 pL (I:D

1 4861 pL 2,5139 pL

|

L4

1,4861 L

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 9.22 En la viga que se representa en la figura 1 determinar el giro relativo entre
ambos labios de la rotula C [(Dc

-
-
[ S
-

2L L L

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.22

Solucion
Se abordara la resolucién utilizando dos metodologias diferentes:

Primer procedimiento: Utilizando los teoremas de Mohr. Para ello se corta la pieza por el punto
C (ver figura 2 a) ).

P P

A C D
> B C
7 pL72 ’
| I
2L L ' ' L
pL/2
b)
A B e C D

2 2 e a8
7 (pc _ (P((:) 7

@

Fig. 2 a)Descomposicion de la viga
b)Deformada “a estima”

A partir de la observacién de la figura 2 b) se obtienen las siguientes relaciones:

lo.]1=0. —0;
+_V£ 0
gﬂc - L c

El valor de la flecha v, asi como el del giro ¢_ se obtienen siguiendo los mismos
pasos que en problemas anteriores, resultando:
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pL’
=-0,752=

d EI

4

v, =06252L

EI

Por otro lado:

3 3
o PL_ o417 2L

YT
es decir:
3 3 3
o =0,625°E _00a172L _ 583321
El EI EI
Resultando, por consiguiente:
3 3 3
[0]=0, 75 PL” | 058337t 1333371
EI El

Segundo procedimiento: Utilizando el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se
introducen dos momentos unidad M =1 en ambos labios de la rétula. (figura 3). El giro

relativo vendré dado por:

ds
[(/’c]: IM/'m/' E

siendo M , la ley de momentos flectores de la estructura debidas a la cargarealy m , la

ley de momentos flectores de la misma estructura debida a los momentos M =1.

sz

M=1
A AW4 D

Z B SN .

7

Fig. 3 Introduccién de dos momentos M =1

Las leyes de momentos flectores se escriben:

Mf‘ﬁ: 05pLx, —05px}

Mf‘gz—GpL °+35pLx,-05px’
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B ‘xl
.

4 L

D x
m/‘ =4+

B L

Por lo tanto, el giro relativo valdra

2L d 4L d 3
[oc]= !M,Em,\j E—x]l+ ZjLMf\me\j E—X; =1,3333%

Resultado que, l6gicamente, es igual al obtenido anteriormente.

578
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Problema 9.23 En la viga que se representa en la figura 1, utilizando el teorema de la
fuerza unidad, hallar el giro relativo entre los dos labios de la rotula del punto B.

-
-
B

2a a
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.23
Solucion

Para hallar el giro relativo entre los dos labios de la rétula B se coloca un
momento virtual M unidad: M =1 (ver figura 2)

1 3
= Y N—

Fig. 2. Momento virtual unidad

La ley de momentos flectores debida a las cargas reales se escribe:
pa p 2
M, = 7(3a —xl)—E(Sa -x,)

La ley de momentos flectores debida a las cargas virtuales vale:

3a—x,
m,=———
' a

Con lo cual, el salto del giro en B vale

_ [3a dx, 45 pa’ B pa’
loa)= [ M my =g Er =885
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Problema 9.24 Aplicando el teorema de Mohr, hallar los giros en los puntos A y B de
la viga representada en la figura 1

X |

m p
A - X

7

l i

L

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.24
Solucion

Las reacciones en Ay B valen:

pL
RA :T RB:

La ley de momentos flectores se escribe:

I 3
pPL. _ PN

M, ==
6t 6L

El movimiento vertical del punto B vale cero, por tanto, aplicando el segundo
teorema de Mohr

AL L dx, 7 .
tyy =0=g,L+ Mf(L—xl)E—(pAL+36OEIpL

Es decir,

Tpl®
Py=- £
360E 1

El giro en B valdra:

L dx, 7 I pL3 1 pL3

P5 =04 Jo IEI 360£77 24E] A45E]
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Problema 9.25 Utilizando las tablas de flechas y giros, hallar el movimiento vertical del
punto E en la viga de la figura 1.

p =40 kN/m
‘ZSkN ‘IOkN
> A B C @_D E
7 7
| | | | |
' 4m ' 3m ' 2m ' 2m '

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.25

Solucion

Se corta la estructura por el punto C y se separa el trozo ABC (figura 2 a)). A su vez, separando
el trozo AB se obtiene la viga simple indicada en la figura 2 b). A partir de esta Gltima figura
(tomando positivo el sentido antihorario de giro):

1(40x43 45><4) 46,667
Dy - =

T EIl 24 3 El

Si se toma como flecha positiva el sentido descendente, la flecha en C vale (a partir de la figura
2 a)):

_46,667><3+15><33 5
‘ EI EI EI

Por otra parte, a partir de la figura 3

v, 20x2 5 20x2 1583

P = T3 E T 2Kl 3EI El

Con lo cual, el desplazamiento vertical del punto E valdra

,10x2° _2x1583 10x2° 5834
3EI EI 3EI  EI

vy ==2¢),
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Problema 9.26 La estructura de la figura 1 estd compuesta por una viga horizontal AB de
modulo de elasticidad E e inercia I, y por un tirante BC de modulo de elasticidad E y seccion

recta w. Se desea determinar la tension en el tirante.

ava

C—lr
L
P
\ry B—w
| |
L

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.26

Solucion

Se separa la ménsula del tirante sustituyéndolos por sus efectos (figura 2).

%

C

Fig. 2 Separacion de la ménsula y del tirante

El movimiento vertical de B debe ser el mismo si se le considera perteneciente a la ménsula o al
tirante, es decir:
pl' TL TL
\% = — =
* 8EI 3EI Eo

de donde:



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples 583

O 2
81+ 12
3 wL

Notese que para el caso en que @ = oo (apoyo simple) el valor de 7 seria 7=3pL/8
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Problema 9.27 La estructura de la figura 1 estd compuesta por una viga horizontal AB de
modulo de elasticidad E e inercia I, y un tirante inclinado BC de moddulo de elasticidad E y

seccion recta w. Se desea determinar la tension en el tirante.

30°

-
-

L
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.27
Solucién
Sea T la tension en el tirante CB. Debido a dicha tension el tirante CB experimentara un

alargamiento de valor

A _TLCB_ TL
“  Ew Ewcos30

En la figura 2 puede verse la composicion de movimientos: El punto B, debido al alargamiento
del tirante se movera hasta B’. Dado que la posicién B’ no es compatible con el movimiento del
punto B de la viga, el cable CB gira alrededor de C, es decir el punto B’ se movera hasta B

Fig. 2 Composicion de movimientos

Por lo tanto,

pL' Tsin30L°
Vo = -
8EI 3E]

Vyg = A, /SiN30



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples

Igualando:

pL' TLsin30 _ TL
8EI 3EI Ewcos 30sin30

es decir,

pL

1 21
8
6 L'wcos30

585
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Problema 9.28 La estructura que se representa en la figura 1 estd formada por una viga
biapoyada ABC de momento de inercia 1. En el punto B se apoya el puntual BD el cual esta
biarticulado. Las rectas AD y DC son tirantes de seccion recta w. Sabiendo que el modulo de
elasticidad es el mismo para toda la estructura, se desea conocer el valor del esfuerzo axil en

los tirantes AD y DC.
/ B
p
A = C
30° °
Z 45 >
L
D
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.28
Solucion

Sean T; y T, los esfuerzos en los tirantes AD y DC respectivamente. La resultante de 7,y 7,
debe tener la direccién vertical ya que la pieza BD no tiene momentos flectoresal estar
biarticulada (figura 2). Por lo tanto:

T,c0s30 =T, cos45
7, =0,8165 7,
y ademas

T'=T,sin30+7,sin45=11154T,

Fig. 2 Esquema de fuerzas

El movimiento vertical del punto D debe ser el mismo tanto si se considera que pertenece a la
subestructura ABCD como si se considera que pertenece a los dos tirantes 4Dy DC.
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a) Movimiento vertical de D considerando que pertenece a ABCD
El movimiento vertical de D sera el mismo que el del punto B de la viga ABC.

4 3 4 3
PL 43661 _ 06637 2L 04083 L2t
El El El

Vo =V,, =0,6637

b) Movimiento vertical de D considerando que pertenece a los tirantes (figura 3)

El alargamiento del tirante 4D valdra

L, 16337,L

A =
ap EFo Ew

El alargamiento del tirante CD valdra

A = T, L., _ 14142 T, L
b Ew Eo

Con lo cual, componiendo movimientos (figura 3) se tendra

T,L
Ew

v,y =09 A, +0,732 A, =2,4681

D™

Fig. 3 Composicion de movimientos en los tirantes

A la misma conclusién se llega aplicando el teorema de Castigliano. La energia elastica de los
cables valdra:

ot T’L,, .\ T} Ly, _1221377°L
2| Ew Fw 2 EFw

_ ow _ 22137 TL =2,468T2L
oT Fo Fo

Vop
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valor que coincide con el obtenido anteriormente.
Igualando los movimientos del punto D se obtiene la ecuacion:

4 3
0,6637 pL -0,4083 L L = 2,4681 L L
El El Fo
es decir
T, = rL -
0,6152 + 3,7187 5
L'w
y también
T, - 2t
0,7535+4,5544

L’w
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Problema 9.29 La ménsula de la figura 1, tiene seccién rectangular de 1 metro de ancho por
1,2 de canto. La viga se postensa mediante un cable AB de seccion @ .La fuerza de postensado

F es tal que las mdximas tensiones en el hormigon sean de 15 MPa .

p=15kN/m

N -
X 10,4 m

S
>
-

15m

Fig. 1 Pieza correspondiente al problema 9.29

Una vez postensada la viga, sin que exista adherencia entre el hormigon y el acero, se aplica
una fuerza uniformemente repartida por unidad de longitud p =15 kN/m .

Sabiendo que la seccion @ es tal que después de postensar las tensiones en el acero valen

900 MPa.

DETERMINAR:
e Distribucion de tensiones en el hormigon en las secciones situadas a distancias
x=0,x=75m.

e Flecha en el punto x =15metros.

NOTAS:
e No se considera el peso propio del hormigon.

e E, =210 GPa

o E, =30GPa
E
e n=—"42=79
E,
Solucion

e Laecuacion de la recta 4B respecto a los ejes x, y se escribe

0.4
=——x+0,2
TR

La ley de esfuerzos axiles sera constante en toda la pieza y valdra N = F'. La ley de momentos
flectores se escribe
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0,4
M,=Fy=F|-—2x+02
s y ( 15x j

Las maximas tensiones de compresion en el hormigén, después de postensar, se produciran o
bien en la fibra inferior en x =15m o bien en la fibra superior en x =0. En ambos casos

valdran

_F M, (x=0)x06
7T I

siendo 4 el area del hormigon e 7 el momento de inercia de valor 1 = 0,144 m* . Por tanto:

12 0,144
y como estas tensiones deben ser iguales a 15 MPa , resulta que
F =9 000N
Dado que las tensiones en el acero deben valer 900 MPa , la seccion de acero valdra

9 000N

®= =100cm?
900 MPa

Al aplicar la sobrecarga p = 200kN/m se produciran unas sobretensiones en el hormigén y en

el acero que se calculan a continuacion. Al no existir adherencia entre el cable 4B y el
hormigén, ninguna de las secciones se comportara como una seccién mixta. EIl incremento de
fuerza AF que se producira en el cable se obtendrd compatibilizando el alargamiento de AB en
el cable con el alargamiento de 4B en el hormigén. Las leyes de momentos en el hormigdn
valdran

2
M, :AF(—%erO,Zj—p(lS;x)
' 15 2

El alargamiento de una fibra cualquiera en el hormigén situada en la recta 4B (figura 2) valdra

AF M,
dA ,, =——dx——Lydx
P EA I
Es decir:
2
15 s AF —0’4x+0,2 —pM
AF M,y AF 15 15 2
Ay =———x15- dx=——"— x
E,A ) EI E, 12 1 E,I

(— 04 o,2j dx = i(— 13,889 AF +5859,4)
15 E,
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M, Jz M,
- _ ] S
AF AFE X

.

dx

Fig.2 Dovela entre Ay B

El incremento de longitud del cable vale

A, =25 _AF 509
E, o E,
Igualando:
AF = 25,68 kN

e Tensionesen x=0

a) Tensiones debidas al pretensado

M.
o= £y 9000 02x9000y _ 7500 15500, (iv/m?)
A1 12 0144

b) Tensiones debidas a la carga p = 200kN/m
El momento flector vale

2
M, = O,ZAF—p%:S,M—l 687,5=-1682,36 kN m

Las tensiones valdran:

M
gt = AF Y 2508 108230y 514116831y (kN/m?)
A1 12 0144

c) Tensiones totales (figura 3):
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oc=0c'+0? =-7521,4-8169y (kN/m?)

e Tensionesen x =7,5m.

a) Tensiones debidas al pretensado:

ot =L 8000 _ 550 kN/m?
A 1,2

b) Tensiones debidas a la carga p = 200kN/m
El momento flector vale:

(7.5

Mf =—p =-4219 kN m

Las tensiones valdran:

M
ot = AF M 2508 4219y 51440030, (kN/m?)
A1 12 ' 0144

c) Tensiones totales

oc=c'+0?=-75214+2930y (kN/m?)

a) b)

8011,54 ‘ 5763,4

7 031,26 ‘ 9279.4

Fig. 3 Distribucioén de tensiones: a) Tensiones en x =0 b) Tensiones en x = 1,5m.
Flecha en el punto x =15m

a. Flecha debida al pretensado:
La ley de momentos flectores vale:
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M, =F[—O’—4x+0,2j
‘ 15

Por tanto, la flecha vertical de B valdra (positiva si ascendente)

15
dx
f5 = ! M, (15~ x)E =0,002232 m.

b. Flecha debida a las cargas
La ley de momentos flectores vale:

2 2
M, :AF(_%XJFO’Zj—p—(lS_X) =25,68(—%x+0,2]—15—(15_x)

La flecha en B vale

15
dx
fi= _([Mf (15_X)E =-0,00313 m

La flecha total valdra (positivo si descendente):

fs=fs+ fF=-0,0009 metros.



594

Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples

Problema 9.30 En la estructura de la figura 1, los dos tridngulos superiores estan articulados
a la viga ABC, asi como entre si en D. La seccion de AD, BD,y DC eS @ y la inercia de ABC

es 1, siendo I/a): 2m?.
Se considera la deformacion por axil de las barras AD, BD, y DC.
Determinar en todas las piezas las leyes de esfuerzos.

D

>

O
o]
a

i

- —~—
N

N

10 m ' 15m !
Fig. I Estructura correspondiente al problema 9.30
Solucién
Sea P el esfuerzo axil de 4AD. Por equilibrio, el esfuerzo axil de DB valdra 1,1157 P

(compresion) y el axil de DC 0,867 P.

Cortando por el punto 4, el movimiento de dicho punto supuesto perteneciente a las piezas AD,
DBy DC se obtendrd como sigue: (ver figura 2)

D,

Fig. 2 Composicion de movimientos
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N, L
DD, = eolep _ 0,867Px17,49 :15,17L
Ew Ew Eo
L
DD, = NpgLyp =1,1157 Px9 10,04 P
EFow Ew Ew

y proyectando los cuatro lados del cuadrilatero DD,;D,D; sobre DC se obtiene
DD, + DD, sin31= D,D, cos31

es decir

DD, =2373 EL
w

Asimismo, puede verse que

0,=A44, = DD, +

D, D, N Ifleg _[1004+ 23,73 N .LAD P
tan42 sin42 tan42 sin42 ) Ew

Por otro lado, la flecha del punto A4 supuesto que pertenece a la viga vale (figura 3).
5, —83333 067

Igualando, y teniendo en cuenta que //w = 2m 2,
P=124F

o>

F-0,67P

Fig. 3 Deformada de la viga

e :

P

Fo

Conocido el valor de P ya pueden hallarse las leyes de esfuerzos (Figura 4). Asimismo, en la

figura 5 puede verse la deformada de toda la estructura.
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@

L

0,168 F

@

7

AN

il
[t

a 9‘ \ 1] L
il i I
0,112 F
I
< \\\ 7
\f})b( X ,O&p

— 17 —1,39F

T 2

fiid Il I

0,924 F

Fig. 4 Leyes de esfuerzos
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£ 2

Fig. 5 Deformada de toda la estructura
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Problema 9.31 En la pasarela de peatones de la figura 1, las rectas AD, DD’y D’A’
representan tres tirantes que se unen entre si y a la estructura en D y D’. El producto E I en el

tablero vale (E I )t =80.000 kN x mz, mientras que las caracteristicas del tirante son:

Mbédulo de elasticidad E. =210 GPa y drea A=40cm®. Las piezas inclinadas estin

articuladas entre si en los puntos D y D’, y articuladas al tablero en los puntos B, C, C’y B’.
Asimismo, los triangulos BCD y B’C’D’ son equilateros.

p=10 kN/m

A B C C' B A
D!

| |

15m 30m 15m

-
-

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.31

DETERMINAR:
o Leyes de esfuerzos en toda la estructura
o Esfuerzos en los tirantes
o Flecha en el punto medio de CC’

Solucién

Sea T; el esfuerzo en los tirantes AD y A’D’ y T, el esfuerzo en el tirante DD’. Se eliminan
dichos tirantes sustituyéndolos por los efectos que ejercen en el resto de la estructura. Dado que
las barras inclinadas estan biarticuladas es inmediato obtener las fuerzas que, debido a los
tirantes, actGan sobre la viga horizontal (figura 2).

El movimiento vertical de los puntos By C valdra

326,96 900,64 1,01x10°
- T - T, +
El El El

Vg

336,88 1299 1,37 x10°
Ve =-— 1, - T, +
EI EI EI

Con lo cual, el desplazamiento vertical de D valdré:

_Vstve _ 38192, 109982 119 x10°

Vp = = +
P 2 EI ' EI °? EI

y el desplazamiento horizontal (positivo hacia la derecha)

6
_ 859 345 03118x10

V=V, 53
"o = 2 EI ' EI ? EI

5, = 0866 (v —vp)



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples

0,566 T,;— 0,5 T, ~0,383 T,+0,5T,
e ———
0,98 T, - 0,866 Tz‘ —-0,664 T, +0,866 T,
_» i
B C
T~
D T,

Fig. 2 Descomposicion de fuerzas en BCD

La proyeccién de los desplazamientos sobre la recta 4D vale

~96,817T, — 20,497, +0,0805x10°

5, = v, sin(18,45)+u,, cos(18,45) = =

La proyeccién de los desplazamientos sobre la recta DD’ €S up,

0, =—1u,

599

Igualando o, al alargamiento del tirante AD y 6, al alargamiento de la mitad del tirante DD

— 96,817, — 20,497, +0,0805x10° = ?Tl x15,81
a

8,597, + 3457, —0,3118x10° = —?TZ x15
w

de donde resulta el sistema de ecuaciones

98,327, + 20,497, =80.500
8,597, +349,43T, =311.800
Sistema que resuelto proporciona el valorde 7, y 7,,.

T, = 634,47 kN
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T, =884,3 kN

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y las de esfuerzos
cortantes.

654,18
a)
9,95 K A>\A
r AROYI® |
AR I
(ID <|] 78,75
|
493 471,68
|
b)
99,5 121,3
0 il 5
11 ‘
21,6 ‘
o\
LN |
165,12 ‘
223,22

Fig. 3 Leyes de esfuerzos: a)Momentos flectores. b)Esfuerzos cortantes.
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Problema 9.32 En la pasarela de peatones de la figura I, las rectas AD, DD’ y D’A’
representan un tirante unico el cual puede deslizar libremente en los puntos D y D’. El

producto E I en el tablero vale (E 1 )t = 80000 kN x m?, mientras que las caracteristicas del
tirante son: Médulo de elasticidad E . =210 GPa y drea A =40 cm®. Las piezas inclinadas

estan articuladas entre si en los puntos D y D’, y articuladas al tablero en los puntos B, C’y B’.
Asimismo, los triangulos BCD y B’C’D’ son equilateros.

p=10 kN/m
A B C C B IN
~V/ VS
D D'
| | | |
' 15m ' 30m ' 15m !

Fig. I Estructura correspondiente al problema 9.32

DETERMINAR:
o Leyes de esfuerzos en toda la estructura
o Tension en el tirante
e Flecha en el punto medio de CC’

Solucion
En base a los resultados obtenidos en el problema 9.28, el movimiento de D en la direccién 4D

vale : (téngase presente que eneste caso 7, =7, =T).

~ —96,817 —20,497 +0,0805x10°  —117,37 +0,0805x10°
EI EIl

é‘l

y en la direccion DD

8597 +3457-0,3118x10° 353,597 —0,3118x10°
EIl EI

0, =u,

con lo cual, el alargamiento de la mitad del cable valdra 6 =6, —J, (el signo negativo que

afecta a 0, es debido a que el movimiento horizontal de D se considera positivo si es hacia la
derecha). Por tanto,

_ —470,89T +0,3923x10°
EI

o

Igualando o al alargamiento de medio tirante

— 470,897 +0,3923x10° T15,81+15 30,811
El Ew Ew
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Es decir:
T =828,5 kN

Conocido el valor de T, se obtienen facilmente las leyes de esfuerzos.
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Problema 9.33
a) La pasarela de peatones de la figura 1 estd sometida a una sobrecarga en la viga
horizontal de p =35 kN/m

“I's
5m p=35kN/m

D
e
S S
-—

5m 8 m 12m

Fig. | Estructura correspondiente al problema 9.33

Las rectas AD y DG son dos tirantes de seccion @ =20cm®y médulo de elasticidad
E, =210 GPa . En el extremo D del mastil DC los dos tirantes se unen al mastil. Las rectas

AG y DC se cruzan sin cortarse.
La inercia de la viga AGB vale 1 =01 m" siendo su médulo de elasticidad E, = 30 GPa

DETERMINAR:
o Leyes de esfuerzos
e Movimientos de los puntos Dy G

b) En el caso de que la seccion @ de los cables fuera desconocida, determinar el valor de
o de forma que el momento flector en el punto G de la viga AGB sea cero.

Solucion
a) Sea o0 el movimiento horizontal del punto D. Por otro lado, si T es el esfuerzo axil en el

cable DG, y dado que el axil de DG maés el axil de 4D debe tener la direccion DC, el
axil en AD vale

El alargamiento de 4D valdra

T,L,, 5T sing
5AD = E = )
N E.o sin“a

El alargamiento de DG vale
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s _Toclos _ 5T 1
" Ew  Ewcosp

En la figura 2 puede verse la composicién de movimientos

D,
D 4. D,
“I's
G,
A
2 ¢ G,
C
2
Gs
Fig. 2 Composicion de movimientos
Siendo:
DD, =6,
GG, =6y
DD, ¢ 5T sin
DD, =GG, =—=—2 = p

sina sina  Ewsin‘a
A partir del cuadrilatero GG, G, G; se obtiene

G,G, + GG, sin f =GG, cos f
Sustituyendo y llamando GG, = A

57 1 5T sin’ B

A

37T

cos 8 - Ew

_l’_
_Ewcosp Ewsina 5T 1 tan Bsin B
cos’ 8 sinta

- Ew

604

Por otro lado, la viga AGB esta sometida a una carga repartida de valor 35kN/m y a una

fuerza inclinada de valor T aplicada en G. La flecha en G valdra

\_ 177.6775-172T
E I

Igualando y teniendo en cuenta que
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-
.

9,54m !

325

b)

i 121 W
1]

% il 94,8 il 7

334 N

9)

&Y 407

N
N
|
=
|-—
|
T
B>

T

345

Fig. 3 Leyes de esfuerzos: a) Momentos flectores b) Esfuerzos cortantes c) Esfuerzos axiles

E1I

E.o

=014

resulta que:
014 (177.6775-172T)=37T
es decir:

T =407 kN
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Conocido este valor pueden hallarse las leyes de esfuerzos (figura 3).

b) Para que el momento flector en G sea cero, es preciso que 7 valga: 7' =825,5 kN, con
lo cual, igualando nuevamente movimientos en G-

37x8255 177677,5-172x8255
Eo E,I

es decir,

=Ll 30885 (0199952 —122,25 cm?
E, 356915
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Problema 9.34 Considérese la misma estructura que la correspondiente al problema resuelto
9.28 con la diferencia de que el nudo B es rigido. Se desea hallar el valor del esfuerzo axil en
cada tirante.

Solucion
Si nuevamente 7, y T, son los esfuerzos axiles de los tirantes 4D y CD respectivamente, es
evidente ahora que su resultante no sera, en general, vertical, sino que tendra también
componente horizontal. (figura 1). Se verificara que:

Ty

=—-T,c0s30+ 7, cos45=-0,8667, + 0,70717,

T, =T,sin30+7,sin45= 05T, +0,70717,

Fig. 1 Descomposicion de fuerzas

Los movimientos vertical y horizontal del punto D deben ser los mismos tanto si se considera
que pertenece a la subestructura ABCD como si se considera que pertenece a los tirantes 4D y

DC.

a) Movimiento vertical y horizontal de D considerando que pertenece a ABCD. Se trata de
determinar el movimiento horizontal y vertical de la estructura representada en la figura 2.

S

Ty

Fig. 2 Esquema de fuerzas en la subestructura ABCD

El movimiento vertical de D sera el mismo que el punto B sometidos a las cargas que se indican
en la figura 9.31.3 a), es decir:

vap = 0,664~

pL’

T,L°

—-0,366
El

+0,155
El

T,L°

=0,664
El

pL’

-0,3172
El

Lo

T,L°

—-0,1492
El
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El movimiento horizontal de D sera igual al giro de B, (sometido a las cargas que se indican en
la figura 3 a)), multiplicado por la distancia BD, mas el movimiento horizontal de la ménsula

BD (figura 3 b)):

4 T LS 3 4 3 3
v =0333PL _0155 L L0 617L _0333PL _g 60582 40,3217 2k
EI EI EI EI EI EI
b M=TyL
D, ) c
7 B/ Ty .
Ty
b)

Fig. 3: a) Esquema de fuerzas en la viga ABC
b) Esquema de fuerzas en el voladizo BD

b) Movimientos horizontal y vertical del punto D considerado perteneciente a los tirantes
Utilizando la misma composicion de movimientos representada en la figura 3 del problema

9.25, se obtienen los movimientos horizontal y vertical del punto D.

v,, =09A,, +0,732A =1,464£+1,273£
Ew Ew

LL -0,732 L
EFw EFw

v,, =—0518A, +0,732A ,, =1,464

Igualando con los movimientos horizontal y vertical halladas anteriormente, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

4 3 3
0.664 2L 03172555 01492728 _ 1464 L (107320
El El El Ew Ew
4 3 3
033325 06058 2L 032172 _1464 ik 732 2L
El El El Ew Ew

. . 1 A
y particularizando para 2 =0,1 y reagrupando términos
0]

0,46367; +0,27657, = 0,664 pL
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0,75227, —0,39497, = 0,333 pL
es decir:
7, = 0,906 pL

T, =0,882 pL
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Problema 9.35 En la estructura de la figura 1, las rectas BS y BT representan tirantes de 70
cm’ de seccion cada uno y un médulo de elasticidad E, = 21x10° MPa.

-
B~ \30°

40 m

16 m

P

-
-

100 m

Fig. .1 Estructura correspondiente al problema 9.35

El mastil BA tiene una inercia de 40 m* y se cruza con el tablero, el cual tiene un momento de

inercia de valor 0,3 m*. Tanto el tablero como el mdstil tienen un médulo de elasticidad de
30.000 MPa.

Sobre el tablero actiia una fuerza repartida de valor p =75 kN /m.
Hallar las leyes de esfuerzos
Solucion

Las caracteristicas mecénicas de las diferentes piezas son las siguientes:

o Mastil

El, =30x10°MPax40m* =1200x10° kN m*
e Tablero

EI, =30x10°MPax0,3m* =9x10° kN m?
e Tirantes

EA=21x10° MPax70cm? =1,47 x10° kN

Sea F) el esfuerzo axil en BS'y F,el esfuerzo axil en BT. En la figura 2 pueden verse las
dimensiones y los angulos de los elementos méas caracteristicos de la estructura.
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B ~130° L 0 _a66m.
F

) 2~ 5in60

L, =402 =56,57 m.

L., =80m

Pyo
92]
—

N

40 m 29,28 m i 30,72 m

Fig.2. Angulos y dimensiones.

P

Fig. 3. Movimientos

Si A = BB,, es el movimiento del punto B, este movimiento debe ser perpendicular a AB. Dado
que en B actlan las fuerzas 7,y T, el movimiento A valdra

_ Fcos75x LY, B cos60x L°,
3EI 3EI,

m

A =19,44x107°F, +37,55x10°°F,
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En la figura 3 puede verse la composicion de movimientos de la estructura. Logicamente, las
incognitas a determinar son 7; y 7,. Las dos ecuaciones se obtendran de imponer igualdad de
movimientosen Sy T.

A partir de los movimientos en S (figura 3) se obtiene:
S,S, +S58,sin15= S S, cos45
Analogamente para el punto T
I,T,+TT,sin30 =TT, cos60
Es decir:

AL, +Asin15=v_cos45
AL, +Asin30=v, cos60

Y sustituyendo:

BXBST (19,44 F, +37 55 F, )x10° sin15 = v, cos 45

£, x80 +(19,44 F, + 37,55 F, )x10°sin 30 = v, c0s 60

0 sea:

v, =6154x107° F, +13,74x10°°F,
v, =19,44x10°°F, +146,39x10°°F,

Por otro lado, aislando la viga CD (figura 4)

- EIV 77777 liZV
p=75kN/m Nl * | F I
N N
C - D
. Foy S Fopy T
Z
L } } ,
40m 2928 m 30,72 m

Fig. 4. Fuerzas en la viga

La flecha en S'y T vale, respectivamente:

v, =-1508,5x10"° F, —848,4x10~° F, +10,3333

v, =-1199,8x10"° F, —838,8x10° F, +8,96264
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Igualando con los movimientos previamente obtenidos se obtiene el sistema de ecuaciones:

1570,04 F, + 862,14 F, =10,3333x10°

1219,24 F, + 985,19 F, = 8,96264 x 10°
Resolviendo el sistema:

F, =5030kN

F, =2 973kN

En las figuras 5,6 y 7 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

13640

<|:D 453 17,29 m

=

A BN m
7 ([D >
goss N
()7 )
St iz 5991
ggﬂ!gr

11214

180295 62,88 m

Fig. 5 Ley de momentos flectores
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1840
1297
479,5 H:H
- Al m
0 il -
1007
1716,5

Fig. 6 Ley de esfuerzos cortantes

6131
N
;
|y i
\ i
[

7433 Z %

Fig. 7 Ley de esfuerzos axiles



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples 615

Problema 9.36 En la estructura de la figura 1, las rectas BC y AB son tirantes de seccion
ow=2cm®. La viga BD tiene inercia I = 10%em* y esta cargada con una carga
uniformemente repartida de valor p =100kN/m .

% %
C A

30 a=50 4m

ND B

l i

7m

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema resuelto 9.36

Hallar las leyes de esfuerzos en todas las piezas de la estructura, asi como el movimiento del
punto B.

Solucién

Sean T,y T, los esfuerzos en los tirantes AB y CB respectivamente (figura 2). EI movimiento
del punto B sera vertical. En la figura 2 puede verse la composicién de movimientos en dicho
punto, siendo:

e BB =v, el movimiento vertical de B.
e BB, =A,. elalargamiento del tirante BC.
e BB, =A, elalargamiento del tirante 4AB.

Z
A
Fig. 2. Movimientos de punto B
Es evidente que
Ay. = BB, = BB, sin30=v,sin30 (1)
A ,; = BB, = BB, sin50 = v, sin50 2

Por otro lado,



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples 616

T, BC T, AB
A _ 2 A _ "1
#e Eo ' Ew
px7*  (T,sin50+T, sin30)x7°
Vp = -

8EI 3EI

Introduciendo los valores anteriores en las expresiones (1) y (2) se obtiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas.

4007, = —28,58T, — 43,797, +15,01x10°
261,087, = -43,792T, — 67,0937, + 23x10°

Es decir:
T, = 28,25kN
T, =66,4kN
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

Z Y/

2065

@

! 257 WD)

0,548 m

kN xm

Fig. 3. Ley de momentos flectores.

645,2

Fig. 4. Ley de esfuerzos cortantes.
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66,4

28,25

) 1

—

39,26

Fig. 5. Ley de esfuerzos axiles.
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Problema 9.37 En la estructura de la figura 1 las piezas AD y A’D’ tienen rigidez infinita. Las
rectas DC y D’C’ son dos tirantes de seccion @. Sobre la pieza A’BA actua una carga

uniformemente distribuida de valor p =15kN/m. La inercia de las piezas A’'BAy BC es I.

a) Determinar el valor de b para que los tirantes no trabajen.
b) Con el valor de b obtenido anteriormente, supongase que previamente a la introduccion
de la carga p se da al tirante una tension previa de SO0kN, introduciendo

seguidamente la carga p. Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos para el estado

final.

Nota: A excepcion de los tirantes, solamente se tendra en cuenta la deformacion por Momento
Flector.

D' D

-

JC

-

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema resuelto 9.37

Solucion

a) Para que los tirantes no trabajen, es preciso que su longitud sea la misma antes y después de
aplicar las cargas. Ademas, si los tirantes no trabajan las rectas 4’D’ y AD seguiran rectas
después de la carga y no tendran esfuerzos. La deformada sera la indicada en la figura 2.

Fig. 2. Deformada

El giroen Ay A’ asi como la flecha en B 'y C seran las correspondientes a una viga biapoyada.
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x10°
Oy = P
24 E]
5px10*
V= —————
384 E]
op,=by,
y COMO

tang =62 2% _2Pi _q39
cC

1 VB VB
y también
N b+25
Igualando:
b=417Tm

b) Si se da una tensién previa a los tirantes de 50 kN, este valor se mantendra al aplicar las
cargas, de acuerdo con lo visto en el apartado anterior. Por lo tanto, las leyes de esfuerzos son
inmediatas (figuras 3, 4y 5).

1 T
S 1123 =
124,88 £ H H £ 124,88
@ @

124,88 124,88
165,6 165,6

Fig. 3 Ley de momentos flectores.
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40 | 40
\S [ m— —
BN 1 — 1
AN 30 — —
) ] AT T—
N /|
N /| — —
N [l d
%// i ﬁ%

b

o]
(e}

Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles.

\ 40

7

40

Fig. 5 Ley de esfuerzos cortantes.

620
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Problema 9.38 En la estructura de la figura 1, las rectas AB, BC y CD representan tres
tirantes de igual seccién @ =20cm’y médulo de elasticidad E, = 210GPa. El resto de la

estructura tiene un producto EI = 250 000kN x m?.

4m

S S
N
B
.

6 m 10 m 6 m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.38

1.) Determinar las leyes de esfuerzos cuando las cargas que actuan son:
o Carga uniformemente repartida sobre la pieza AD, vertical descendente de valor

p=15kN/m
e Incremento uniforme de temperatura en la pieza AD de valor At =30°C (coeficiente
de dilatacién lineal a =107°°C™).
2.) Supongase que la linea quebrada ABCD representa un unico cable que desliza libremente

sobre los puntos B y C. Determinar las leyes de esfuerzos cuando actia unicamente la carga
uniformemente repartida.

Solucion

Sea T, el esfuerzo en el tirante AB 'y T, el esfuerzo en el tirante BC.

Se quitan los tirantes AB, BC'y CD sustituyéndolos por los efectos que producen en la
estructura (figura 2).

1)

15 kN/m

Fig. 2 descomposicion de fuerzas en los tirantes.
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T,—T-cosa T,—T-cosa
——— —f—

%4 | ) @'//
——— —f——
T,-cos o T|-sena T-sena T;-cos ol
o .
T|-sena T,-sena
—— | — —— | —

T-cosa \ T, T, \ T|-cosa

T|-sena T,-sena

Fig. 3 Descomposicion de fuerzas en los tirantes.

El movimiento vertical de B valdré: (sentido descendente positivo)

34800 139,787,
- EI EI

Vg

El movimiento horizontal de B se vera afectado por el movimiento horizontal de B’, debido a un
alargamiento en todo el tablero causado por el incremento de temperatura.

u, = 21,837, 17,75 T, + Uy (positivo hacia la derecha).
El

La proyeccidn de los desplazamientos sobre la recta 4B vale:
S, =v,Sina+u, cosa+10"° x30x6x cosa

La proyeccion de los desplazamientos sobre la recta CD es u, .
0, =U,

Igualando o, al alargamiento del tirante AB'y o, al alargamiento de la mitad del tirante BC. Se
obtiene el sistema:

T,-L,
-E

t

u, =8,533x107°T, - 71x107°T, +107° x30x 6 =

N |-
)

. - T.L
vy Sina +u, cosa+107° x30x6x Cosar = ——=

w-E,

7,343x10°T, - 71x10°T, = -18x10°3
3,8616x107*T, —71x107°T, = 0,0787

T, = 243kN
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T, = 209kN

En la figura 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes
y axiles.

2) 117 117
87,3 87,3
@ )
O ___
7 29,7 9 E\ 29,7 -
o~GlE Y =
70,5
75
b) 59.6
30,4
> ‘H 1] 1
INNE [l =
30,6 1
7,44 7,44
59,6
75
0)
202 209 202

| ——

—

| ——

|—

K

1135

135

S

Fig. 4 Leyes de esfuerzos: a)Momentos flectores.
b)Esfuerzos cortantes.
¢)Esfuerzos axiles.
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2)

Fig. 5 Descomposicion de fuerzas en los tirantes.

En base a los resultados obtenidos en el apartado 1, y teniendo en cuentaque 7, =7, =T

v, = 34800 - 139,787 =0,1392-559x107*T
EI EI
0, = 21,337 -17,75T _ 3,587 1432%10°T
EI EI
S, =vysina+u,cosa = Lok
w-E,
De donde se obtiene, T = 245kN
259.9 259.9
167,9
95,4 95,4
164,5 Ll ‘ \ ‘ ‘ \ ‘ 1] 164,5
7\ RN
. S = 7

W), W,

Fig. 6 Ley de momentos flectores.

624
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60,91

29,09

it i {0t

N7 | — ] B
) == il o t[lt V

29,09

60,91

75

Fig. 7 Ley de esfuerzos cortantes.

203,85 ‘ 245 ‘ 203,85
[

il
TEAT L TEAT

/ I::ZI 136 136?& X

245 HWH 245

245

Fig. 8 Ley de esfuerzos axiles




Capitulo 10:
Vigas continuas
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Problema 10.1 Determinar las leyes de esfuerzos de la estructura representada en la figura 1.

M=0.5 pa’

-
-
-
-

a 2a 1,5a

Fig. I Estructura correspondiente al problema 10.1

Solucion
Se descompone la pieza en las vigas simples que se indican en la figura 2.

I
y

a 2a 1,5a

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples
Las incognitas a determinar son los momentos en los apoyos intermedios Mz 'y M.
e Giroen el apoyo B:

- Giroen B de la pieza AB

AB :_O,Spaza _MBa+ pa’
B 6 EI 3EI  24EI

- Giroen B de la pieza BC

sc  My2a +MCZa_p(Za)3
5 3EI 6 El 24 EI

Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuacion

M, +0,3333M . =0,2917 pa’

e Giroenelapoyo C

- Giroen Cde lapieza BC

BC __M1,3251_MC261+p(2a)3

$c 6EI 3EI 24E1]
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- Giroen Cde lapieza CD

o = Mc 154 p(L5a)’
¢ 4E] 4A8E ]

Igualando ambos giros
0,3333M, +1,0417 M . =0,4036 pa®
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene
M, = 0,182pa2
M, = O,3292pa2

En la figura 3 se dibujan las leyes de esfuerzos.

0,5 pa2

a) A

w 0,182 pa’ 0’%@ 0,117 pa’
B W C T /ﬂD

1,07 pa
0,608
0,182 pa il {f P
b) A B Ll Ll
{lh {h il P
0,818 pa 0,926 pa 0,892 pa
| b
0,818 pa 1,11 pa 1,962 pa 0,608 pa

Fig. 3: a) Ley de momentos flectores.
b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones.
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Problema 10.2 La viga de la figura 1 no tiene cargas externas, pero sufre un giro en el
empotramiento de valor ¢, . Hallar:

e GiroenB
o  Momento en A
e Momento en B

C

A
>
o]

A\
A\

-
-

|

2a a

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.2

Solucion

Se tomaran como incdgnitas hiperestaticas el momento en 4 y el momento flector en B.
Se descompone la viga continua en dos vigas simples (figura 2)

(——J—
| | S

2a a

.
Fig.2 Descomposicion en vigas simples

El giro en 4 valdra

= _M,2a M;2a
Pa=Pu= 35T T T6EI

Asimismo, igualando el giro en B de las piezas AB y BC se obtiene:

_MA2a+M32a__MBa
6EI 3EI  3EI

y resolviendo el sistema de ecuaciones:

M, :1’8ﬂg,«1
a

M, :O’GQC_DA
a

Por otra parte,
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Mya _
3E1

0, = -02¢,
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Problema 10.3 En la viga continua de la figura 1, hallar las leyes de esfuerzos.

p=20 kN/m

Fig. 1 Viga continua correspondiente al problema 10.3

Solucion
Se descompone la estructura en tres vigas simples (figura 2)

p=20 kN/m
50 kN m
( A B ) ( B C ) (c D
yis 2 ANE 2 ANE

R O S SN

5m 5m 5m

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

El giro en B de la pieza AB valdra

s 50x5 M,5

Yr T T6El  3EI
El giro en B de la pieza BC valdra

M,5 M_.5
pic =282 e
3EI G6FEI

Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuacion
AM,+M,.=-50
Por otro lado, el giro en C de la pieza BC valdra

jo | M5 M5

#c 6EI 3EI

El giro en C de la pieza CD vale

w M5 20x5°
Pc =3B T 24EI
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Igualando ambos giros se obtiene la segunda ecuacion

M, +4M, =125

Resolviendo el sistema de ecuaciones

M, =-217 kNm
M . =36,7 kNm

En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos

a) 50
[D D 36,7
m B Em D
A W C W
© 0%
s,
427m
’ 42,7
H:Hllj H:H
[\\HHHH\HHH\B\ (IS
{( D
s ‘
57,3
. o | 42,7kN
69 kN

Fig.3 a) Ley de momentos flectores.
b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones.

632
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Problema 10.4 En la viga de la figura I se apllca un momento externo M en B de forma que el

giro valga @, = (/) Determinar en funcion de @ el valor de M y dibujar la ley de momentos

flectores.
M
A B\ C
’ 2
S S
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10. 4
Solucion

Se descompone la estructura en dos vigas simples (figura 2)

x 2 (%
| | W—l

2a a

w
@)

A\
A\

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples.

El giro en B de la pieza AB vale

M, 2a
3EI

Qs =

El giro en B de la pieza BC vale

M,a
3EI

Qg =

Igualando y teniendo en cuenta que M, + M, = M se obtiene
M, =M/3
M,=2M/3

y por lo tanto:

(M/3)2a 2Ma
3EI  9EI

o=

y despejando M
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_9EI -

" 2a

M

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos.

i

7 %&

3EI _
2a

4 7

S

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 10.5 Determinar las leyes de esfuerzos y reacciones en la viga continua que se
acota en la figura 1.

p =20 kN/m

Fig. 1 Viga continua correspondiente al problema 10.5

Solucion

Se descompone la estructura en vigas simples (figura 2) y se igualan girosen By C.

p =20 kN/m p=20kN/m p =20 kN/m

A > B) (B C) (C D
. 7 ~ My 7 - Mc¢

7 7 7

S — | |

4m Sm 6m

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

Los giros se escribiran

i _20x(4) M,-4 1

f —(53,3333-1,3333M,)
24EI  3EI  EI

3
5 M. -
ppc =205 MyS M5 _ 1 0016664166670, +08333M,)
24Ef ~ 3EI = 6El EI

También puede escribirse

1

4B —_— _(160—4M
Py 3EI( B)
P 1 (-3125+5M, +2,5M )
3E]
Igualando:

4725=9M , +25M
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3 . .
pre 22065 Mp5 MeS_ 1 a155 554 —50,)
24EI 6EI  3El 3EI

o __20x6° M6 _ 1 (

=— —540+6 M
e 24EI  3EI 3EI )

Igualando:

852,5=25M, +11M_

Resolviendo:

M =33,06kN xm
M. =T70kN xm

En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos.

70

33,06

1,59 m Q:D 242m
i NS

20/ 2o 2 @

25,19 2,13m 58,4

kN xm

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 10.6 Determinar las reaccione y los momentos flectores en las vigas continuas
representadas en la figura 1

a) 3 kN/m ‘2 KN

1 %2 7@/:3 7%4
b) 1 kN/m ‘15 N

> 1 2 %3 7%4
c) 2 kN/m

Fig. 1 Vigas correspondientes al problema 10.6

Solucién

En la figura 2 puede verse dibujada la ley de momentos flectores y las reacciones

R=13,04 kN 19.08 R= 0,66 kN R=0,23 kN

O 1|

?

28,57
R=1937kN
R=2,5kN 24,97 R=1,8kN

N N i

|

R=154kN 3486 R=8,8kN

R=6,61kN R=13,39kN R =6,09 kN R=2,61kN

Fig. 2 Leyes de momentos flectores
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& Problema 10.7 De la estructura de la figura I hallar:

1.Ley de esfuerzos cortantes.
2. Ley de momentos flectores.

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.7

Solucion

En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

140

a) QD 40

4 > [N 2 2
) Q)

110
130
62,5
TTT H:H
ﬂ;“ - H\ ?
Z m 7 H:H 7 %/7
67,5

Fig .2 Leyes de esfuerzos: a)Ley de esfuerzos cortantes. b)Ley de momentos flectores.
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Problema 10.8 En la viga de la figura 1, la recta DC representa un tirante de seccion
w=18 1 / L*. Toda la viga se halla sometida a una carga uniformemente distribuida por
unidad de longitud de valor p . Se desea obtener el esfuerzo axil en el tirante.

p I L/3

-
o

J

L ' L/3
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.8

Solucion

Para determinar el esfuerzo axil en el tirante, es irrelevante el valor del giro en B, por lo que
puede suponerse que es nulo (figura 2)

\\‘
[os)
70

Fig. 2 Subestructura DBC

La flecha o6, valdra (figura 2)

5 V2 (L/3f

2 2 3EI

y la flecha o,

5oL 142 (L)

' 8EI 2 3EI
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El alejamiento de los puntos Dy C valdra

2 El 8 3

A (6,502 - ) {P@m)_ Tﬂﬁ

2

El alargamiento del tirante valdra

L/3)V2

T
Ape = (Ea)

Igualando ambos alargamientos se obtiene

T =0,02832 pL

640
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Problema 10.9 Obtener las leyes de esfuerzos y la deformada de la viga continua de dos
vanos de la figura 1. La viga es de seccion constante e igual en ambos vanos.

p=20iim M=30kNm | F=40kN
“ D
//A B /// ¢ 7
| | | |

16 m 8 m 8 m

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.9

Solucién

Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2)

p =20 kN/m

-
-

16 m 8 m 8 m

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

Para determinar M; y M, se igualaran giros en B, teniendo presente ademas que
M, +M, =30 kNm

5 M, x16 . 20x16°
5 3EI 24 E

w_ Myx16  40x16°
5 3EI 16 EI

Igualando se obtiene:
M,-M, =-760
y como M, + M, =30, resulta:

M, =-365 kN m
M, =395 kNm

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores.
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395
365

‘ \ MDN
<Y >

@
I

470,5

—

Fig. 3 Leyes de momentos flectores
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Problema 10.10 Dada la viga continua de la figura 1, se pide hallar y dibujar las leyes de
momentos flectores y de esfuerzos cortantes.

30 kN/m

7 %ﬁ %// 7

R —

3m 2m 2m 4m

-
-

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.10

Solucién

Se corta la viga por el punto C introduciéndose el cortante hiperestatico F (figura 2). El valor de
F se obtendréa igualando las flechas del punto C a la izquierda y a la derecha. Tomando positivas
las flechas en sentido ascendente:

3 4 3 _
gro- < Fx2 _30x2" 30x3 ., (80-2F)x3
3 8 24 3
3 4 3
g1y = Fx2_30x2° 30x4 o (80+2F)x4
3 8 24 3

Igualando ambas flechas se obtiene el valor del cortante F

F =358 kN

30 kN/m F 30 kN/m

R R L
7, 7, F 7 ’

Fig. 2 Corte por C 'y cortante hiperestdtico

Conocido este valor pueden hallarse las leyes de momentos flectores y esfuerzos
cortantes (figuras 3 y 4).

67,16
52,84

v )

i A
M; ?@/_ 0,21 7@/_ %
),

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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76,79

56,42

H:H H:H 43,21

62,61 63,58

Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes
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Problema 10.11 En la viga continua de la figura 1 se desea hallar la ley de momentos

flectores.
p=15kN/m
A B C D
7 2 7
| | | 4
4m Sm 2m
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.11

Solucion

Se tomara como incdgnita hiperestatica el momento flector en el punto B. Para ello, se sustituye
el voladizo CD por un momento de 304N m . Asimismo, se separa la viga ABC en dos vigas

simples (figura 2). El valor del momento M se obtendrd de igualar los giros a izquierda y
derecha de B.

p=15kN/m

! ! 4
4 m Sm
p=15kN/m " p=15kN/m 30 kNm
A Y (& D
7 7. Z 7.
\ | | 4
4m Sm

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

_15x4° 4M
P = ouEl " 3EI

15x5° 5M 30x5
Pg =~ + +
24E] 3 6

+

Igualando:

M =3104kN m
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En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores

31,04

1]
m|) *

\ 67.29 kN
22,24 kN 16,49 TIATIN 1033 t
148 m 2,486 m

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 10.12 En la viga continua de la figura 1, hallar las leyes de momentos flectores y
de esfuerzos cortantes, asi como las reacciones. Hallar asimismo la flecha del punto A.

p=24 kN/m

7 2" & °
i i

-

*

4m S5m 2m

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema 10.12

Solucién

‘48 kN

- - ) 48 kKNm
‘Rz |

B

.4

Fig. 2. Viga isostatica base

Se tomard como incognita hiperestatica la reaccion del apoyo 2. Para ello, se sustituye dicho
apoyo por una fuerza R, .
La flecha del punto 2 valdra:

2 2 2
S5, :@(9_5). 1_[ﬂj +M 1_(§j _(ij _ﬂ(43_2.9.42 +93)
6 El 9 6 El 9 9 24El

2

2080 400R 2020

kg 2220
ET

9EI  27El

R, =120,75kN
y por equilibrio:

R +R,+R;=24x11

R, -4+ R, -9—%112 -24=0

R, =107,63 kN

0
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R, =35,62kN
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores y de esfuerzos cortantes.

a) 60,37
48

m {l i1

iw T, ]

{77 {77
1,48 m I 251m
60,32 59,63
49,55 48

b)

o) & Vo) 2
26,28 26,37

kN xm

Fig.3. a) Ley de esfuerzos cortantes, b) Ley de momentos flectores.

El giro en el punto 3 valdra (sentido horario positivo):

_M,5 485 24-5° 3708
Y= 6Bl T 3EI 24EI EI

El desplazamiento vertical en el punto 4 valdra:

24.2% 40,584
8EI  EI

Oy =32+
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Problema 10.13 Determinar las reacciones, leyes de momentos flectores y leyes de esfuerzos
cortantes de la estructura que se acota en la figura 1. Hallar también el desplazamiento vertical
del punto A.

p=19,2 kN/m
E B
T 2
Z Z 7
i 3m L2ml 3,5m i 3,5m i

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema 10.13
Solucion

La viga se descompone en las dos vigas simples representadas en la figura 2.

p=19,2 kN/m Fl p=19,2 kN/m
E B
\ o A Ai
¢ &P ] 5 5
I | i |
3m 2m 35m 35m
Fig. 2. Descomposicion en vigas simples
El movimiento vertical de 4 de la pieza CDA vale:
Fx2* px2° F 384
v, =20, + - =2¢, +2,667————
Y Y B EI  EI
y el giro en D vale:
2F -2 p)x3 s F 1
o _( p)x3 px8 o F 18
4EI 48 EI El EI
Es decir, sustituyendo en v,
F 744
v, =56667 ————
El EI
De forma analoga el movimiento vertical de 4 de la viga AEB vale:
Fx35° px35° F 36015
v, =-— —— — -35¢, =-35¢, —-1429—— ‘
4 3EI 8EI P P EI  EI

El giro en E vale:

2
(3,5F +p 3’25 ]x 35 1372
@, = = 4,083£+—’

3EI EI  EI
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con lo cual, sustituyendo:

v = 2858~ 3403
El  EI

Igualando los movimientos verticales en A4:

5,667~ - 124 _ _pg5gt 84099
El EI El  EI

O sea:
F =-2236kN

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y en la figura 4 las
leyes de esfuerzos cortantes.

83,16

39,305

@
\ @

Wﬂ) 2 Lo# #

12,98

19,96

Fig. 3. Ley de momentos flectores.

60,79

22,37
H:H 11,23
4 Il it
sse TG 2 2
, 7 Z 7
flt
44,81
63,16

Fig. 4. Ley de esfuerzos cortantes.
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El desplazamiento vertical de 4 vale:

).~ 2858 (-2236) 84035 _ 2013
EI

EI ET
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Problema 10.14 En la viga que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las leyes
de esfuerzos, asi como la flecha en el punto D

20 kN/m

Ey a0
7 7
-

Sm 6m 2m

-
-

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.14

Solucion

La viga continua propuesta se descompondra en vigas simples (figura 2). Los
momentos M, y M, se obtendran imponiendo las siguientes condiciones de

compatibilidad

. AB BC
¢,=0 ) Pp =Pp
20 kN/m 20 kN/m
(ot 5) Gk ;)
MA 4 Z MB 4 Z 40 kNX m
L | i |
S5m 6m

Fig.2. Descomposicion en vigas simples
El giro en A vale:

_5M, 5M, _20x5°

= = (a)
3EI 6EI 24EI

Dy

El giro en B de las piezas AB y BC se escribe:

Py =T GEr 3EI 24E1

sc OM, 40x6 20x6°
Qg = + -
3EI GEI 24EI

w__5M, 5M, 20x5°

Igualando ambos giros:
5M,+22M, =1465 (b)

Las expresiones (a) y (b) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, que
resuelto proporciona el valor de los momentos M , y M,
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M, =3295kNm ; M, =59,1kN m
El giro en C vale:

40x6 6M, 20x6° _409
3EI 6EI 24EI EI

Qe =~

Por lo que, la flecha en D valdra

20x2° _, 409 40 _418
8E1 EI EI EI

vy =2¢: —

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores, cortantes y
reacciones

40
a) 32,95
-N><
@
,/@ ] i
N
17,27 ( > ‘ <|D ’
44 82 kN 118,57 kN 40,7 96,51 kN
2.24m 2,83m
63,39
44,82 40
b
)
i [l i
N [TT1 ‘ | [TTT ‘ |
i Y
55,18 56,51

Fig.3. Ley de momentos flectores, esfilerzos cortantes y reacciones
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Problema 10.15 En la viga continua que se representa en la figura 1, hallar y dibujar:

o Leyes de momentos flectores
e Flecha del punto D

10 kKN/m

-
-

o

S

-

5m S5m 2m 3m
Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.15

Solucién

Al ser isostatica la pieza CDE, se eliminara sustituyéndola por su efecto en el
resto de la estructura (figura 2.a). La pieza ABC se descompondra en dos vigas simples
AB'y BC (figura 2.b). Para hallar el valor del momento A , se igualarén los giros en B

de las piezas AB y BC.

a)

10 kN/m
A B C)
7 i i 50 kNx m
b)
10 kN/m 10 kN/m
AL B) <B B c)
7 7 MB 7 7 50 kNx m
T 5 m T T 5 m T

Fig.2. Descomposicion en vigas simples

Los giros en B de las piezas AB 'y BC valen:

w_10x5° 5M,

B 24EI 3EI

s 10x5° 5M, 5x50

y = — + +
24E] 3EI G6EI

Igualando se obtiene

M, =18,75kN m

El giro en C vale:
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_10x5° 5M, 5x50 46875
24E1 6EI 3EI  EI

Pc

Con lo que la flecha en D valdrd,

_10x2* 15x2° 15375
8EI  3EI EI

vy =20,

La flecha en D tiene sentido descendente

63,39

18,75

2,125m [ 0
s, O @

1,5m

NN i LA

Ao 1]
@y i

22,58 71,875 m

Fig.3. Ley de momentos flectores.
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Problema 10.16 Determinar la ley de momentos flectores, esfuerzos cortantes y
reacciones en la viga continua representada en la figura 1

p=20 kN/m

NA 7@/;3 7@; D
} | l

5m 6 m

2m
Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.16
Solucion

Para su resolucién se descompone en las vigas simples representadas en la figura

20 kN/m 20 kN/m
MA

My 40 kNm
(A B) <B c)
7 7

7 7

l i l i

6 m

Fig.2. Descomposicion en vigas simples

El giro en el punto A debe ser nulo:

_M,5 M,5 20x5° _
3EI 6EI 24EI

D4

Por otro lado, igualando el giro en B en las piezas AB 'y BC:

w_ M5 1\435+20><53

Py T TGEI  3EI | 24E1
sc M,6 40x6 20x6°

Pg = + -
3EI 6EI 24EI

De ambas condiciones se obtiene el sistema de ecuaciones:

2M ,+ M, =125
S5M,+22M , =1465

Resolviendo el sistema:

M, =3295kN M, =591kN
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Co ello, se pueden dibujar las leyes de esfuerzos y las reacciones (figuras 3y 4)

59,1

40
32,95

] Y Y
oy & Ny &

Z

®

24,84
kKNx m
2,24 m L
40,7
t r 2,83 m ’
44,82 kN 118,57 kN 96,51 kN

Fig.3. Ley de momentos flectores y reacciones

63,39
44,82
40
i il il
. ] T
ik ke
55,18 56,51

Fig.4. Ley de esfuerzos cortantes.
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Problema 10.17 Determinar las reacciones, leyes de momentos flectores y leyes de esfuerzos
cortantes en la viga continua de la figura 1. Determinar asimismo la flecha en el punto A..

El producto EI se expresa en unidades KN *m’ .

El valor de k se expresa en unidades kN/m.

14,2 kN/m

120 kNm

( B A C D
%/Z % R,=-kg,

k=3EI

-
I
-
N

3m 5,5m 4m

Fig.1 Viga continua correspondiente al problema 10.17

Solucion
Se descompone la viga propuesta en tres vigas simples (Fig. 2)

14,2 kN/m

120 kNm A A

(=205 £ ) (=

i C
3m | 55m ! 4m
RAC

w)

A\

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples.
e Giroen4:

- Giroen A4 de la pieza AB

4B 120x3 M, x3 &,
by == - T
6 El 3EI 3
- Giroen A4 de lapieza AC

o _M,x55 Mcx55 142x(55) &,
P 3EI 6EI 24E] 55

Igualando se obtendra la primera ecuacion.

2,833M , +0917 M . — 05155 ,EI = 38,44

e GiroenC:

- Giroen CdelapiezadC
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wc__M,x55 M:x55 142x(55)] J,
¢ 6EI 3EI 24E] 55

- Giroen Cde lapieza CD

M. 4
CD __ C
e 3EI

Igualando se obtendra la segunda ecuacion.

0917 M , +3167 M, +0,1825, EI =98,44

Para obtener la tercera de las ecuaciones, es preciso obtener previamente las reacciones RjB y

R,

R?¥ =0,3333M , — 40

R®¢ =01818M ,-0,1818 M . +39,05
Sumando:

R,=R/”+R5 =05151M , -01818 M . —0,95
y como

R,=-ko,=-3El0,
Sustituyendo se obtiene la tercera ecuacion

0,5151M , -01818M . +36, EI =0,95
Resolviendo el sistema de ecuaciones

M, =4181kN xm

M . =29,7918kN xm

EIS, =1,404 kN m®

En la figura 3 se dibujan las leyes de esfuerzos asi como las reacciones.
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a)
120
Wy s o W
B A LT ¢ D
,
b) 437
B A H]t
C , D
LRI 454Dy |
51,2 7,45
38,6 421

Fig. 3 a)Ley de momentos flectores
b)Ley de esfuerzos cortantes y reacciones
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Problema 10.18 La viga de la figura 1 tiene una rotula situada en el punto A. En dicho punto
v a ambos lados de la rotula actuan sendos momentos iguales y de sentido contrario de valor
M.

Hallar:

a) Desplazamiento vertical de la rotula.
b) Giro relativo a ambos lados de la rotula.

M/A\M
4> D %B C%//\/ E%
| | || |
i 5m i 5m 17 5m i

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.18

Solucién

Se tomard como incognita hiperestatica el momento flector en el punto B. Para determinarlo,
descompondremos la viga continua en dos vigas simples:

4> D @ B%)(%B @ Cy@/_)

Fig. 2. Descomposicion en vigas simples.

Giro en el punto B de la pieza 1 (sentido horario positivo):

My x5
3EI

Pp =

Giro en el punto B de la pieza 2:

6
) M, x5 X gMX5
%5 = T3 6 El
De donde se obtiene:
10M +M—O S oM, - 3IM

3E]  El 10

Giro del punto C (sentido antihorario positivo):
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6
C M,x5 M gy
P 6 El 3EI AEI

Desplazamiento vertical del punto 4:

M, s
(g)X1

_Mx1® M M M

139 M

Vou =@ x1

Giro relativo a ambos lados de la rotula:

M, .,
- G  MxL_ e M
Pa =0c 2EI EI T EI
o =Y (MXS_ oM

5 3EI ET

2El 3E]  4E] 2EI 15EI

60 EI

662
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Problema 10.19 En la viga continua de la figura 1, el apoyo 2 es eldstico con un valor de la
constante k igual a 5kN/m. La inercia de todas las piezas es la misma e igual a 10%cem®,
siendo el mddulo de elasticidad E =210 GPa. Hallar las leyes de esfuerzos asi como el
movimiento del punto E.

p=20kN/m

|

*

//A B %—//C %—//D E
gk
7
|

-

—

7m 9m 9m 4m

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.19

Solucién

Se tomaran como incognitas hiperestaticas los momentos flectores en los apoyos By C, My y
M;c respectivamente. El producto E£7 vale

EI =210 GPax10°cm* = 21x10° kNm?

La viga se descompone en las tres vigas simples de la figura 2.

Am> (B%% 2) %}C> <C 7 (3) f>160kNm

tRA RBl RBZ tRCZ *RC3 RD

Fig. 2. Descomposicion en vigas simples.

El giro en B de la pieza 1 vale:

M, x7
Ps =3

5, 20xT7°
+-2 4
3EI 7 24EIl

El giro en B de la pieza 2 vale:

2__MB><9_MC><9_20><93_5_B
5 =T T3p T 6EI 24EI 9

Igualando se obtiene la primera ecuacion:
53333M , +15M . +0,254El 6, +893,33=0

Igualmente para el punto C:
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, M.x9 M,x9 20x9® &,
Pc = + T S
3EI 6El 24EI 9

s M:.x9 20x9° 160x9
Pc =~ - +
3EI  24EI  6EI

Igualando se obtiene la segunda ecuacion:

15M , +6M . -01111E16, +975 =0
Para la tercera ecuacion, es preciso en primer lugar hallar la reaccion Rp:

RB:RBl+RBZ
20x7 M
R, = S
me2 7
M,—-M
R32=20X9— B c

2 9

Sustituyendo en Rg:
R, =160-0,254M , +01111M .
y como
R, =—ko, =-55,
Igualando se obtiene la tercera ecuacion:
0,254M , -01111M . -56, -160=0
Resolviendo el sistema:
M, =43L4 kN m

M, =—-4536 kNm

S, =—0,004713 m

Para hallar el movimiento de E es preciso en primer lugar hallar el giro de D:

_Mcx9 _160x9 20x9° _ 5529
6E1  3EI  24E  EI

?, =-2,633x10"*rdn

El movimiento vertical de £ (positivo si descendente) valdra:

664
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20x 4*
v, =—@, x4 +W =0,00136m =0,136cm
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Problema 10.20 La viga continua de dos vanos iguales de luz L, tiene una seccion transversal
rectangular constante de rigidez El. Esta viga se encuentra simplemente apoyada en sus
extremos en soportes fijos y en la seccion central en un soporte elastico de rigidez k.

EI EI

v Ek %
7
l

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.20

Se pide:

a) Dimensionar la rigidez k del soporte intermedio de forma que bajo la actuacion de una
carga p uniformemente distribuida por unidad de longitud de la viga, vertical
descendente, la ley de momentos flectores que resulte sea la mas favorable, es decir,
produzca tensiones de traccion y compresion de valor absoluto minimo en la viga.

b) Calcular el movimiento vertical del apoyo central, considerando el valor anterior de la
rigidez k.

¢) Deducir, suponiendo para el soporte la rigidez k calculada en a), los valores de los
momentos flectores maximo y minimo que actuan en la viga, asi como las posiciones de
las secciones en las que el momento flector es nulo.

Solucién

a) La ley de momentos flectores de la estructura tendra la forma que se dibuja en la figura 2.
Lagicamente, los valores de M; y Mz dependeran de la rigidez &

Fig. 2 Ley de momentos flectores “a estima”
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La ley de momentos flectores mas favorable se conseguira cuando |M,| =M ,| = M

La ley de momentos flectores entre B'y C se escribe

M,[ =£pL—§j(L—xl)—p%

La coordenada x;,, en donde el momento flector es maximo se obtendra a partir de

oM .|
GNP )
ox, 2p
con lo cual,
_ 2 2 2
Ml:(pL_ﬁj L R\_pU-R2p) pl* RL R
2p 2 2 2 8p

Por otro lado,

2 2
M, - pL—E L_pL :pL _RL
2 2 2 2

Imponiendo la condicion de que M, = —M , se obtiene el valor de R
R=11716 pL
Por otra parte, el descenso del punto B valdréa

_5p(2L)' R(2L)’ s5pL* RL

B 384EI  48EI 24EI G6EI

y como v, = R/k resulta

5pL* RL* R
24EI 6EI k

y sustituyendo R por el valor obtenido previamente,
El
k = 89,66?
b) El movimiento del punto B valdra

Uy =

4
R _ 1,1716pL3 _ 001307 2L
k  89,66FEI/L EI

667
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¢) Sustituyendo en Mz 0 en M; el valor de R

M =0,0858 pL*
El punto x;, en que el momento flector es nulo se obtendra a partir de Mf g= 0, osea

X, =01716L
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Problema 10.21 Determinar el momento en el empotramiento elastico A y el desplazamiento
del apoyo eldstico C de rigideces respectivas k, y K. de la viga continua de la figura 1.

Datos:

EI =5x10°kNm® ; k, =1000kN/m ; k, =10°kNm ; L =10m ; P en kN

k a P
El EI
& z E
Z
|

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.21

Solucion

En la figura 2 se dibuja a estima la deformada del conjunto.

.

L L
Fig .2 Deformada “a estima”
El giro del punto A se escribe

ML (P-R)L?
3EI 6 El

Oy =

ycomo ¢, =M, /ku ,sustituyendo se obtiene la primera ecuacion
M, +2R=2P
El desplazamiento en C valdra

3 3 2 3
5C:¢BL+(P—R)L _(P-R)I' M,L* (P-R)L
3EI 3EI 6 El 3EI
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y dado que &, = R/kc sustituyendo se obtiene la segunda ecuacion
05M ,+35R=20P

Resolviendo el sistema

M, =2p r=9p
34 34
y por tanto
s =R __ 19 p_0000558823 P

k. 34000
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Problema 10.22 La pieza de la figura 1 estd sometida a una variacion térmica de valor t en su
cara superior y —t en su cara inferior. Determinar el valor de x (posicion de la rotula) para que
en ningun punto de la pieza existan momentos flectores ni esfuerzos cortantes.

(@!
w

A

N
N

B
| —

2a X 3a—x a

-
e
>

Fig. I Estructura correspondiente al problema 10.22

Solucion

Para una seccion rectangular de canto 4, la curvatura producida por un gradiente térmico de
valor 2¢/h vale

2at

h

nt __

Siendo « el coeficiente de dilatacion lineal.

La viga propuesta es una vez hiperestatica. Si se toma como incognita hiperestatica el cortante
en la rétula, es evidente que si dicho cortante es nulo también lo serdn las leyes de momentos
flectores y de esfuerzos cortantes en todos los puntos de la estructura. Evidentemente, para que
dicho cortante sea nulo, es preciso que si se corta la pieza por la rétula el movimiento en ambos
labios debido Gnicamente a los efectos térmicos sea el mismo (figura 2)

5 <1 —% 2%
A RS S SN E—

2a X Ja—x a

Fig. 2 Movimiento vertical de ambos labios de la rotula

Para calcular el valor de 6 en la viga ABC se aplican los teoremas de Mobhr:

ut (2a + x)2

2a+x
5=—(/)A(2a+x)— I ;(”’(2a+x—xl)dxl=—(pA(2a+x)—;( 5
0

2a
Vyy =0=—¢,2a— I;{"’(Za—xl)dxl =@, 2a—y"2a’
0

0 sea:

nt

Qy=—ay
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x(2a +x)

o=—y >

Anélogamente para la viga ADC:

p (3a —x)2(4a ~x)

S=—

Igualando y resolviendo en x:

672
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Problema 10.23 En la pieza de la figura 1, el empotramiento E, desciende 1 cm y gira en

sentido antihorario 2x107% radianes. Hallar la ley de momentos flectores si el producto EI
vale

EI =10* kN x m*

30 kN/m

NA %j
| — |

2m 4m 4m

.

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.23

Solucién

Se corta la pieza en C separandola en dos partes y colocando el valor del cortante Q (figura 2)

30 kN/m ‘ Q
B

C D Ep
A 1 C Q1 >
} T | |
4m

Fig. 2 Separacion en dos piezas

Para determinar el valor de Q se igualan flechas en C

-Flecha en C de la pieza ABC (positiva si descendente)

02’
3El

Voo =—Qp X2+

30x4° 20x4 1

= -~ (40-2
P = TagEl  4El EI( 0)

Sustituyendo:

v, = %(— 80+ 6,6670) = -80x10" +6,667x10 0

-Flecha en C de la pieza CDE (positivo si descendente):

e Flecha debida al cortante Q
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" 3El EI

3 3
vl =g x4 04" 1 40x4 ><4_Q4 =_37,33Q
4EI 3EI EI

e Flecha debida al movimiento de 0,01 metros del apoyo E (figura 3)

E
V.
2 c\\
O

1
I

Fig. 3 Flecha en C debida a un desplazamiento vertical de E

Vfc =-40=-4 xl,S% = -0,015 metros
4

e Flecha debida a un giro en £ de 2x107° radianes (figura 4)

-
-
>

Fig. 4 Flecha en C debida a un giro en E

Voo =—40'= 4925 — _4%107® metros
2
Sumando
Vo =VE Vi +VI. = —37,33% -0,015-4x10"° =-37,33x10 Q0 -0,019

Igualando las flechas en C:

—~80x10™* +6,6670x10™* = -37,33x10* 0 -0,019
Es decir

Q=-25kN

Las leyes de momentos flectores pueden verse representadas en la figura 5
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62,5

10

i,
R
s

kN xm

Fig. 5 Ley de momentos flectores.
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Problema 10.24 En la viga de la figura 1, por un fallo en los cimientos, el empotramiento A
ha sufiido un descenso de 40/ EI metros, y un giro de 20/EI rad y un ascenso el punto C de

20/EI m. El apoyo D es eldstico siendo su constante k =1000kN/m . Hallar las reacciones

en los apoyos. El producto EI vale EI =80 000kN x m®

| | | §

6m 6m Sm

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.24

Solucién

Se tomara como incognita hiperestatica el cortante en B. Para obtener su valor se igualaran los

movimientos verticales a la izquierda y a la derecha de B.

- Flecha en B (ver figura 2) de la pieza AB (positiva si descendente)

20
qA 13183 A B w/E/
| | w F
tQ i\li o EI
I | } | |

o
8

6m 6m

Fig. 2 Flecha en B de la pieza AB: a) Flecha debida a Q. b) Flecha debida al descenso del apoyo A.

¢) Flecha debida al giro de A

La flecha total valdra

40 06° 40 20x6 80 720

S, =00+ =50 =-22_ 4= _
El 3£l EI EI  EI

- Flecha en B de la pieza BCD (figura 3)

La flecha total valdra
0, = 539 - 5BC + 5BD

siendo

63
5 =Q—I+¢C><6=132%
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sc_6+520 44
c_0to ) 22
5 EI EI

5}? 295 :§R_D:§(G/ﬂz1’44xlof3g

5°” 5% 5
a)

‘Q

5 C D
63[3 7@7 4>
b)

§ = =
| | |

6m 5m

Fig. 3 Flecha en B de la pieza BCD: a) Flecha debida al cortante. b) Flecha debida al movimiento
de B. ¢)Flecha debida al apoyo eldastico.

Es decir

5, :1322—ﬂ+1,44x10-3Q
EI EI

Igualando las flechas en B se obtiene el valor de Q

O=- 25 = -0113 kN
141,67 + E1/1000

A la misma conclusion se llega si se toma como incAgnita hiperestatica la reaccion en
D. Liberando esta coaccion y dando los movimientos indicados se obtiene la flecha en
D (figura 4).
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20
c) EI
A B c_|
\|
7
d)

-
-
-

6m 6m

678

Fig. 4 Flecha en D: a) Debido al descenso de apoyo en A. b)Debido al giro en A. c)Debido al

movimiento de apoyo en C. d)Debido a la reaccion Rp

El movimiento vertical de D valdra;
op =51-6%+6°-6"
y COmo

515 40 _ 33333

6 EI EI
50~ 20 100
EI EI

sc_205+6 _ 36,667

" EI 5 EI
st 14167R,
EI

Es decir:
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679

S
P EI

y como también

_ RD
? 1000

Igualando:

= 30 =-0135kN

R, =- -
141,67 + EI/1000

_ 33,333-100+36,6667-14167R, _ 30+14167R,

EI

Resultado que puede comprobarse que coincide con el anteriormente obtenido ya que

6
R, ZEQ
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Problema 10.25 En la viga continua de la figura 1, todos los tramos tienen el mismo producto
EI . El punto A sufre un descenso de apoyo de valor & . Sabiendo que EI 5 =1000kN x m®,
hallar las leyes de esfuerzos en todas las barras.

B C

fes}
>

AN
AN
AN
$>U

o
-
-
-
-

4m 3m 4m 5m

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.25

Solucion

La viga es una vez hiperestatica. Se tomara como incégnita hiperestética el esfuerzo cortante en
B. Su valor se obtendra de igualar la flecha en ambos labios de la rétula (figura 2)

‘Q
E A B D

S

N

-
S
i S

4 m 3m 4 m S5m

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

- Flechaen B de la pieza EAB (positiva si ascendente)

e Flechadebidaa Q

vl =, x3+

3
Ox3° _ 9
EI ~EI

e Flechadebidaa o

vi =335 1755
4

- Flechaen B de la pieza BCD

Igualando flechas
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212 -1,756 = —482
El El
es decir:
0 = 25,36 kN

En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos.

101,45

20,29
i ;
7 1 Il 5
i

Fig. .3 Leyes de esfuerzos.

681
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Problema 10.26 En la viga continua de la figura 1 se sabe que la rigidez EI en cada vano es

constante y que en el AB vale k kN x m?®. Las leyes de momentos flectores son las dibujadas. Se
pide:

A) Rigideces de los tramos BC'y CD.
B) Cargas que producen la ley de momentos flectores indicadas.

Datos: k = 2 x10° kN x m?

Sm 10 m 7,5m

—e
—e
—e
—e

25
NI @

N g loe}

750
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.26

Solucién

Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2)

M ,=500 kNm

-
-

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples.

A partir de la figura 10.19.2 se observa que en 4 hay aplicado un momento exterior de valor
M , =500 kNm . En BC actia una carga uniformemente distribuida por unidad de longitud tal
que
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2
@:750

es decir, p =60kN/m . Asimismo en el nudo C hay aplicado un momento externo de valor
M, =250kNm. También en D hay aplicado un momento externo de valor
M ,, =—-250kN m. Todo ello, puede verse representado en la figura 3.

60 kN/m

500 kN xm

(e G—=2)

7 250 kN x Z 250 kN xm

Fig. 3 Cargas aplicadas

Para determinar las rigideces de BC'y de CD se igualan giros en By en C. Para ello:

as _ 900x5
Qg = 6k

sc__60x10°

g 24k,

Igualando, resulta que
ky. =6k =12x10° kN m®

Anélogamente para el nudo C:

60x10°
o =
24k,
250 7,5
o ==
2kep

Igualando resulta

kop = 2,25k = 45x10° kN m?
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Problema 10.27 La viga continua de la figura 1 tiene una seccion rectangular de ancho 1 y
canto h. Dicha pieza sufre una variacion térmica de valor t en su cara superior y —t en su cara
inferior. Teniendo en cuenta la deformacion por momento flector y por esfuerzo cortante, y
tomando como incognita hiperestatica el momento flector en el apoyo intermedio, determinar y
dibujar las leyes de esfuerzos.

t B

>
@)

A\
A\
A\

-

|

-

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.27

Solucion

La viga de la figura 1 esta sometida a la variacion de temperatura indicada. Dado que Az, =¢ y
At, = —t, la curvatura debido a la variacion térmica vale:

nt 20t

h

Se tomara como incdgnita hiperestatica el momento flector en el apoyo B. Para determinarlo se
descompone la viga continua en dos vigas simples:

A1 B )B X, B(Br

C
2 2 g
@ 7 7 7
My My My My
6 6 4 4

Fig. 2. Descomposicion en vigas simples.

e Pieza 4B
El giro en B debido a la temperatura vale:

—20{1‘.3:—6051‘
h h

3
oy =[ 2" -ds=
0

Las leyes de esfuerzos en la viga 4B seran:
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La energia elastica, por unidad de longitud, de 4B vale:
_£M21Q _1(M, x1+1M321_
2 FE 2kG4 2\ 6 ) EI 2\ 6 ) kGA
My x 1My 1
236 EI 236 kGA

El giro en B debido a los esfuerzos vale:

o J'GWAB I M, My, 1 A :2MB+MB
? 36 EI 36 kGA| ' EI  6kGA
El giro total en B vale:

., 2M, M, b6a
Qp = + -
El  6kGA h

e Pieza BC
El giro en B debido a la temperatura vale:
j;( ds = 22“ 2= %
M, =M, —%xl
0=

2 2
v Yy M YL (M) 1
2 4 ElI 2 4 kGA

El giro en B debido a los esfuerzos vale:

4 4 2
1 M, 1
_ BCd B = dx, =
s I M, ﬂ ( j £l 16 kGA} .
__|AM, M,
3 Bl 4kGA

El giro total en B vale:
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. AM, M, 4at
P =715 + +
3 EI 4kGA h

Igualando los giros en el apoyo B:

10M,  5M, _10a
3EI  12kGA  h

Como la seccidn es rectangular,
5
k=—
6

Sustituyendo

10M , +05MB _10at

3EI GA h

Es decir:

Mo 10at
® h(333/EI+0,5/Gh)

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos:

|=

a)

[ C 1o
|

N
4§4
N

-u>|§

Fig. 3. Leyes de esfuerzos: a)Ley de esfuerzos cortantes, b)Ley de momentos flectores.

686
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Problema 10.28 La viga continua de la figura 1 esta sometida a un incremento de
temperatura de 30° en su cara superior y a un decremento de 10° en su cara inferior.

Hallar las leyes de esfuerzos. (E = 30 000 MPa, canto = 60 cm; ancho = 30 cm; a. = 107 °C")

>

B

@]
w)

A\
A\
N

A\

-

|

S5m 7m 13 m

-
-

Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.28

Solucion

El producto ET7 vale
EI =162 000 kN x m?
La variacion térmica propuesta puede descomponerse en suma de dos:

- Variacion uniforme de temperatura de valor

30-10_ 140

Esta variacion térmica no produce esfuerzos.

- Incremento térmico de 20° en la cara superior y -20° en la cara inferior. Debido a que la
variacién térmica se supone lineal dentro de la seccion, la curvatura térmica vale

» 2a 20 2x107° x 20
X - ==

= =-66,67x10°m™
h 0,6

Se descompone la estructura en vigas simples colocando los momentos hiperestaticos en
los apoyos (figura 2).

w)

My Mc
A +20° B ) ( B +20° C ) ( C +20°
—20° —20° —20°
e Y Ay N A=
Sm 7m '

N

-

13 m

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

Seguidamente se calculan los girosen By C
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e Giroen B de lapieza AB

5 . 5M, . .
D — 166,67 x10°° +103x107° M
Ps =5 T3 * * ?

e Giroen B de lapieza BC

™
Py = —ZZ _IM, M 233,333x107° ~1,44x10° M, —0,72x107° M.
2 3EI 6EI

nt

Igualando giros se obtiene la primera ecuacién
2471M, +0,72M . =400
Analogamente para el nudo C
e Giroen Cde lapieza BC

Pp = Z;(”’ IM, TMc —233,33x107° +0,72x10° M , +1,44x10° M .
2 6EI 3EI

e Giroen Cde lapieza CD

B BMe 433334107 267x10° M,

b= T3

Igualando giros se obtiene la segunda ecuacion
0,72M , +411M . = 666,66

Resolviendo el sistema:

M, =12083 kN m
M, =14104 kN m

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores.
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M
O

141,04

kN xm
Fig. 3 Ley de momentos flectores
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& Problema 10.29 La estructura de la figura 1 estd sometida a la carga uniformemente
repartida que en ella se indica. Las rectas BG y GD representan dos tirantes de modulo de
elasticidad el mismo que el resto de la estructura y de 6 cm’ de seccion recta. Las restantes
piezas de la estructura estan formadas por una IPE 450. Determinar las leyes de esfuerzos en
todos los puntos de la estructura.

p=10kN/m

4

8 m 12m 12m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.29

Solucién

Para resolver la estructura se eliminan los tirantes y se colocan los efectos 7; y 7, que éstos
ejercen sobre la estructura (figura 2).

A

C B oy T D E
7 > 1 2‘Jkl T %% 7

H

Fig. 2 Sustitucion de los tirantes por sus efectos

Si H'y V representan la proyeccion horizontal y vertical, respectivamente, de la suma vectorial
de T,y T, se tendré:

H = (T, - T,)cosa = 0,9701(T;, - T,
V =(T, +T,)sina = 0,2425(T, +T,)

Las fuerzas H'y V se trasladan al punto 4 (figura 3) y seguidamente se resuelve la viga continua
descomponiéndola en vigas simples (figura 4).

\Y
S T A R
7 3H 7 7

Fig. 3 Viga continua con las cargas V' y H desconocidas
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= |

p p
MB /R MD
c 7 B) 63 7 AJ D) GD
3H

Fig. 4 Descomposicion en vigas simples

Se hallan los giros en B de las vigas BC'y BD

Bc p><83 +M38
B 24EI 3EI

_ 213333 2 1 26667 M2
El El

BD__px243_MBZ4_MD24+V242_3H24
5 24E]  3EI 6EI 16EI 24EI

Igualando se obtiene la primera ecuacion

MB

597,3333£ +10,6667 My r H
EI El

+4 -36—+3—=0
EI ElI  EI

De la misma forma, se hallan los giros en D de las piezas BD'y DE

M, M
o =576 L a5 gMp 35V o H
El EI El El EI

DE _ 2MB gﬁ

b EI EI

Igualando se obtiene la segunda ecuacion

MD—SGV H

EI EI  EI

585§+4%+10
Resolviendo el sistema de ecuaciones:

M, =-40,07 p+2,382)V -01985H

M, =-42,47 p+2,64761 —-0,2206 H
El desplazamiento vertical del punto A4 vale:

_5p(24)' M, (24) M, (24) v(4)

v, = + + =134856-2 -
El

384 EI 16 EI 16 EI 48 El

- 106,93441 - 15,088£
El EI

691
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El giro del punto 4 vale

_M,24 M, 24 H24
" 24FEI 24EI  AEI

p
—+
ET

) —24P 02656 +60201 L
El El

Se calculan seguidamente el desplazamiento vertical y horizontal del punto G en funcion de p,
T, Yy 7.

p 106,9344(7, +7,)0,2425 15,088(7, —7,)0,9701

v, =1348,56
El EI 7
p I T, @
=1348,56—-—-39,84—-10,5675—=
EI EI El
3
u =3p, + Hx3 . ,4£_3x0,2656(T1 +1T,)0,2425 .
3EI EI El
, 3x6.0221(7, ~T,)09701  27>x(T, ~T,)x09701 ) p o0 eae T
El 3EI I o
T,
—26,4523-2%
EI )

Por otra parte, los alargamientos &, y O,; de los tirantes DG y BG pueden obtenerse en
funcion de v¢ y ug (figura 5).

B

%>

Fig. 5 Compatibilidad de movimientos en G

Se puede escribir:
Ocp =V SINa —u; COSax
(©)
Oge =V SN +ug; COSa
(d)
y dado que



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10. Vigas continuas

I, xGD
5GD_ EA
Txﬁ
Sy =2
BG EA

siendo 4 la seccion de cada uno de los tirantes.

Introduciendo (a), (b), () y (f) en (c) y (d) se obtiene el sistema de ecuaciones

320,052 — 34,0258 11 1 230788 2 - 1X12:34
EI EI El EA

334,012 + 15,6034 1L _ 28904 T2 _ 121234
El EI EI  EA

y sustituyendo

p=10kN/m ; A=6cm® [ =33740 cm*
se obtienen los valores de 7, y T,

T, =170,6 kN

T, =170,8 kN

En la figura 6 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos

a) 199,4 201

C E
b) 425m
i 64,9 o3 718
C B ’%}x i E
| 551“ 3,5
77 423 6.5 11
| n

15,1 kN 184 kN 182,7kN 3,5 kN

Fig. 6 a) Ley de momentos flectores.
b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones.

(€)

(f)

693
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Problema 10.30 En la estructura de la figura 1, la pieza E’D’ADE es una pieza metdlica
formada por un IPE 450. Asimismo, las piezas C’D’, CD y AB estan formadas por el mismo
material y la misma seccién. Las piezas E’C’, C’B, BC y CE son tirantes de 2 cm’ de seccién.

E/I\ A /I\E' 3m

> 7%/— \}]3/ 7% %> [3m
— | S
7m 12m 12m 7m

Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.30

Sobre la pieza recta horizontal actua una carga uniformemente repartida vertical descendente
de valor p =3 kN /m . Determinar las leyes de esfuerzos en todas las piezas.

-Médulo de Elasticidad del acero E =210 GPa.

Solucion

La estructura es simétrica y por lo tanto para su resolucidn se trabajara inicamente con la mitad
de ella (figura 2).

Sean:

O . Movimiento horizontal del punto C.

A L . Variacion de longitud del tirante CE.

A L, : Variacion de longitud del tirante CB (notese que en la figura2 AL, = B, B,)
0, . Movimiento vertical tanto del punto 4 como del punto B (en la figura 2, 6, = BB,)
T, - Esfuerzo en el tirante CE.

T . Esfuerzo en el tirante CB.

F . Suma vectorial de los esfuerzos 7., y T,

En la figura 2 puede verse la composicién de movimientos.

Las ecuaciones de compatibilidad se obtendran al igualar en los tirantes y en la viga los
movimientos en C'y en B. Por lo tanto, en primer lugar se obtendran los valores de o y de &,

en funcionde 7., yde T,.

e Nudo C. Valor de O, en funcionde T, y T,y :

Es facil ver que

AL, =0.SInNx
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es decir:

TCE LCE

=0.sina
Eow

-

7m v 12 m

Fig. 2. Movimientos

O sea:

5 _ TCELCE
c — .
Sina Ew

ycomo Ew =42 000kN
5. =1973x107"'T,,

Nudo B. Valor de 6 , en funcionde T, y Ty :

A partir de la composicién de movimientos del punto B:
BB, cos 8 = BB, sin 8 + B,B,

es decir:

AL
5,=0.tanf+—=
cos

Sustituyendo 6. por el valor hallado antes,
ALy =T.y Loy /E @, se obtiene

5, =3946x107T,, +7143x107*T,,

y

teniendo presente que
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e Movimiento de los puntos By C de la estructura reticular.

Dado que

(T, sin B —T,,sina)x3°

O, =3¢, +
c Pp 3E]

es preciso conocer ¢,, . Para ello se estudia la viga ED AD’E’ (figura 3) sometida a las
cargas que se indican:

M=3 (Tcgsin f—Tcgsin o) M=3 (Tcgsin —Tcgsin o)
™\ b /N
E E'
7 2 | A 7 Z
D 2Tcgcos B D'

Fig. 3. Viga continua

Para resolver la viga de la figura 3, se descompone en vigas simples (figura 4).

M,

M
E D D D'
A
7 L A 2 .
1 2 Tcgcos B

Fig. 4. Descomposicion en vigas simples.

El giro en D del a pieza ED vale (positivo si horario):

ED _Mlx7+p><(7)3

b 3El 24 EJ

El giro en D de la pieza DD’ vale (positivo si horario):

oo _ M, x24  px (24) 2T, cos Bx(24)
b 2EI 24 EI 16 EI

Igualando y teniendo presente que M, +M, =M =3(T,,sin T, sina) se
obtiene:

M, =-231T,, +12355
M, =2,683T,. —0,45T., —12355

A partir de estos valores, se obtiene:
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(-2,317,, +12355)x7 3x7°
3EI 24 EI

Pp =

y teniendo en cuenta que EI = 70 854 kN m? resulta
@, =-0,76x107T,, +34,63x107"
y por tanto:

(T, sin B~ T, sina)x 3
3EI
~3,45x107*T,, +103,9x10™*

8. =3¢, + =1136x107"T,,. -

Igualando este valor al obtenido previamente se obtiene la primera ecuacion:

1136x107*T,. —5,423x10*T,, +1039%x10™* =0

Por otra parte, la flecha en 4 de la viga continua vale:

s M, x 247 L5 3x(24)' 2T, cospx24®
4 8EI 384  EI 48 EI
=-9,09x107*T,. —4,57x107*T,,, +573,6x10~*

Igualando este movimiento al obtenido previamente se obtiene:

107*(16,2337,. +8,516 T, —573,6)=0

lo cual constituye la segunda ecuacion.

Resolviendo el sistema:

T, =22,78kN
T, = 23144kN

En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores.

697
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72,85
70,09

o

-

8,6 m

Fig. 5. Ley de momentos flectores
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Problema 11.1 Dado el portico de la figura 1, hallar:

1. Reacciones.
2. Ley de momentos flectores, esfuerzos cortantes y axiles.

. 2m . 4m N
I I I
FOkN
B D .
¢ Vi
4m
A —e

79//:

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.1

Solucion

La estructura es intraslacional y por lo tanto puede descomponerse en dos vigas simples con los
apoyos fijos (figura 2). El valor del momento hiperestatico en B se obtendra estableciendo la
igualdad de giros

MB< B D
- >

A4

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

1B MB><4
@ 3EI
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w_ Myx6 11111
@5 3EI EI

Igualando
M, =33,33kNm
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones.

33,33

2 ) o) {4 1111

33,33 W
& JIll L ll 4>
2] o o
o= 1111

44,44

c) d)
~{ 33

38,89 ILITLLITTTTTTTTITTTIIN 833 kN

5 2

0 11,11kN~

38,89 kN

Fig. 3 Leyes de esfuerzos y reacciones
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Problema 11.2 Determinar la ley de momentos flectores en el marco triangular equildtero
sometido a la carga vertical que se indica en la figura 1. Solo se considera la deformacion de
flexion. Todas las barras tienen una rigidez EI .

C
‘ F
60° 60°
B B
- A 2
| | |
L2 LA

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.2

Solucion

Al ser la estructura intraslacional, puede descomponerse en vigas simples de apoyos fijos.
Ademas, dado que hay simetria, el giro en el nudo superior es nulo. La unica incognita
hiperestatica es por tanto el giro en B y su valor se obtendra igualando el giro en B en las piezas
CBy BB’ (figura 2).

(o J 2 )"

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples
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M,L
4EI

BC _
Qg =~

BB,zMBL_FE
5 2EI  16EI

Igualando:

M, :%20,08333FL

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores.

0,04167FL  0,04167 FL

0,1667 FL

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.3 Hallar la ley de momentos flectores y la deformada del portico de la figura 1.
No se consideran deformaciones axiles. Todas las barras tienen una rigidez EI .

L2 L L2

—e
—e
—e
—e

2L

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.3

Solucién

Al ser el portico intraslacional puede descomponerse en vigas simples con apoyos fijos.
Ademas, al ser simétrico los giros y los momentos en B y B’ seran iguales y de sentido
contrario. El momento hiperestatico M se obtendra de imponer la igualdad de giros en B (figura
2).

MB(;/Z ‘ ‘ ;)MB

7\ N\
ael oy

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples
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ML
4 _ "B
Vs 3EI
o = Myx2L 3FL
? 2EI 8EI
Igualando:

9

M, =—FL=0,28125FL
32

0,28125 FL 0,28125 FL
@ Q)
0,28125 FL 0,28125 FL
TTTTT W
7\ 7\
& @ 5

0,21875 FL

Fig. 3 Ley de momentos flectores

B 0=0,09375 FL*/EI

B|

Puntos de inflexioén

Fig. 4 Deformada

N

705



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas 706

Problema 11.4 Un marco rectangular de rigidez constante a lo largo del mismo
EI =10*kN m*, estd sometido a las fuerzas que se indican en la figura 1.

70 kN 70 kN

L4

Fig.1 Marco correspondiente al problema 11.4

SE PIDE:

1. Calcular la ley de momentos flectores.
2. Calcular los corrimientos de los puntos centrales de los dinteles superior y inferior.
3. Dibujar la deformada del marco.

Solucion:
La estructura es intraslacional y por lo tanto puede descomponerse en vigas simples con apoyos
fijos. Ademas, es simétrica. Los momentos en 4 y B se obtendran de la igualacion de giros
(figura 2).

e El giro en A4 de las dos barras que concurren al nudo vale

ar _ M, x4_£
2FI EI

A

M, ><8+MB><8
3EI 6E1

4B
O, =
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A Ha
\{A 70 kN 70 kN s

1y

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples.

Igualando:
4,667M , —1,333M , =105

e El giro en B de las dos barras que concurren en el nudo vale

M, x8 M, x8
ol = B X n 4 X
3EI 6EI
. M, x4
BB' __ B
Vs 2EI
Igualando:

1,333 M , —4,667M , =0
Resolviendo el sistema

M, =245kNm M, =TkNm

707
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En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores

@,

LTI,

@ .
I

il

Fig.3 Ley de momentos flectores

,5

e Flecha méxima en BB’y en A4’

BB' _
v,... =01l4cm

A4
v =0,79cm

En la figura 4 puede verse representada la deformada
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0,14 cm
B | B'

/ Puntos de inflexion \‘

0,79 cm
Puntos de inflexion

Fig.4 Deformada
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Problema 11.5 En la estructura de la figura 1, el producto EI vale EI =2 000kN xm”>.

Hallar:
e Momento en B
e GiroenB
e  Reaccion horizontal en A
e  Reaccion vertical en A

-
-
-

4m 4m

Fig. I Estructura correspondiente al problema 11.5

Solucion

Al ser la estructura intraslacional se descompone en vigas simples sobre apoyos fijos (fig. 2)

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

Los giros en B de las piezas AB y BC valen

@ 3EI
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o 15(v2f L MaV2

B 24FEI 3EI

Igualando se obtiene

M =30kN m

Sustituyendo en los giros

= —M =-0,0283 rdn
3x2 000

Dp

Las reacciones en 4 valen
V,=30kN

H,=375kN

711
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Problema 11.6 Determinar y dibujar los momentos flectores en la estructura de la figura 1.

p=70kN/m

oo}
Nie!

-

6m

2
J

3m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.6

Solucion

Se igualaran los giros en O de las distintas barras que concurren al nudo.

B MOA6+7O><63

Poi =" B T a8El
M, x6,71

Pos 3E]
My x3

Poc =4 g1

LSM,, +315=224M ,, =0,75M ,
Ademas

My, +Mpp+M,. =0
y resolviendo

M, =-1526 kNm ; M,, =3835kNm ;

En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de momentos

M, =1143 kN m
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238,7

U @ O

@ O

kN xm 57.2 é

Fig. 2 Ley de momentos flectores

N

713
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Problema 11.7 En el portico de la figura 1, todas las piezas tienen la misma inercia. Mediante
la descomposicion en vigas simples hallar:

e Ley de momentos flectores en el soporte izquierdo.

o Ley de esfuerzos cortantes en el soporte derecho.

p=30kN/m

C -

1 m

r
3m

6m
A
77
D

-
R
-

3m 3m
Fig 1 Portico correspondiente al problema 11.7

Solucion

El portico es intraslacional y tres veces hiperestatico. Se descompondra en vigas simples sobre
apoyos fijos (figura 2 ) tomandose como incognitas hiperestaticas los momentos en By C.

o =18,43495°

NLs
N

Fig .2 Descomposicion en vigas simples
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La carga p =30 kN / m se descompone en su componente normal a la barra BC y en su
componente tangencial (no dibujada en la figura 2 ). La componente normal p' vale

p'=pcos’a=27kN/m

Los giros en B valen:

AB_3MB 075MB

Y EI

o _[MB 31623 M -31623 27x (3,1623)3J

M M 1
@y =-1,0541—2 - 0,52705—% - 35,5759 —
3EI 6 El 24FE1 EI EI EI

Igualando:
1,8041M , +0,52705M . =-35,5759

Los giros en C valen

se _ Mc 31623 27x (3,1623)’
¢ 3EI 24 El

M M
=1,0541—% +0,52705—% + 35,5759
EI EI

M- 2 M
Pl = _ﬂ =-22361—¢
3EI EI

Igualando:
0,52705M , +3,2902M . = -35,5759
Con lo cual el sistema de ecuaciones queda:
1,8041M , +0,52705M . =-35,5759
0,52705M , +3,2902M . = -35,5759

Resolviendo

M, =-173736kN xm
M. =-8,02971kN xm

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores y cortantes.
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17,3736 kNm

7778 6868 KNm

Fig. 3 Flectores en AB y cortantes en CD
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Problema 11.8 Dada la estructura de la figura 1, hallar:
1. Reacciones
2. Ley de momentos flectores

4.8 m

-+
-
N

10 m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.8
Solucion

Al ser la estructura intraslacional se descompone en vigas simples de apoyos fijos. Se tomara
como incognita hiperestatica el valor del momento en B (figura 2)

a

N

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

La fuerza de 8 kN se descompone en su componente normal 'y en su componente tangencial
(no dibujada en la figura 2).

F =8sina = 4,8kN

Los giros en B valdran
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17,63 8M,
s EI  3EI

6M
BC __ B
%5 = 3Er

Igualando giros:
M, =378 kNm
La reaccion vertical en 4 se obtiene tomando momentos en C:
-2x8+10V,=0
V,=L6kN
La reaccion horizontal en 4 se obtiene tomando momentos en B para toda la pieza AB:
~ M, +8x(48-2)+V,x8cosa— H ,x48=0
Es decir:
H,=6,013 kN

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones.

Fig. 3 Leyes de esfuerzos y reacciones
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Problema 11.9 En la estructura de la figura 1, determinar las leyes de esfuerzos utilizando el
teorema de Castigliano.

B —
p=5kN/m |—~ 6m
— A C—=
7 7

e
-

16 m

Fig. I Estructura correspondiente al problema 11.9

Solucién

Se tomara como incognita hiperestatica la reaccion horizontal en B. Con el criterio de ejes
representado en la figura 2 las leyes de momentos flectores se escriben:

. 2
M/-E :(16—5005ﬂ)V—Hssinﬂ_p(6_s sin 3)

2

Mf‘g:(8—scosﬂ)V—(6—ssin,B)H

p=5kN/m
1VC=5,625 kN
Fig. 2 Ejes locales

B
oM |’ _
8—]—[ =—SSin ﬁ
oM |
6—HM= —(6—ssin B)

El movimiento horizontal de C es cero:
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C

oM |
~Bds=0
OH

A

B
Ue = iMf‘B 8](;/[[;‘”’ ds—i—IM

c
-/V‘B

Sustituyendo en las integrales los valores de los momentos flectores y de sus derivadas se
obtiene

H=9375kN

La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 3

11,25 11,25

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.10 Hallar la ley de momentos flectores cortantes y axiles en la estructura que se

representa en la figura 1
A
\B

2F

&

ot
N\

1
I S S

a a a

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.10
Solucion

La estructura es intraslacional y puede descomponerse en vigas simples (figura 2)

‘2F
MA<A' A)MA
%// ;}//

B' B
My ) Mg
2 R
Fig. 2 descomposicion en vigas simples
El giro en 4 vale

A

16EI i 2El Son iguales
sm Mav2  Mgav?2 &
= +
A 3EI 6 EI

El giro en B vale:

(DAB :_MAa\/E_MBa\/E
? 6 El 3EI
s My 3a

DY)

Son iguales
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Igualando giros se obtiene el sistema de ecuaciones:

0,9714M , +0,2357M , =0,125F a
0,2357M , +1,9714M, =0
M,=01325Fa

=-0,0158 F a

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores.

0,1325 Fa 0,1325 Fa
0, 1325 Fa 0, 1325 Fa
SO Of
T
W
0,0158 Fa 0,3675 Fa QD 0,0158 Fa
A T T T T T T L LT LT LT NN
00158Fa® @OOISSFa

Fig. 3 Ley de momentos flectores

En la figura 4 se representa la ley de cortantes.

0,1049 F H:H 0,1049 F
O 1] 2

Fig. 4 Ley de cortantes

Del equilibrio del nudo 4 (fig. 5) se obtienen los axiles en A4’y AB

k
N, A

0,1049 F

\\Nz

Fig. 5 Equilibrio del nudo A

722
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Equilibrio del nudo 4
N, =11484F
N, =15191F

En la figura 6 se representa la ley de esfuerzos axiles.

1,1484 F

—| |—

1,5191 F 1,5191 F

X R

1
]

1,1484 F

Fig. 6 Ley de esfuerzos axiles

723
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Problema 11.11 Utilizando la descomposicion en vigas simples, determinar las leyes de
esfuerzos en la estructura de la figura 1.

p=20 kN/m
A m A’
” 45° 7
LBC:8 m
C
7
i 10m i 20 m i

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.11

Solucién

Dado que la estructura es simétrica, bastara con igualar giros en el punto B

20 kN/m 20 kN/m

Fig.2 Descomposicion en vigas simples.

Los giros en el punto B de cada barra valen:

w 20x10°  10M,

3 +
24E1  3EI
_20x20° | M, %20

BB _

b 24E1 2E]
M., x8

BC __ 3

@5 3E]

Igualando se obtiene:

2500 +10M, = —20000 +30 M, =8 M,
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que juntamente con M, +M, + M, =0, permite obtener los valores de los momentos
enB

M, =612,9kNm M, = 41129 kNm M, =-201,61kNm

Los esfuerzos cortantes se obtendran a partir del equilibrio de cada una de las barras
(figura 3)

20kNmM 41109 kNm 6129kNm 20 kN/m 612,9 kN m
) Nl E )
1 1 1 1
58,87 kKN 141,13 kKN 200 kN 200 kN
N;

’>{201,61 KNm
\25,2kN

N;/ \E,sz

Fig.3 Esfuerzos cortantes en barras

Para obtener los esfuerzos axiles, se realiza el equilibrio de fuerzas en el nudo B (figura
4):

e Suma de fuerzas horizontales igual a cero:

N

N, -N, Y2 4252Y= =0
2 2

e Suma de fuerzas verticales igual a cero

V2 V2

N, 7—%—141,13 +200 + 25,27 =0

Resolviendo se obtiene

N, =-376,71kN N, =-507,55kN

411,29 kN m 612,9 kNm

<$ - ‘ }
141,13 kN 200 kN N;
201,61 kNmS \2\5 2 kN

N2

Fig.4 Equilibrio de fuerzas en el nudo B
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Con los valores anteriores se pueden dibujar las leyes de esfuerzos (figuras 5,6 y 7)
612,9 612,9

411,29 411,29

294m S QD QD 0, 29%m
R AN

v
ot Jl Nt
A @ ZA
387,1

Fig.5 Ley de momentos flectores

200
141,13
58,87
It I Il
& TG T
v / v
7 q\§>\ A0 it (Ot 58.87
-
v <5
> 141,13 A
200
Fig.6 Ley de esfuerzos cortantes
376,71
2>
5T,

Fig.7 Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.12 Mediante la descomposicion en vigas simples, determinar las leyes de
esfuerzos de la estructura de la figura 1. Todas las piezas tienen la misma inercia.

p=15kN/m
A C4<F
B
7 Z
4m
D
2 _l

.
o
-

6m Sm

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.12
Solucion

En la figura 2 puede verse la descomposicion en vigas simples.

p=15kN/m p=15kN/m
Mg, Mpe
A B) B C
7 7 7 >
/7 \Mpp

sh

D

2

Fig.2 Descomposicion en vigas simples

El giro en B para cada una de las piezas vale:

6M,, +15><63
3EI 24EI]
s _ SMye _15x5°
! 3EI 24EI

AB
Pp =
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4M ,,
3E]

BD _
Qg =

Igualando giros:

M,, =—61,92kNm
M ;. = 53,56 kNm
M ,, =836kNm

A partir de los valores anteriores, se dibujan las leyes de esfuerzos (figura 3)

61,92

53,56

231 m QD (D) 1,79 m
T 1

5 s6 TR,
—~ @

23,92

2

Fig.3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.13 La estructura de la figura esta sometida a un incremento de
temperatura t. El modulo de elasticidad, la inercia y el coeficiente de dilatacion lineal
son las mismas en todas las barras. Hallar las leyes de esfuerzos.

B B' —
a/2
ﬂ l§ —e
NG5 A A' o'N
a/2
C C'

-
-
[ S
-

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.13

Solucion
Debido a la variacion térmica el punto A se desplazard hacia la derecha una cantidad
u,=aat

Separando el cuadrado de las piezas OA4 y O'A', se obtiene la deformada que se
representa en la figura 2

B

\

|
|
|
A

(
N

ot

DA I .

)
)
Q
-

Fig.2. Deformada debido a la variacion térmica
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(z

A' |———

Ple

(&

Fig.3. Descomposicion en vigas simples

Descomponiendo el cuadrado en vigas simples (figura 3) e igualando giros:

0% = Fa> Ma
B¢ — _
F
W6ET 2E1 Igualando: M --4
o = Ma 16
" 2EI

La flecha en 4 vale:

_Fd’ Ma 5Fd
48E] 8EI 384E]

3
ycomo O =—aat ,resulta:

Elat Elat
Foo70 20‘ ~1152 20‘
5 a a
M:7’2E1at

a

La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 4
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72D

72 [T 7.2
S e

21,6 k

),

VAR
—
A

72k HHHL@UHH\HHH\HH
()

Fig.4.Ley de momentos flectores

N
[\S]
~

731



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas 732

Problema 11.14 En la estructura de la figura 1, la barra BC tiene inercia infinita. La
inercia de las barras AB y CD vale 0,008 m*, siendo su moédulo de elasticidad
E =30GPa. En el punto B actua una fuerza horizontal F de valor desconocido.

Experimentalmente se ha podido medir el movimiento horizontal del punto B, siendo su
valor u, =2mm.

Hallar:
- Leyes de esfuerzos en las barras BAy CD
- Reacciones
- Valor de la fuerza F
- Giro en los puntos By C
2m
10 m
10 m
-~ A
2
‘ 6 m ‘ Sm ‘
Fig.1 Portico correspondiente al problema resuelto 11.14
Solucion

El producto E [ vale

EI=30G Pax0,008m"* =240.000 kN x m*

El centro de giro de la barra BC sera el punto O (figura 2)
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733

BB'=8,,=5
OB=14m
CC'=8.,=09583

Fig.2 Deformada de la estructura

De acuerdo con la figura 2 y recordando que la pieza BC es infinitamente rigida, los
giros ¢, y ¢ de los nudos B y C seran iguales y valdran:

00
@5 =%c 0B 14

Asimismo:

0, =@, + Ous :£+ﬁ=0,17145:o,1714x2x10—3 =0,3429x107
L, 14 10

Sep _ 5 09585
Ly 14 1118

O =¢c +

=0,15716 =0,1571x2x107° =0,3143x10°
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Por otro lado, el giro de una viga biapoyada de longitud L con un momento en un
extremo vale

g-ML
3EI

Es decir,

m=3Elyg
L

Por lo tanto

M,, = 3EL -0, =3X24ﬂx 0,3429x107° =24,7kN m
LAB
El
M, =2EL g, 23220000 31435107 = 19,185V m
Loy 1,18

Los cortantes en las piezas AB y CD valdran

M

0, =M _ 2% 5 471y
L, 10
M

0y = Lo I8y 0r v
Ly, 1118

Para obtener el valor de F se toma momentos de toda la estructura respecto al punto O:

@XF:QAB xa+QCD x OD
14F =247x24+1,72x24,6

Es decir:
F =726kN
Los giros en los puntos By C valdran

5 0,002
Py =Pc=0=—=

S =0,1429%107° rdn
14

En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las reacciones y las leyes de esfuerzos
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\9 AL

Fig.3 Ley de momentos flectores y reacciones

N

%}/: 2,47

Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes
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%}/; 5,73

Fig.5 Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.15 En la estructura de la figura 1 se produce un descenso de 2 cm. en su
extremo B sin giro.

Se pide:
1. Ley de momentos flectores.
2. Ley de esfuerzos cortantes.
3. Ley de esfuerzos axiles.
4.  Movimientos del punto C.

Se tomara EI =2x10*kN -m?.

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.15

Solucion

Un descenso de 2 cm en el apoyo B puede descomponerse en :

a) Un descenso de 1 cm. en ambos apoyos 4y B.
b) Un levantamiento de 1 cm. en 4 y un descenso en B.

El caso a) es simétrico y dbviamente no produce ninguin esfuerzo. El caso b) es antimétrico y
puede modelizarse como se indica en la figura 2 con un descenso de 1 cm. en el punto C. El
movimiento en direccion perpendicular a AC vale

_lcm

1)

=1,667cm
cosa

Este movimiento esta producido por una fuerza F de valor

F=Rcosa=0,6R
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Fig. 2 Movimientos y fuerzas en C

Dado que
Flacf  12sF .
= = — = 1667cm =1,667x10""m
3EI 3x2x10
Despejando F
F =8 kN

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores, cortantes y axiles.

Fig. 3 Leyes de esfuerzos. a) Momentos flectores. b) Esfuerzos cortantes. c) Esfuerzos axiles.
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Por lo que respecta a los movimientos del punto C, es claro que el movimiento vertical es
descendente y vale / cm. Por 1 oque respecta al giro, puede obtenerse a partir del a figura 2:

——\
¢C:_F(AC) — XD 6,005 rdn
2FE] 2x2x10
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Problema 11.16 Determinar la ley de momentos flectores en el marco triangular sometido al
momento M, que se representa en la figura 1. No se consideran las deformaciones de cortante
ni de axil. Todas las barras tienen una rigidez EI .

B

N
"~

>
4
=
9!

A\

-
N
R

L2 L2

Fig. I Marco triangular correspondiente al problema 11.16

Solucion
La estructura es intraslacional por lo cual puede descomponerse en vigas simples con apoyos

fijos. Ademas, por antimetria, el momento en B es nulo y el momento en el punto medio de AC
vale M, / 2 . Tgualando los giros en A4 (figura 2) se obtendra el valor del momento hiperestatico

Ma.

i
" Ma A D

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

El giro en 4 de AB y AD vale
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ML
3EI

AB
O, =

w _M,(L2) (M,/2)(L/2)

Y= —

3EI 6 EI

Igualando se obtiene

M

o

12

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y la deformada.

P, (D) M2

M,
2

Puntos de inflexion \

— e

Fig. 3 a) Ley de momentos flectores. b) Deformada
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Problema 11.17 En la estructura, cuya forma, dimensiones y cargas se indican en la figura 1
y en la que el producto EI de las barras horizontales vale 10° kN -m* y el EI de las barras
verticales 2x10° kN -m”>.

Se pide:
1. Ley de momentos flectores.

2. Giro relativo entre las secciones en contacto con la rotula A.
3. Movimiento relativo entre los puntos Ay F.

100 kN
B E
p=20 kN/m p=20kN/m |8 m
C F D 1l
50 kN 50 kN
2m 2m 2m 2m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.17

Solucion

La estructura es intraslacional y puede, por tanto, descomponerse en vigas simples con apoyos
fijos (figura 2). Por otro lado, el cortante en 4 vale S0kN , por lo que el momento en B valdra

M, =4x50=200 kN m
Se calculan los giros en C

BC 20x8’ 8M 200x 8 213,33 1,333M,. 13333
=— + +

Y¢ = To4E0n)  3ERD) 6EQD) El EI El

(DCC‘ :ﬂ_SMc
¢ EI  2EI
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50 kN 50 kN
200 kNm 200 kNm
/TN N
B N B'
N
p=20 kN/m p=20 kN/m
C
N
C$ §>CV

w( &

C
:
LY
7

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

'SOkN 'SOkN

Igualando:
M. =7125 kNm

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores:

200 200
Q) @
200 I i 200
=% an
— B
4.8 m
-+ 30,43
@ Q:D28,75 @
AT - s
() o\

71,25 71,25
kN xm

Fig. 3 Ley de momentos flectores

743
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El giro relativo entre las dos secciones de 4 valdra

B
lp.]= 2(603 v [ dsj = 2x(-100,83 - 400)% =-0,01 rdn
A

EI

Los puntos 4 y F se acercaran. Se obtendra el movimiento del punto 4 y posteriormente el de F.

3
v, (sentido descendente) = 52 Zj —@pyx4= 1 026]’67 + 40;}32 =0,0147m

v (sentido ascendente) = 0,00082 m

Por tanto el acercamiento entre 4 y F valdra

A, =0,0147+0,00082 =0,01552 metros
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& Problema 11.18 La estructura de la figura 1 estd compuesta por las siguientes piezas:

o Lasrectas AD y DC representan un tirante unico ADC.
e La pieza ABC es un perfil metalico IPE- 450 (I =33 740cm™)

e La pieza BD es infinitamente rigida, y sobre el punto D desliza libremente el tirante
ADC

La seccion del cable es tal que el momento flector en el punto B de la viga BC es la mitad del
que tendria si no hubiera cable.

Sobre la pieza ABC actua una carga normal a la pieza, uniformemente repartida y con sentido
descendente, de valor p =12 kN / m.

En un determinado momento de la vida de la estructura, y al comprobar que los cables se
encuentran en deficiente estado de conservacion, se decide colocar un apoyo en C y a
continuacion eliminar el cable ADC.

HALLAR:

o Ley final de momentos flectores en la estructura.
e Giro final del punto B (se supondra E = 210 GPa).

D

A/I\cjzm

Z

7
s

os]

c
N
-

6m 10 m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.18

Solucion

Si T es el esfuerzo axil en el tirante, el momento flector en B de la pieza BC vale (figura 2).

2
M, :—¥+Tx105ina = —600+1,9612T
T2
T T o T

Fig. 2 Incognita hiperestatica.

De cumplirse que
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600
Moo=
es decir:
T =153 kN

El efecto, en los momentos flectores de la estructura, del hecho de quitar los cables es
equivalente a colocar un apoyo en Cy una fuerza horizontal H en D de valor (ver figura 3)

H =T (cosa —cos B)=0,031897 T

H=Tcos aa—Tcos 3
/B D\(X T
A B C

@ - -

Fig. 3 Estructura sin cables

—

lo cual equivale a la estructura de la figura 4 con

M_gD =2H =2x0,031897F =9,76 kNm

9,76 kNm
A B C

“ 2 2

Fig. 4 Viga continua sin tirantes

Igualando giros en B se obtienen los valores de los momentos flectores en B.
My =61 kNm
M?BC =3,66 kNm

En la figura 5 puede verse representada la ley de momentos flectores.

303,6

)

0 Q)

kN xm

Fig. 5 Ley de momentos flectores
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El giro final del punto B valdra (positivo si antihorario):

_12x6° 303,6x6 4992

= - ~7,05x107° rdn
24E1 3E] EI

Dp
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Problema 11.19 La pieza de la figura 1 tiene todas sus barras de seccion constante con
EI =10*kN m* y coeficiente térmico a2 =10"*°C™". Se somete toda ella a un aumento de
temperatura de 60°C.

D C
4 m
A B

4m

Fig. 1 Marco correspondiente al problema 11.19

SE PIDE:

1. Ley de momentos flectores.
2. Reacciones en los apoyos.

Solucién

Por simetria, los cuatro vértices tendran giro nulo. En la figura 2 puede verse la deformada de la

estructura.
51 <

d=4at

~ s

Fig. 2 Deformada del marco

El desplazamiento ¢ valdra
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O=4at=4x10"*x60=240x10"*m

En la figura 3 se ha aislado la barra DC. Aparecen las incognitas hiperestaticas F'y M, las cuales
se obtendran imponiendo las siguientes condiciones:

- Giro en D nulo.
- Movimiento de D en direccion normal a DC igual a o .

TLT
SIEZ\ o

Fig. 3 Fuerza y momento en el punto D de la pieza DC

(Fﬁ

2 ]az
M a 0

= — + =
b 2EI EI
F2 I’
2 M a?
uD = = —_
3EI 2EI

Resolviendo el sistema:
F =63,64 kN
M =90 kNm

En la figura 4 puede verse representada la ley de momentos flectores

90 Q:D

90 90

e ) 90

),

kN x m
e
90 <|]>

90

()

@ %

Fig. 4 Ley de momentos flectores
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Problema 11.20 En el punto A de la estructura de la figura 1 tiene un descenso de apoyo de

valor & . Considérese también un incremento térmico de valor t en todas las barras. Se desea
hallar la ley de momentos flectores.

-
-

-

-

2m 4 m 3m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.20

Solucién

Se toma como incognita hiperestatica el axil en BC.

Fig. 2 Movimientos de los nudos

a) Descenso de apoyo en A

La proyeccion sobre BC de los movimientos fotales en B debe ser igual a A, (figura 2)
De esta forma, la ecuacion de compatibilidad se escribe

osina—A,cos2a=A,
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Por otro lado, separando las piezas AB, BC 'y CD (figura 3) se tiene:

F,=Ncos2a

"

C

P

NT

Fig. 3 Fuerzas en las distintas barras

Por otro lado:

3
- F-L, _ NcosZa-(\/20) =17,89l
3EI 3EI EI
5
5 :uzloo,&ﬂ
3EI EI

Introduciendo estos valores en la ecuacion de compatibilidad

O-sina — 17,89£0052a = 100,62£
El El

Es decir:

N =0,004016 EI 6
b) Variacion térmica

Los alargamientos de cada barra debido a la temperatura valen
O p=aLl,t=,20at
Opc =Ly t=4/20at

Ocp =L pt= 45t
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Fig. 4 Movimientos de los nudos

En el punto B de la barra 4B (figura 4) se producird ademas un desplazamiento
perpendicular a AB y de valor A, .
La ecuacion de compatibilidad se escribe:

A, —[5AB cos(%—2aj—A1 cos2a} =0pc

Si N es el esfuerzo axil en la barra BC (esfuerzo de compresion) se tendré (figura 5)

F,=Ncos2a

NT

Fig. 5 Fuerzas en las barras

Por otro lado:
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F L
= L1—dB —1789N

1 b

3EI EI
N[

, =P 100,62ﬁ

3EI EI

Introduciendo estos valores en la ecuacion de compatibilidad

100,62%—[\/20 atsin2a —17,89%00520{} —J20at

Es decir:

N=0,0723 a t EI

Conocidos los valores de N es inmediato dibujar las leyes de momentos flectores.

753
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Problema 11.21 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1.

C

- —e
2m

-

6 m
4m EI = constante
a= 26,565°
-—— —e

| | i |

2m 4m 3m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.21

Solucién

Se aisla la barra BC (figura 2).

/

N1 Q]

Fig. 2 Barra BC aislada

e Tomando momentos respecto a B:

4,4720, =4p- = 0,=056p

0 =056p

[NSRINN

e Equilibrio en la linea de accion BC
N, -N,-4psma=0 = N, -N,=L79p

Las barras AB y CD estaran sometidas a las fuerzas indicadas en la figura 3:
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;/
B N1 B F
\

A A
7 7

Nlw}

Fig. 3 Fuerzas en las barras inclinadas

F =-N,cos2a+0sin2a =-0,6 N, +0,447 p

Es preciso establecer una relacion entre el desplazamiento de C 'y el desplazamiento de
B. Se puede proceder de dos formas.

a) Por la inextensibilidad de BC se tendra (fig.4)

Agycos2a=A,

0,6A, =A,

Fig. 4 Desplazamientos de By C

b) Utilizando el centro de rotacion de la barra BC (figura 5)

A, =L,,0
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A.=L,. 0
y por tanto, como & es el mismo

0,6A, =A,

Fig. 5 Centro de rotacion de la barra BC

o Enlabarra 4B el desplazamiento en B vale

FL -0,6 N, +0,447 p)89,44
5= AB :( > 1+, p) > :L(_17’89N1+13,33p)
3EI 3EI EI

e Enlabarra CD el desplazamiento en C vale

_ N, L, 100,62N,

¢ 3EI EI

ycomo 0,6A,=A. = 10,734N,+100,6 N, =8p
El sistema de ecuaciones sera

N, -N,=179p

10,734 N, +100,6 N, =8 p
que resuelto proporciona los valoresde N, y N,

N, =1,69p
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N,=-0l1p
El valor de la figura F que actua en B de la barra 4B vale
F=-0,6N,+0,447 p =-0,567 p

Las leyes de momentos pueden verse representadas en la figura 6

Fig. 6 Ley de momentos flectores
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Problema 11.22 En la estructura representada en la figura 1 la pieza BD representa un
tirante. Se pide determinar la ley de momentos flectores.

EI = constante 8m
A E
vz V7
' 10 m ! 5Sm '
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.22
Solucion
Se separan las piezas BC'y CD (figura 2)
p p
C H H C
\Zi
v
H B D H
—— e —

Fig. 2 Fuerzas en las piezas BC 'y CD

Tomando momentos respecto a B del conjunto BCD se determina V;

152
—p7+15V3:0 = V3:7,5p
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y por equilibrio:
h=75p
e Por equilibrio de cada una de las barras:
V,=10p-V,=25p
V,=5p+V,=75p (comprobacion)
e Tomando momentos respecto a B en la barra BC

2
IOVZ—%p+5H=O = H=5p

e Se comprueba el valor de H tomando momentos respecto a D en la barra CD

2

V25+5?p—5H:0 = H=5p = (comprobacio’n)

En los pilares AB y DE se tendran las fuerzas que se indican en la figura 3

V1 V3
T ! wu T |
B D
A E
7 7

Fig. 3 Fuerzas en los pilares

El movimiento de B de la barra 4B valdra

(H-T1)8°

’ 3EI

>

El movimiento en D de la barra DE valdra

(H-T1)8°
3EI

Sd

El alejamiento de B respecto a D vale

759
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(H-T1)8° H-T

S, =2 =34133——
b 3EI EI

El alejamiento de B respecto a D en el tirante vale

Tx15
Ew

5BD =

Igualando:

34133y gy 15T
EI Ew

Es decir:

34133H H B 5
1 1+0,0439451/w 1+0,0439451/a)p
w

T =

341,33 +15

A partir de este valor se pueden hallar las leyes de momentos flectores.

Para obtener las leyes de cortantes y axiles, obsérvese la figura 4. A partir de dicha figura y por
equilibrio se obtiene

“=V,cosa+Hsina=4472p
=V, cosa-Hsina=4472p
N =V,sina—Hcosa =-3354p
N} =V;sina+Hcosa =7.826p
P =(H-V,)cos45=1,77p

(H+V,)cos45=53p
(V, —H)cos45=1,77p
(V, + H)cos45 =884 p

NCD
NCD

Fig. 4 Cortantes y axiles en las barras inclinadas
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Fig. 5 Ley de Momentos flectores

1,77p
%
W
4.472p 4472p
R
%
1,77 p
—= ===
H-T 7 77 H-T
53p

X{ 8.84p

| -—

Il
]

—{ 7.826p

—

j
n

75p 7 75p

Fig. 6 Leyes de cortantes y axiles
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Problema 11.23 Determinar las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes, asi como
el movimiento del punto A en la estructura que se representa en la figura 1.

N
N

!
|
-

B B'
7% =

-

I

*

-

9m 3m 9m

Fig. 1 estructura correspondiente al problema resuelto 11.23

Solucion
La reaccion horizontal en B es nula, mientras que las reacciones verticales valen
V,=V,=F/2

Por lo tanto, el cuadrado CDC’A4 , considerado de forma aislada, estara sometido a las fuerzas y
momentos que se indican en la figura 2. Dicho cuadrado puede descomponerse en su parte
antimétrica y en su parte simétrica (figura 2).

‘ F/2 t F/2

45F 45F 45F
tF/2 F/Zt tF/Z

r S

Fig.2 Simetria y antisimetria

4,5 F<
F/Z‘

e Andalisis de la parte antisimétrica

Por simetria respecto a un eje vertical que pasa por 4 y D el giro en 4 y en D es nulo.
Por antimetria respecto a un eje horizontal que pasa por C y C’ sucede que el
movimiento horizontal de C respecto a C’ es nulo, por lo que también seran nulos los
movimientos verticales de 4 y D. Por lo tanto, las cuatro barras se comportaran de la
misma forma. Eligiendo una cualquiera de ellas, por ejemplo la CD, se tendra el
esquema de calculo que se indica en la figura 3.
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a) b) /4

—~—

1,125 F

225F
— H
5

Fig. 3 Comportamiento de la viga CD

2,25F
N
.

Por equilibrio de momentos se obtiene H =1,375F

o Analisis de la parte simétrica
Por simetria respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical los giros en cada
uno de los vértices seran nulos. Ademas, el movimiento vertical de 4 y D sera igual al
movimiento horizontal de C y C’ (ver figura 4 a)). Al igual que antes, el

comportamiento de cada una de las cuatro barras sera el mismo. En la figura 4 b) puede
verse el comportamiento de CD.

a) b)

- 5

z C

‘m ‘ P4

Fig4 a) Deformada. b) Barra CD

Por equilibrio de momentos, M'=0,375F

En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores, cortantes y
axiles.
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N

ANARIRRRNNARNNARRNARRNARN
iy o

Fig5 Ley de momentos flectores y de esfuerzos cortantes

A partir de los resultados anteriores se obtiene el desplazamiento vertical del punto 4.

144 F
0, =—— (descendente)
EI
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Problema 11.24 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1

‘3 pa
B C .
2a
A D
| j |
a

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.24

Solucion

La estructura es intraslacional y simétrica respecto a un eje vertical.
Se descompone la estructura en vigas simples (figura 2).

3
M ‘pa

1 M]
(%}-B 3 )
BC
M, ’ M 7T M,

cD
¢c

CD
¢p

Fig. 2 Descomposicion en vigas simples

Se calculan los giros:



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas

766

BC:3pa(3a)2_M1'3a:£p_a3_§w
¢ 16 EI 2EI 16 EI 2 EI |_
CD:M12a+MZ2a

$c 3EI  6EI

Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuacion

2,1667 M, +0,3333 M, =1,6875 pa’

be M,-2a M,2a
Op =~ -
6 El 3EI
3 Igualando:
o __pBa)  M,3a
P 24EI  2EI
0,333M, +2,1667M, = 1,125pa2
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
M, =0,716 pa’
M, =042 pa’
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores.
0,716 pa? 0,716 pa?
W, W)
0,716 pa? 0,716 pa?
@
7]
67 1,534 pa2
0,705 pa’
T,
0,42 pa’ 0,42 pa?
<|D 0,42 pa?

0,42 pa? <|D

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.25 En la estructura hexagonal (regular) que se representa en la figura I,
determinar el valor del momento flector en el punto A.

A

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.25

Solucién

La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical. Cortando por
ambos ejes, la estructura se reduce a la dibujada en la figura 2

o

| e
a
e

Fig. 2 Estructura descompuesta y ejes locales

Las leyes de momentos flectores se escribe:
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El momento hiperestatico M se determinard imponiendo la condicion de que el giro en 4 sea
cero:

O
A) A)
—0=|M,| =+ (M, | =
P ! N Er ! N EI
A
es decir,

M =— pa
367
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Problema 11.26 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1.

‘F—pa\ﬁ

D<) pC

V
B

p

Fig. .1 Estructura correspondiente al problema 11.26
Solucion
Se estudiaran diversas alternativas de solucion
a) Utilizando las formulas de Navier-Bresse
Al ser la estructura simétrica respecto a un eje vertical, los giros de 4 y B son nulos. Por
tanto, se corta por 4 y B quedando la media estructura indicada en la figura 2. Las

incognitas hiperestaticas H y M se obtendran de imponer las dos condiciones:

- Movimiento horizontal de B igual a cero
- Giro de B igual a cero

Fig. 2 Division de la estructura y ejes locales
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Las leyes de momentos flectores se escriben:

2
M, =-p [(a_s)§°S45] +M + H(a—s)cos45

Mf‘c =pacos45(£—sjcos45+H(Za—s)cos45 +M
JlA4 2

El movimiento horizontal del punto B se escribe

C C

T !M_,, (a—s)cos45 % + !Mf (2a—s)cos 45 % =

B A

=(1,33333a’H +1,41421a°M —0,0147314a*p)/ El =0

El giro de B vale
a Cd a Cd

oy =[M,| S+ [M,| = =(141424"H +2aM —0,0833333a’ p)/ EI =0
VU EL | E

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

H =-0,1326 pa
M =0,1354 pa’

b) Descomposicion en vigas simples
La deformada de la pieza sera aproximadamente la que se representa en la figura 3.

Dado que la estructura no descansa en ningin apoyo fijo, puede imponerse que el
desplazamiento o del punto 4 sea igual al desplazamiento del punto B.

k

p

Fig. 3 Deformada a estima
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Cortando por los puntos A, D y B aparecen las dos vigas de la figura 4 que también
pueden verse en la figura 5.

H

-
NII\)\I

D
W
=
)

D\——

Fig. 5 Piezas AD y BD
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Las incognitas hiperestaticas M y H se obtendra de igualar el desplazamiento y el giro
en el punto D.

- Pieza AD:

2 2
52 = -
3EI 2EI
Hﬂ—i-pa a’
2 2 Ma
0 =— +
2EI EI
- Pieza BD:
25N e
sS4 = — _Ma"  pa
3EI 2EI 16EI
Hg_ﬂ 2
0= 2 2 _Ma pa’
2EI El 12EI

Igualando el movimiento y el giro:

6 6 16

H\/Eas __H\/Ea3_pa4

2 3

P oma=-2C
2 12

Es decir,

H =-0,1326 pa
M =0,2083 pa’

En la figura 6 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores.
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%

0,2083 pa” @
|
|
|

0,198 pa’

Fig. 6 Ley de momentos flectores.
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Problema 11.27 Dado el marco de la figura 1 con las fuerzas que se indican, se pide
determinar la ley de momentos flectores.
y

D C

/| a |

Fig. 1 Marco correspondiente al problema 11.27

Solucion

La estructura es simétrica respecto a los ejes AC 'y BD por lo cual el giro es nulo en los cuatro
vértices. En la figura 2 se ha aislado la barra AB. La incdgnita hiperestatica M se obtendra al

imponer que el giro en B sea nulo.

F2
N
VA B
M
Fig. 2 Pieza AB
FA2),
2 2 Ma
¢y =0= -
2FEI EI

es decir,

2

M:?aF:O,1768 alF

En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores
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0,1768 aF

0,1768 aF Q:D

7.711110,1768 aF
— 7\
N\ - =
e R
01768 affp— (1)
<|D 10,1768 aF
™\
7\ —/
& ~
0,1768 aF |[[I!T]] 0,17%8 aF
@
0,1768 aF

Fig. 3 Ley de momentos flectores

775
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Problema 11.28 La estructura de la figura 1 estd sometida a las cargas indicadas. Utilizando
el teorema de Castigliano, hallar y dibujar:

e Reacciones

o Ley de momentos flectores

o Ley de esfuerzos cortantes

N
-
-

2m 4 m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.28

Solucion

Se tomara como incognita hiperestatica la reaccion vertical en A. Dicha reaccion se obtendra al
imponer la nulidad del desplazamiento vertical en A. En la figura 2 pueden verse los ejes locales
adoptados.

Fig.2 Ejes locales

Las leyes de momentos flectores se escriben:

M ‘ﬁzR(4—scosa)

’
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_12

Mf‘g=R(6—scos,B) 5 (4—Ssinﬁ)2

Y derivando con respecto a R

oM |’
: =4—scosa
OR
8M.‘C
7B
————=6-s5cC08
OR P

El movimiento vertical del punto A debe ser cero. Utilizando el teorema de Castigliano

4,472 oM ‘B ds P 6M.‘C d 1
B fl4a as c 718 as
v, = [Mm, [P —H22 |§ —2=—=—(137,146 R~ 787,096) = 0
! ! oI oR EI s R El El )

0
R =574kN

En las figuras 3 y 4 se representan las leyes de momentos flectores y de esfuerzos cortantes.

Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes
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Problema 11.29 En el portico de la figura 1, hallar las leyes de momentos flectores, esfuerzos
cortantes y esfuerzos axiles.

B A
—— o
a p
C D
7z
%

Fig. I Portico correspondiente al problema 11.29

Solucion

El portico es una vez hiperestatico. Se toma como incognita hiperestatica el axil en AD (figura
2)

B A

)
ap/2
b

I

Fig. 2 Incognita hiperestatica y ejes locales

C
777

Las leyes de momentos se escriben

Mf‘iz V(a—x)

Mf‘c =Va—%(a—x)

B

El movimiento vertical de 4 vale:
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¢ B dx | c dc a ( ap 4V
VA :v([Mf‘A (a_x)E+-([M-f‘BaE:E(_T+Tj

Es decir,
V—ia =0,1875a
16 p=Y, p

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

0,1875 pa?

0

s
0,1875 pa?

~

:@ 0,125 pa2

Vi

Momentos flectores

m; 0,1875 pa

0,5 —
pa ==

==
77 05 pa %> 05p
Esfuerzos cortantes
0,5 pa
] ‘D‘ i
il

INNNnNnnnnmnnm
) -
~{-

|
§>

0,1875 pa 7
P Esfuerzos axiles 0,1875 pa

Fig. 3 Leyes de esfuerzos
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Problema 11.30 Determinar las leyes de esfuerzos en el portico que se representa en la fig. 1.

F

—e

2F

T2
7

-
-

Fig. I Estructura correspondiente al problema resuelto 11.30

Solucién

La estructura es dos veces hiperestatica. Se tomardn como incognitas hiperestaticas las
reacciones verticales en los apoyos deslizantes. Mediante las ecuaciones de Navier-Bresse se
obtendran los movimientos verticales en dichos apoyos y se impondra la condicion de que sean
nulos.

En la figura 2 pueden verse los ejes locales adoptados asi como las reacciones
hiperestaticas.

X
FC X, A
)
R S—
x:\l XZ
2F X, B
D
)
et
~
el
E
ez

Fig. 2 Reacciones y ejes locales

Las leyes de momentos flectores se escriben:
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M, (=R (a—x)
M, g:Rla—F(a—xl)

M, 5= R, (a-x)

M,|?=(R +R,)a-F(2a-x)-2F(a-x)=(R +R,)a—F(4a-3x,)

Utilizando las formulas de Navier-Bresse, los movimientos verticales de 4 y B se escribiran
respectivamente

r c dx, ¢ o dv, 7 b dx,
Y :J.Mf‘A (Cl_xl)—zEI+J'Mf‘CaE+J-Mf‘EaE
C E

—BM ‘B(_ )dxl +DM ‘D dx,
vB—J. rlpla=x) }!; 9

Es decir:

I d. T d.
v, =IR1 (a—x1)2%+“Rla—F(a—xl)]a%—i-

o

T d
# (R + R )a=F(4a=3x a2t =0

o

I d. I d.
Vg :ij (a—x1)221]+“(R1 +R2)a—F(4a—3xl)]a%:O

o

Lo cual conduce al sistema de ecuaciones.

2R1 +R, =3F

6

R+1R =2F
6 2

Resolviendo el sistema:
R, =0,6545F

R, =1,5818 F
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A partir de los valores de las reacciones, en la figura 3 se dibujan las leyes de momentos
flectores.

0,6545 aF

0,654,5’_21: & <|:D

=

VAR
—
A

12 F
0,3455 aF — 36} .

N1 T

1,7637 aF

Fig. 3 Leyes de momentos flectores
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Problema 11.31 En la estructura, cuya forma, dimensiones y cargas se indican en la figura 1

y en la que todas las barras son de seccién constante con EI =10° kN m”.
Se pide:
Corrimiento horizontal y giro del nudo A.

20 kN/m // /A
/ im

100 kN /
B B, —
4m
C C' — e

4m 4m

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.31

Solucién

La estructura es simétrica de forma pero no de cargas. Por lo tanto puede ser descompuesta en
un estado simétrico y uno antimétrico. Para el estado simétrico el punto 4 no experimenta giro
ni desplazamiento horizontal, por lo cual puede prescindirse de €l a los efectos que interesan (no
asi para la determinacion de las leyes de esfuerzos).

En la figura 2 puede verse el estado antimétrico asi como los ejes locales elegidos.

10 kN/m /A\\ 10 kN/m 10 kN/m
/1 N
/ N

SOKN 1/ N 50 kN S0kN

B B' B \z a=45°

7

‘VA=78,28 kN

e
C C' CIS

7 2

Fig. 2 Estado antimétrico y ejes locales
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El movimiento horizontal del punto 4 puede obtenerse de forma indistinta utilizando el teorema
de la fuerza unidad, el teorema de Castigliano (ver Capitulo 7), las formulas de Navier-Bresse o
la descomposicion en vigas simples. Se seguiran los dos Gltimos métodos:

a) Movimiento horizontal y giro de A utilizando las formulas de Navier-Bresse.

Las leyes de momentos flectores se escriben:

2 2
M: 78,28(4—scos45)—5m

B
M'/"A :VA(4_SCOS(Z)_10 2cosa cos45

Mf‘g=50s

El movimiento horizontal de 4 se escribe

B C

C

B
. ds ds 3855
U, =@ x8— M, \4-ssina)——-|M,| 8-5)—=- -
14 @c ;'; 7 ( )E] .1[ 7 ( ) c El
A B
El movimiento vertical de 4 es nulo
ol ds ¢ | ad 33217
s s I
u,, =4¢. +:[Mf (4_SCOSQ)E+;£M'/ E=4gpc + 7l =0
A B
De la segunda ecuacion se obtiene
830,43
@, =————=-0,0083043 rdn
EI
Sustituyendo en u,
0, = 8x 830,43 -3 855 _ 2 788,44 —0,0278844 m
EI
El giro en 4 se escribe
0o Pas ¢ T ds -83043+10723
s s -
=@ . +|M,| —+|M,| —= . - =0,0024187 radianes
a = e ! fAE1£ '\, EI EI

b) Movimiento horizontal y giro de A mediante la descomposicion en vigas simples.

Si u,, es el movimiento horizontal de 4, el movimiento horizontal de B valdra también
u, , (figura 3). Asimismo, el momento flector en B vale: M ;; =50x4 =200kN m . Se

descompone la mitad del portico antimétrico en dos vigas simples con los apoyos no
fijos (ver figura 3) y se igualan los giros en B.
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Fig. 3 Deformada de la mitad del portico antimétrico y descomposicion en vigas simples

0" _ M (Mpx4 wy, 266,67
4 3EI 4 El

5 3EI 24EI

o e o3)e)

Igualando giros se obtiene:

_278844 0,0278844 m

Uy

El giro en A4 valdra

p M4V (l0v2/2)(av2)

=0,0024187 radianes
6 El 24 El
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Problema 11.32 En el hexdagono regular de lado a que se representa en la figura I,
hallar y dibujar las leyes de momentos flectores y las de esfuerzos cortantes.

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.32
Solucion

La estructura tiene simetria respecto a un eje horizontal y respecto a un eje
vertical. Cortando la estructura por dichos ejes de simetria, queda la estructura reducida
de la figura 2

Fig. 2. Estructura después de realizados los cortes

La incognita M se obtendra imponiendo la condiciéon de giro nulo en el punto C. La ley
de momentos flectores se escribe

C=m
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Mf‘ﬁ =§(a—x1)cos30—M

Con lo cual, el giro en C valdra

a2 d [ F d 3Ma Fad’
o :0:'[0 (_M)E_)?+-[0 {?(a—xl)cos30—M} E);l =— 2E;Z+4§Icos30:0

O sea:
M =0,144F a

En las figuras 3 y 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y
esfuerzos cortantes.

0,144 Fa @ @ 0,144 Fa

0,144 Fa 0,144 Fa
@ )
0,289 Fa 0,289 Fa
/7~ ] 7 |
— = ———
0,289 Fa 0,289 Fa
V) @
0,144 Fa ® @ 0,144 Fa

0,144 Fa @ @ 0,144 Fa

Fig.3. Ley de momentos flectores

Fig. 4. Ley de esfuerzos cortantes
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Problema 11.33 Aplicando las expresiones de Navier-Bresse, hallar la ley de
momentos flectores del portico representado en la figura 1.

L2

L

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.33

Solucién

La estructura es una vez hiperestatica. Se tomard como incognita hiperestdtica la
reaccion horizontal en D.

X1
\

Fig.2 Reacciones y ejes locales.
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Por equilibrio:

pL H
T
L H

VA :p_+_
2 2

Las leyes de momentos flectores se escriben:

M/.ﬁz—Hx1
2 2
c X, pL H X,
Mf B ——HL+VA.X1—pT——HL'F(T'F?jxl—p?
L
Mf?:—H(E—xlj

Utilizando las ecuaciones de Navier-Bresse se calcula el movimiento horizontal de D, el
cual, por compatibilidad, debe ser nulo

dx, L cLdx L2 o[ L dx,
SRR R S AR s
_ L U(HL pL')_
P TEI 2 24

El giro en 4 se obtendrd de imponer la condicion de desplazamiento vertical nulo en D

alxl )dx1

u2D=u2A+(0AL+IOLMf‘ﬁ j M/‘ [+O 0

Y teniendo presente que u,, =0, de la anterior expresion se obtiene:

pL +£HL2
24E1 12 EI

Q==

Por lo que, sustituyendo el valor de ¢, en la expresion de u,,, se tendra:

2 EI

B —pL3+£HL2 L 1 HL3_pL4
2dE] 12 EI
Es decir:

3
H=—plL
46p

Con lo cual, las reacciones valdran:
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En la figura 3 se representa la ley de momentos flectores

EREIING )

T
0

0,077 pL

5

Fig.3 Ley de momentos flectores.

790
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Problema 11.34 En la estructura que se representa en la figura 1, el punto O' sufre un
descenso de apoyo de valor 6 . Determinar las leyes de momentos flectores

Zzz
7
———
(o2}
o

-
-
D
R

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.34

Solucion

La estructura es simétrica de forma respecto a un eje vertical y respecto a un eje
horizontal, pero no de carga. Se descompone la estructura en dos estados de carga:

e Estado simétrico, consistente en un descenso de apoyo de valor &/2 en los
apoyos O y O'. Este estado de carga no produce esfuerzos.

e Estado antimétrico, consistente en una elevacion /2 del apoyo O y en un
descenso &/2 del apoyo O'. Para este estado de carga se puede considerar

unicamente la mitad de la estructura (por ejemplo, la mitad izquierda) tal
como se representa en la figura 2.

52
Yo A

E
S
7
i | L
a a/2

Fig.2 Descomposicion de la estructura antimétrica.

Asimismo, en la mencionada estructura antimétrica, puede suponerse que el punto O
permanece fijo, mientras que los puntos D y E descienden &/2. Ademas, las reacciones



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas 792

verticales en D y E son iguales, debido a que la estructura es antimétrica respecto a un
eje horizontal (figura 3)

Zz
©)
>

Fig.3 Transformacion de la estructura antimétrica.

Es evidente que si se conoce F pueden hallarse las leyes de esfuerzos. Para ello, es
preciso imponer la condicion que el desplazamiento vertical de D (o de E') valga &/2.
Es decir:

6,=6/2=v,+9, -%H)AD

siendo:

v, : Desplazamiento vertical del punto 4 (positivo si descendente)

@, : Giro del punto 4 (positivo si horario)

v,p: Desplazamiento relativo del punto D respecto al punto A (positivo si
descendente)

El valor de v, puede obtenerse a partir de la figura 4:

o _2Fa3+aF-a2 _ZFa3
4 3EI  2EI 6 EI
_2Fa’ aF-a 2Fa’

= +
2E1 El El

?y

Zgz
o
<—;>
N/
=2

-
-

a

Fig.4 Barra OA
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El valor v, se obtiene a partir de la figura 5

al2
-
g
DN
S
A
7z
! a/2 '
Fig.5 Subestructura ABD

Mf‘l: =—F
Es decir:
al2 al2 3 3 3
F F F
UAD:_J‘Mfg(ﬁ_Sjﬂ_ M, fiﬂﬂ: a  fa _[ra
0 2 EI 2FE] 24E] 8EI 6FE]

Y sustituyendo:

3 2 3 3
7Fa Jr2Fa a Fa —2667Fa

6,=6/2=— — =2,

6 EI EI 2 6FI EI
Es decir,
F:0,2145€]

a

En la figura 6 se representan las leyes de momentos flectores en funciéon de F.
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3aF
aF/2 (I:D aF
aF/2 m aF/2
QD = % <|D H aF/2
A ! ]
\ mis . e85 :
E= %Q Il
aF/2 B (D) /: N <|D
aF/2 aF/2

oF <|D aF/2

Fig.6 Leyes de momentos flectores
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Problema 11.35 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las
leyes de momentos flectores

F=30kN

2m

3m

12m
Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.35

Solucién

La estructura es antimétrica respecto a un eje vertical. Admite, por tanto, la
descomposicion que se indica en la figura 2

Fig.2 Estructura descompuesta

El valor de R se obtendrd imponiendo la condicion que el desplazamiento vertical de C
es nulo.

Las leyes de momentos flectores se escriben:

Mf‘ng(6—scosa)—15(2—ssina)
M, |5=6R-15(5-5)

El movimiento vertical de C se escribe

6/cosa

Ve = jM ‘C(6—scosa)£+iM ‘B-6£—0
c 0 7B El' ) 714

EI
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Es decir R =7,25kN

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores

Fig.3 Leyes de momentos flectores
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Problema 11.36 En la estructura que se representa en la figura 1, la barra DC sufre un
incremento térmico de valor t. Hallar las leyes de momentos flectores

B C .
t a
A D
7 772
i )
a

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.36

Solucion
La estructura se descompone en su parte simétrica y en su parte antimétrica (figura 2)
t t t t
t = — — -—= —
2 > T 3 2
7 77 7 77 77 7
Simétrico Antisimétrico

Fig.2 Descomposicion en simétrico y antimétrico

La estructura simétrica no tiene esfuerzos. De la antimétrica se considera inicamente la

mitad (figura 3)
B 0 B | ’ 0

N

et
L

a’2

Fig.3 Estructura antimétrica



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas

798

Las leyes de momentos flectores se escriben:

il =r(5

El movimiento total vertical del punto O debe ser nulo

al2

ds ¢ d t Fa’®
v, :—aa£+ IMf g(ﬁ—sj—S+IMf ig_s:_aa +l ¢ -
2 9 2 EIl 2FEI 2 24 EI
Es decir:
F=17143% 21
a
En la figura 4 se representan las leyes de momentos flectores
tEl
0,8571 =
W
o
\yU/‘
0,8571 “taEI
o — R
7 7
0,8571 LLEL 0,8571 LLEL

a

Fig.4 Leyes de momentos flectores

a
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Problema 11.37 Determinar las leyes de esfuerzos en el portico que se representa en la

figura 1
A B .
2
2m
20 kN
CO - —o
4 m
D
4 -
! 10 m i
Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.37
Solucion

Se resolvera utilizando dos procedimientos:
e Primer procedimiento

La estructura se corta por el punto C y se descomponen+ en dos, tal como indica la
figura 2

Fig.2 Descomposicion en dos subestructuras

Obviamente, para determinar el valor de F, y F, hay que imponer la condicién de
igualdad de desplazamiento horizontal en C



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas 800

Subestructura I (figura 3):

‘ B
’A () T
s | F,
C e e
S

Fig.3 Subestructura I

Para hallar el movimiento horizontal en C se hallan los momentos flectores y sus
derivadas:

M, |} =-02Fs
Mf‘zca =—(2-s)F,

=-0,25
£
oM |
f‘B :—(2—S)
OF,

El movimiento horizontal de C se escribe

10 oM ,|° 2 oM | F
uC:L J'Mf‘i f‘AderjMfg 12 gs | =161
ET|s O0F, 0 0F, El

Subestructura I1:

El movimiento horizontal de C vale

I OL.L AP i
¢ 3EI TTEI

Igualando ambos movimientos:
16 F, =21,33F,

y teniendo ademas en cuenta que
F+F =20

se obtiene

F, =11,43kN F, =857kN
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e Segundo procedimiento

Se corta la estructura original por el punto B, quedando las vigas AB y BCD (fig.4).

A

2

z) (.

20 kN

N
\E

Fig.4 Descomposicion en vigas simples
La incognita hiperestatica M se obtendra de igualar el giro en B

10M
AB —_

s 3E]
w_ 6M 21333

5T FEI  EI

Es decir: M =22,86 kN m

En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores

22,86
Q)
m 2286
- =
N
g
—
—
7 3428

Fig.5 Ley de momentos flectores
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Problema 11.38 El marco de la figura 1 es un cuadrado de lado L y en el que se
coloca un tirante en la diagonal AB. El modulo de elasticidad es el mismo para toda la

estructura, mientras que la inercia vale 1 para las piezas rigidas, y la seccion del
tirante vale @ . Hallar el esfuerzo axil T que soporta el tirante

B
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.38

Solucién

Si debido a la doble simetria, horizontal y vertical, se aisla la barra AC se obtiene el
esquema estatico representado en la figura 2

T/2

PR

i

A F2

tT/Z

Fig.2 Barra AC

Por simetria, M, =M, =M

Por equilibrio:
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FLV2 T12
2 2

Es decir:

M=(F—T)¥

La ley de momentos flectores en la barra AC se escribe

Mo=—m-L ( —s)£ + L (L—s)ﬁzM(l—ﬁj

/ 2 2 2 2 L

El alejamiento, en direccion vertical, de los puntos 4 y C vale:

V,c :jM_f (L—S)Qﬁ

0

2 3
:MQL_:(F_T) L
2 EI 12 E1 48E 1

Por lo tanto, el alejamiento entre los puntos A y B de la estructura original vale:

)&
24E1

Ay=20,.=(F-T)

Este alejamiento debe igualarse al alargamiento del tirante, es decir

L TLV2
24E1  Eo

(F-T)

De donde se obtiene el valor de T

T F

14242

1
ol’
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Problema 11.39 En el portico que se representa en la figura 1, se desea saber el valor de las
leyes de esfuerzos.
E

— F=100 kN .

Na
Q

-
-
-
-

2m 4 m 2m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.39
Solucion

El portico se descompone tal como se indica en la figura 2

E
——
50 kN
75 th
D
50 kN
Al <a—o
75 kN
75 kN 150 kNm t75 kN
50 kN

B o)
A @_ - 50 kN
C 7
7

Fig.2 Descomposicion del portico original
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La unica incognita hiperestatica es la reaccion vertical en el punto O (figura 3)

75 kN

150 kNm €2
B

50 KN \_ A e

]
q_)N
C
T

Fig.3 Sistema de ejes e incognita hiperestdtica.

Las leyes de momentos flectores se escriben

M,|i=R(2-s)
M ,|5=2R-50 (1-5)-150

El movimiento vertical de O debe ser nulo:
2 1

Elvy=[ M, |3 (2-s)ds+[M,|§ -2ds:§R+4R—350:0
0 0

R=52,5kN

Conocido este valor pueden obtenerse las leyes de esfuerzos.
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Problema 11.40 EI portico de la figura 1 es de seccion rectangular de 30 cm de ancho y 60
em de canto. Su médulo de elasticidad vale E =2x10* MPa . Entre A y D hay un tirante de

acero de 2 cm’ de seccién y 2,1x10° MPa de médulo de elasticidad cuya longitud se puede
variar dando una tension previa al tirante.

Entre B y C actita una sobrecarga uniforme de valor 15 kN / m . Antes de aplicar la carga se da
una tension previa al tirante, de un valor tal que al actuar la sobrecarga, la distancia AD

vuelva a ser 16 metros.

15 kN/m

8m

>
w)

A\

-
-
e
-

6m 4 m 6m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.40

SE PIDE:

1. Valor del esfuerzo en el tirante, después de aplicar la sobrecarga.
2. Valor del esfuerzo en el tirante antes de aplicar la sobrecarga.

Solucion

El valor del esfuerzo final 7 que tendra el tirante AD serd el mismo que el de la reaccion
horizontal en 4 y en D del portico ABCD supuesto articulado y con apoyos fijos en 4 y D. El

incremento de esfuerzo en el tirante AT que se produce al colocar la sobrecarga de 15kN/m
puede obtenerse compatibilizando el alargamiento del tirante AD con el movimiento del punto
D en la estructura con los apoyos indicados en la figura 1. El esfuerzo inicial 7, a aplicar al

tirante valdra
I =T - AT

Para obtener los valores anteriores, se calculara en primer lugar el movimiento del punto D en la
estructura representada en la figura 2. Para ello, puede trabajarse tinicamente con la mitad de la
estructura al tener en cuenta que el punto medio de BC no gira (figura 3).
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15 kN/m

Fig.2 Estructura sin tirante

15 kN/m

| l i

2m 6m

Fig. 3 Estructura a considerar para hallar el movimiento del punto D

Las leyes de momentos se escriben:

Mf‘g:30(6—ssina)—F(6—scosa)

C

15(2-s)
lu 5

M,| =30(8-s5)-8F -
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oM |2
f‘c =-8+scosa

OF

aMf\,S:_g

OF

D
— e PoM |2 s 2| OM |G ds | 16000 682,67 F
=2 M| =t M | EI v
0 0 H

Para obtener el valor de 7 basta con igualar a cero la expresion (1). En este caso se sustituye F’
por 7j:

16 000 - 682,677, =0

Es decir:

T, =23,44kN

Para hallar el valor AT, se iguala la expresion (1) al alargamiento del tirante (y se sustituye F
por AT):

16 000 — 682,67AT _16AT
EI Eo

Sustituyendo valores y despejando AT

AT =2210kN
Por tanto:

T, =T, — AT = 134kN
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Problema 11.41 La estructura que se representa en la figura 1 tiene el mismo momento de
inercia 1 en todas las barras, asi como el mismo médulo de elasticidad E . Entre los puntos A

v B existe un tirante de modulo de elasticidad E y seccion w.
Determinar las leyes de momentos flectores comparandolas con las que tendria el

portico si no existiera tirante.

8 kKN/m
2m
A B
E= 210 GPa
I =900 cm’ 3m
2
o=5cm
Z 7,
i i |

6m 6 m

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.41
Solucion
Si F es el esfuerzo en el tirante el movimiento horizontal del punto 4 valdra
u , =0,00409 - 5,88 x 10° F
estando F expresado en kiloNewton y u, en metros.
Por otro lado, la mitad del alargamiento del tirante 4B vale

y = Fx6
4 21x10% x5x107

Igualando los valores de u, se obtiene

F =35276kN

36,8 8,5

©
36,8 ®3 (@)

7]
—
]

=

iv
77 31,1 7

’

Fig. 2 Ley de momentos flectores en la estructura con tirante
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En las figuras 2 y 3 pueden verse las leyes de momentos flectores con y sin tirante

54,7

kN xm

Fig. 3 Ley de momentos flectores en la estructura sin tirante
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Problema 11.42 La estructura que se representa en la figura 1 tiene todas las barras con el
mismo modulo de Elasticidad I. A efectos prdcticos, puede suponerse que sigue indefinidamente
por la izquierda y por la derecha. El dintel superior sufre un desplazamiento O hacia la
derecha.

Hallar:

- Ley de momentos flectores.

- Giro del punto B.

a
B
| | | |
a a a
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.42

Solucion

En la figura 2 puede verse la deformada de la estructura.

9} o o o
—_ — I — e — e — J— — -
B,
_——B B, o
% 7 R %/7 -

Fig. 2 Deformada

Como puede observarse en la figura 2, y todo ello por razon de antimetria, los puntos medios de
BB;, BB, y BB; no tienen momento flector. Ademas, los puntos medios de BB, y BB;no tienen

movimiento vertical y el movimiento horizontal del punto medio de BB, vale O / 2 . Realizando

los oportunos cortes queda el esquema de calculo de la figura 3 en donde el punto A es el punto
medio de BB, el punto C el punto medio de BB,y el punto D el punto medio de BB;.

Con lo cual, y dado que la pieza CBD es antimétrica respecto al eje AB, el giro de B se escribe:
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al/2

a/2 a/2

Con lo que:

y también, sustituyendo

o

ng:g

En la figura 4 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos.

1 2E15/a2

LR D

4EI8/a> ‘GD

2E18/a’

l
P
—
N/
.

Fig. 4 Ley de momentos flectores
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Problema 11.43 Determinar las leyes de momentos flectores y deformada del portico de la
figura 1.

En el tirante se considerara solo deformacion por axil y en las barras no se tendrad en
cuenta la deformacion por axil.

La rigidez de las barras es EI y la seccion del tirante C).La relacion entre ellas es
25El =L’EQ.

3L
Tirante

-
-

4L
Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.43
Solucion

Se tomaran como incognitas hiperestaticas la tension 7 en el tirante y la reaccion vertical en C.
Las leyes de momentos flectores se escriben (figura 2).

M‘f\;;’: Vo (4L-5)-T(4L-5)cosa

Mf‘i= VC4L—Tssina—F(3L—s)

F B f C

- /Vrv

3L
1 a=53,13°

A
v/
|

-

4L

Fig. 2 Ejes locales e incognitas hiperestaticas
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Y las derivadas se escriben:

oM |€ oM ,|*

f‘B=4L—s f‘A_4L
oV, oV,

oM ,|¢ oM |

—f‘Bz_(4L—S)cosa —f‘Az—ssina
oT oT

El movimiento vertical de C debe ser nulo:

B
A

f‘ V. EI

oM ! £+TMf\gafo‘g %_
C

B
e =0=[M
A

—18FL +VC(48L3 +64L3j—TL3(72+64J _1gF+ 208y 136,
3 5 5 _ 3 5 L3

EI - EI
Lo cual constituye la primera ecuacion.

La segunda se obtendra a partir del movimiento relativo de A respecto a C en la direccion AC.

336
ol e B NP o EI SEI
Por otra parte, A ,. debe ser igual al “acortamiento” del tirante, es decir
18F+ﬁT—136VC
5 3 Tx5L
L =- 2)
SEI EQ

Lo cual constituye la segunda ecuacion.
Resolviendo el sistema:

V. =0,717TF T=1166 F
A la misma conclusion puede llegarse mediante el estudio de vigas simples:

(VC - Tcosac)(4L)3
3EI

Usye =@p x4 L+

3 (V. -Tcosa)4Lx3L B (F-Tsina)(3L)
r = El 2El

Sustituyendo:
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gy 28, 136,
U,e =0= 3EI >

El movimiento del punto C en la direccion CA vale:

(F—Tsinoc)(3L)3 (VC —Tcosa)x 4L><(3L)2

A, .=u,sinag = — sina =
ac e 3EI 2EI
By, 2y T2y
EI

Puede parecer, a primera vista, que las dos expresiones (1) y (3) halladas para A ,. son

diferentes. Téngase presente sin embargo que

Ao =ucsina +u,. cosa

En la expresion (3) ya se ha tenido en cuenta que u,. =0 mientras que la expresion (1) es
valida para cualquier movimiento vertical que tenga el punto C. Puede comprobarse que si a la
expresion de A ,. dada por (3) se le suma el valor u,. multiplicado por cosa se obtiene el
valor de A ,. dado por (1) pero cambiado de signo. Dicho cambio de signo es debido a que en

la expresion (1) se da un “acortamiento” mientras que en (3) se da un alargamiento.
La ecuacion de compatibilidad con el tirante se escribe

36 72 72

—F+—T-—7,

5 25 5 CL3:T><5L )
EI EQ

Facilmente se comprueba que las expresiones (2) y (4) coinciden.
Finalmente, en la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores

0,07 FL
g
=2®

I

0,07 FL

0132FL 77

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.44 La estructura que se representa en la figura 1 sufre un descenso de apoyo de
valor O en el punto A. Determinar la ley de momentos flectores.

C
o
3m
21 21
B B'
tan o= 1/3
I o =18,4349 I 6m
A A'
4 77
l l )
9m

9m

Fig. I Portico correspondiente al problema 11.44

Solucién

Se descompone el portico en simétrico y antimétrico. El primero no produce esfuerzos mientras
que el segundo puede descomponerse tal como se indica en la figura 2.

21 tF
B&/\
S
1

——

A
777

Fig. 2 Portico antimétrico

Las leyes de momentos flectores se escriben:

Mf‘g=F(9—scosa)

B
M| =9F
9/cosa _ 2 6
v =é= F(O—-scosa) ds+ISl—FdS =614,07i
2 0 2FEI v EI El

F=81424x10*EI &

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores.
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N

‘ @
GD ‘ 732816 x10 EIS

732816 x 10 ' EI5 =
| : —
——~— SE
e
—\_/—
7 7

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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Problema 11.45 La estructura que se representa en la figura 1 sufie un incremento térmico
de valor t. Hallar la ley de momentos flectores.

C
o
3m
21 21
B B'
tan o= 1/3
I o= 18,4349° I 6m
A A
4 4
S |
m

9m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.45
Solucion

El portico es simétrico y se corta en C (figura 2)

s /
-
I

Fig. 2 Descomposicion simétrica del portico propuesto

NES
N

Las condiciones cinematicas a imponer son:
¢c =0
t — = —
u. =%at+u. =0 = u.=-Yat

con los movimientos considerados positivos hacia la derecha.
Las leyes de momentos flectores y sus derivadas se escriben

Mf‘g=H(3—ssina)—M

M| =HO-s5)-M
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C B
a‘M.f‘B _ . 6Mf‘A _
=3-ssina 9—s
oH oH
omls oM|5_
oM oM

El movimiento horizontal de C vale:

1 3/Ta[H(3 —ssina)—M](S —ssina)ds +$‘6“H(9—s)—M](9—S)dS =

0

U = ——
€ 2EI

= i(248,23H —4312M)=9at
El

0,4559 at EI

—
=5 \
70,5665 o tEl ‘ 77
Q1078
0% B i
0,1136 —C— ‘
|
7 /4

Fig. 3 Leyes de esfuerzos
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El giro de C vale
1 3/sina

= 0 = —

Ve 2EI

0

= L(— 43111H +10,7433 M)
EI

Es decir:

H=01136atEl

M =0,4559atEIl

En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos, cortantes y axiles.

| [H(9—s)—M](—1)ds+%§[H(9—s)—M](—l)ds

820
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Problema 11.46 En la estructura que se representa en la figura 1, la recta AB representa un
cable de acero de 10 cm’ de seccion. El resto de las piezas son de hormigén con un canto de 1
metro y una anchura de 0,5 metros. Previamente a la introduccion de las cargas se da una
tension previa al cable AB de tal forma que una vez cargada la estructura el momento flector en
la barra CD sea nulo en todos los puntos. Sabiendo que la relacion entre los modulos de
elasticidad del acero y del hormigon vale 6.

HALLAR:
e Tension previa que hay que dar al tirante.
e Esfuerzo final en el tirante.
o Ley de momentos flectores finales en la estructura.

p=10 kN/m
P G
4 m
4’7A C
6m
B D
4'7%_ 777
Z
i } |
6m 16 m

Fig. 1 Portico correspondiente al problema 11.46

Solucion

Se calculara en primer lugar el incremento de tension 7; que se produce en el tirante cuando se
carga la estructura. Para ello, se igualara el alargamiento del tirante 48 al movimiento del punto
A de la estructura (figura 2).

p=10 kN/m

A = >M21280kN><m

D
777

Fig. 2 Esquema de calculo

El movimiento vertical de 4 en el portico valdra
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vV, =

8E,] 3E,I E,l El E,I

_10x6" _T,x6° (-67,+1100)x6* _ 37980 2887,

El alargamiento del tirante vale

Igualando,

37980—-288T, = £y
E Q

a

67,

1

y dado que
E,I/E,Q, =694
T, =1152kN

La tension final que debe tener el tirante para que CD no tenga momentos vale:

1, =119 18330y
6

Por lo tanto, la tension previa 7, que hay que darle al tirante vale
T,=T,-T, =1833-1152=68,13kN
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores

1280 kN xm

0 W

77

Fig. 3 Ley de momentos flectores

822
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Problema 11.47 En la estructura de la figura I todas las barras tienen seccion rectangular de
canto h y anchura b. Dicha estructura esta sometida a la variacion térmica que se indica en la
misma figura. Supuesto conocido el coeficiente de dilatacion lineal « , determinar las
reacciones y las leyes de momentos flectores.

3t

-

R
S
-

3a 3a a
Fig. I Estructura correspondiente al problema resuelto 11.47
Solucion
La estructura es una vez hiperestatica, pudiéndose tomar como incognita hiperestatica la
reaccion horizontal en el apoyo derecho. Utilizando las ecuaciones de Navier-Bresse, se

determinara el valor del movimiento horizontal total en el apoyo derecho y se igualara a cero.

En la figura 2 puede verse la incognita hiperestatica adoptada asi como los ejes locales. Como
parametro de definicion de cada barra se tomara la coordenada global z,

€
B € C I
)
[
-
tan y=1 B H
tan '3:2 D —
7
‘VzH/7

Fig. 2 Incognita hiperestatica, sistemas de ejes y reacciones

Las leyes de momentos flectores se escriben:

Mf‘z =V(7a—Zl)+2H(7a—zl)=175]—[(7a_zl)
B

Mf\c =V(7a—zl)+2aH=H(3a__lj

Mf‘j =V(Ta-z)-H(a-z)==-Hz
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Las deformaciones longitudinales de origen térmico valdran:

5 3 c p 3
el ==at e'l =2at el ==at
A 2 B C 2
y las curvaturas de origen térmico
w|® __at w|C __2at w|P _ ot
LT T <~ h

A partir de las expresiones anteriores, se puede ir a las formulas de Navier-Bresse, dadas por
(11.7).

+ | 2atdz, + | —atcos
cosy 3J; : I 'Bcosﬂ

X6 at dz z | 2at
(R {5(3“‘71]‘7}(“‘3"”4 -
0 a

3

HIBE t d
_j[ﬁl-[(%z—zl)jt%}(a—zz) i

-3
uDz—q)Aa+I5atcos7/
0

cos f

3a 3a
3 dz, 6 at
_ ; )4 _=
D—¢A7a+£2atsm}/ +0+I at —sin f) oS J{ Hz, }

cosy TEI h
dz, % H 2at 5 t
(7a_zl)cozslj/+3jiﬁ (3a—%) Z }(761 z,)dz, + I{EH(WJ z )+0;l }(7(1—21)

y teniendo en cuenta que para la barra AB z, =z, y para la CD 2z, =-2z +15a, las
anteriores expresiones se escriben:

2
o, +[12-11,8853% |1 422, 7914912
h El

=0

2
70, +15-37,2165% ot + 468792
h EI

=0
Resolviendo el sistema:
H = (—0,4142 + 0,5873%jatE1

A partir de este valor, la obtencion de la ley de momentos flectores es inmediata.
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Problema 11.48 La estructura de la figura 1 es de seccion rectangular de anchura unidad y
canto h = 0,4 metros. Dicha estructura estd sometida a una carga FF =110 kN y a un

incremento térmico, siendo el valor del mismo t =10°C.

Mbédulo de Elasticidad de toda la estructura E =3x10* MPa.
Coeficiente de dilatacion lineal a =107 °C™"

6m 6m

O —e

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.48

DETERMINAR:

1. Leyes de esfuerzos en todas las piezas de la estructura.
2. Valor numérico del movimiento horizontal y vertical del punto donde esta situada la
rotula.

Solucion
a) Cdlculo de la estructura debido a la fuerza FF =110 kN .

La estructura es simétrica de forma respecto a un eje vertical por lo que se
descompondra en una estructura simétrica y en una antimétrica (figura 2)

D
F2 F2
D
F2

A B B' A'
F/2
C C'
Z 7

Fig. 2 Descomposicion de la estructura en simétrica y antimétrica.

En la estructura simétrica unicamente aparece un esfuerzo axil de traccion de valor
N = F/2 en el dintel. Para la estructura antimétrica es suficiente con analizar la mitad
de la misma (figura 3).
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a=26,5621°

Fig. 3 Estructura antimétrica

Las leyes de Momentos flectores se escriben:

Mf‘ﬁ:_RA(6_S)
Mf‘f):RD(6_S)
B F .
M/.‘C :RD[6+5—scosa]—RA[l+scosa]—?(2,5—ssma)
Tomando momentos respecto a C: ZM c=0

(5+6)R, —R, —2,5%:0 = R,=11R, —125F

Con lo que
M ,|5=—(11R, -125F)(6-s)
oM,
=—11{6—-
T (6-s)

Mf‘i =R, (11-scosa)—(11R, —1,25F)(1+scosa)—§(2,5—ssina):

=—12R, scosa + F s(1,25cosa +0,5sinax) = —12 R, scosa +1,3416 F s

aMf\g
oR,

=-12scos&
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El movimiento vertical del punto D vale

Elv, = (11R, —1,25F)(6 —s)][-11(6 — 5)]ds +

12R,, scosa +13416 F s][-12scosa]ds =

6
a=]

0
+iRD(6 s)(6—s)ds + T
0 0

6 5/cosa
=122R, [(6-5) ds —13,75FI(6—s)2 ds+144R, [s* cos’ ards—
0 0 0

5/cosa

—16,0992 F Isz cosads =8784R, —990F +6 70831R, —852,92F =0
0
Es decir:

R, =0118F =1298 kN

Este mismo problema puede también resolverse mediante las ecuaciones elasticas (fig.

4).
A B_ <99 D
)r % ISBDE6AB
Opc =0
Oy =0cosa =0,89446
0, =0,89446

Fig. 4 Movimientos
Los momentos de extremo de barra de las piezas que concurren en B valen:

m,, = 3? 0, + SEL: 2’29445 =0,5El g, +0,074545 EI

3L 3ELS
55977 (5,59)

=0,5367 El ¢, +0,096016 EI

3EI 3EI-0,8944¢6

- =0,5El @, —0,074546 EI
6 Dp 36 Qg

my, =

Como Zm =0,
1,5367 ¢, +0,096016 =0

lo cual constituye la primera ecuacion.
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Para el equilibrio de esfuerzos cortantes, se toman momentos respecto a C:
11R,-R,-125F =0

Y como R, =m,, /6 y R,=-m,, /6 sustituyendo
—11 8 P 1957 =0
6 6

11(0,5El ¢, —0,074545)+ 0,5 EI ¢, +0,074545 +7,5F =0
6El p, —0,74545 EIl = —1,5F

lo cual constituye la segunda ecuacion.

Resolviendo:
Elp, =-0,41828 F
EIS6 =6,69482 F
Con lo cual:

m,, =—0,5%x0,41828 F +0,07454 x 6,69482 F = 0,29 F/
m,, =-0,5367x0,41828 F' +0,09601x 6,69482 F' = 0,41828 F
m,, =-0,5x0,41828-0,07454 x 6,69482 F = -0,70817 F

Sustituyendo:

m,, =319 kNm
m,. =46 kNm
my, ==77,9 kNm

El movimiento vertical de la rétula es nulo. Para hallar el movimiento horizontal, es
preciso en primer lugar obtener el valor del momento de inercia.

I= é><1><(0,4)3 =5333x10" m*

EI =3x10* MPax5,333x107° m* =160 000 kAN x m*

Por lo tanto, el movimiento & valdra
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b)

_ 6,69482F  6,69482x110

) =4,6x10" m
ET 160 000
y el desplazamiento horizontal:
S, =0sina=1923x10"m
Variacion térmica
La curvatura de origen térmico vale
w__2at _ 2x107x10 %10~

h 0,4

El punto D, por simetria, no se desplazara horizontalmente, y ademas, como el cortante
y el momento en D son nulos, la pieza BD esta sometida inicamente a esfuerzo axil. Es
por tanto valido eliminar la pieza BD y sustituirla por un apoyo en B (figura 5). Para
hallar los momentos en B de las piezas AB y CB se descompone en vigas simples (figura
5).

2

Fig. 5 Descomposicion de la estructura

El giro del punto B valdra

BC_ S/cosa M 5/cosa
’ 2 3EI

Igualando:

w[ 6+5/cosa) M (6+5/cosa
o 2 EI\ 3

Es decir:
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M :—%;("’EI=%><5><10_4 x160 000 =120 ANm

Las leyes de momentos flectores se representan en la figura 6

f31’9 Af

Antimétrica

120

e

Fig. 6 Leyes de momentos flectores: a)Debidas a F. b) Debidas a la variacion térmica.
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Problema 11.49 Hallar las leyes de momentos flectores en la estructura de la figura 1

100 kN
B C
I
3m
gl — I I
3m
I
| ’| |°

9m 6m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.49

Solucién

Aislando el cuadrado de la ménsula se obtiene la estructura representada en la figura 2 a). Dicha
estructura puede descomponerse en suma de tres, tal como se sefiala en la misma figura:
Estructura I, Estructura II, Estructura 111

100 kN
B C
600 kNm
1 100 kN —
A D
50 kN 50 kN 50 kN 50 kN
B C B C B C
300 kNm 300 kNm
100 kN + + (1
300 kNm 300 kNm
A D A D A D
50 kN 50 kN 50 kN 50 kN

@

Fig. 2 Descomposicion en diversos estados de carga
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a)

b)

¢)

Estructura 1

Esta estructura esta sometida inicamente esfuerzos axiles de compresion en las piezas
CD y AB. En la pieza AB el axil vale 50kN y es de compresion en su mitad superior y
de traccion en su mitad inferior. En la pieza CD el axil es de compresion y vale SOAN .

Estructura I1

Al tener antimetria respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical, la estructura
puede descomponerse tal como se indica en la figura 3. Las leyes de esfuerzos son
inmediatas.

50 kKN
B E
2
50 kN l
3m
150 kNm N
G @ .

-
-

3m

Fig. 3 Estructura Il tenida en cuenta la antimetria
Estructura 11T

La estructura es simétrica respecto a un eje vertical y antimétrica respecto a un ¢je
horizontal. Puede, por lo tanto, ser descompuesta tal como indica la figura 4. Dicha
estructura resultante es una vez hiperestatica. Utilizando las féormulas de Navier-Bresse
e imponiendo la condicion de que el movimiento horizontal de G sea nulo, se obtiene

R, =56,25kN

A partir de este valor, las leyes de momentos flectores son inmediatas. En la figura 5
pueden verse representadas dichas leyes.

T

B

3m

E

72

3m

150 kNm . Rg
G@ ———— —e

Fig. 4 Descomposicion de la estructura 111
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1500
131,25 (D)
131,25 168,75
1 600 N
} T RN
OIS ORI
f::,‘\_‘/r: 9
H H w S
N 300 B
5= =
KN xm 13125 2 O N~
EEE T
131,25 168,75

<|D 168,75

Fig. 5 Ley de momentos flectores
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Problema 11.50 En la estructura que se representa en la figura 1, la recta AB representa un
cable de acero de 10 cm’ de seccion. El resto de las piezas son de hormigén con un canto de 1
metro y una anchura de 0,5 metros. Previamente a la introduccion de las cargas se da una
tension previa al cable AB de tal forma que una vez cargada la estructura el momento flector en
la barra CD sea nulo en todos los puntos. Sabiendo que la relacion entre los modulos de
elasticidad del acero y del hormigon vale 6, hallar:

o Tension previa que hay que dar al tirante.

o Esfuerzo final en el tirante.
o Ley de momentos flectores finales en la estructura.

p=10 kN/m

s}
w)

!
b
A

6m 16 m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.50

Solucion

El area e inercia valen:
A=0,001m 2

1=0,04167m"
y por lo tanto,

i=41,67m2
A

Sean:

Fy:  Tension final en el cable una vez introducidas las cargas.

F;: Tension inicial que hay que dar al tirante.

AF : Incremento de tension que se produce en el tirante como consecuencia de aplicar las
cargas.
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Para que no haya momento en ningin punto de CD , es preciso que en 4 haya una fuerza de
valor

6F, =p-(16+6)-5

22x%x5
Ff:p

=1833p

* Cuando se coloca la carga (figura 2) el giro en C vale:

/10D - 6AF

C

D
77

Fig. 2. Pilar CD

_(110p-6AF)6 sc0 . 30AF

EI EI EI

De

El desplazamiento del punto A vale (positivo si hacia arriba)

_p6 AF6’ 3960p 216AF 162p T2AF _

S, =, -6 =
4= %e SEI  3EI EI EI EI EI
_3798p 288AF
EI EI

Igualando con el alargamiento del tirante

AF-6 3798p 288AF
E 4 EI E|I

en donde £, es el modulo de elasticidad del tirante y A4, el area de dicho tirante. Y teniendo en
cuenta que

EI 41,67
E A

t t

=6,945

_3798p 288
6,945 6,945

AF =1152 kN

y como,
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F = F,+AF
resulta,

F =F, —~AF=1833-1152=681 kN
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Problema 11.51 La estructura que se representa en la figura 1 tiene la forma de una parabola
de segundo grado de eje vertical y tangente nula en el punto A. La inercia de la misma viene

dada por 1 (S): 1 / cos@ siendo O el dangulo que forma la tangente en cada punto con la

horizontal. Bajo las cargas que se indican, determinar el valor del movimiento vertical del
punto B.

os]
an)

—~——

>
O ——
<

-

Fig.1 Arco correspondiente al problema 11.51

Solucién

La ecuacion de la parabola se escribe:

2
b
a
La ley de momentos flectores vale

(a—x)°
M, =V(a—x)—Hy—pT

El movimiento horizontal de B valdra (positivo si hacia la derecha).

u =—]2M Y ds :—I‘M J’ﬁ
PATITEI(s) T EI

Sustituyendo M s © Y por su expresion en funcion de x e integrando se obtiene

Analogamente para el movimiento vertical (positivo si ascendente)
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Problema 11.52 EI anillo circular de la figura 1 tiene radio R y seccion rectangular de canto
c. Su cara externa esta sometida a un incremento térmico de valor t, mientras que en su cara
interna la variacion térmica es —t. El coeficiente de dilatacion térmica lineal vale o y la rigidez
a flexion EI. Hallar el valor del momento flector en el punto B.

A

B

Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.52

Solucion

Por simetria respecto a un eje vertical el giro en B es nulo. Por lo tanto, cortando por el eje de
simetria queda el semicirculo representado en la figura 2. El valor de N se obtendra imponiendo
la condicion de que el movimiento horizontal de 4 es nulo.

Fig. 2 Arco resultante después del corte
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La ley de momentos flectores debida a N se escribe:

M, = NR(1+cos6)

La curvatura térmica en cualquier punto vale:

. 2at

c

nt

Con lo que la curvatura total vale:

. 2at M,  2at HR(l1+cos0)
=—"—+
c ET c El

La ley de momentos flectores debida a una fuerza unidad aplicada en 4 y con la misma
direccion y sentido que N vale:

m, = R(1+cos0)

Con lo cual, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal del punto a
vale.

u,=0= Iztmfds = j[— 2a1 + NR(I+COS€):|R(1+COS@)RC[H =R’ (—@+1,5EJ
0 : 7 c El c El

Es decir:

Elat

N =1,3333
cR

Con lo cual, el momento flector en B vale

Elat
c

M ,, =2NR =2,6667
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Problema 11.53 En el anillo cerrado de la figura 1, sometido a dos fuerzas iguales y de
sentido contrario F, hallar el valor del momento flector y del esfuerzo axil en el punto A.

Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.53

Solucion

La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y repecto a un eje vertical. En
consecuencia, es suficiente con considerar un cuarto de anillo (figura 2).

Fig. 2 Arco resultante con el momento hiperestdtico

El momento hiperestatico M se obtendra al imponer la nulidad del giro en el punto C. La ley de
momentos flectores se escribe

M, :¥(l—sin6’)—M
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con lo cual, el giro en C vale:

(1-sin 9)—MR}% = L1(0,2854R2 F—15708M R)=0

2M . RdO [ FR?
0.= | fEI :£ 2

0

con lo cual,
M =01817FR
El momento en A vale:

M, :EL—O,I8I7FR =0,0683 F R
2 2
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Problema 11.54 El arco semicircular de la figura 1 tiene radio R. En la clave actiua una
fuerza vertical, descendente de valor F. Se desea hallar el movimiento vertical de la clave.

Fig. I Arco correspondiente al problema 11.54

Solucién

La estructura es simétrica respecto a un eje vertical y una vez hiperestatica. Se tomara como

incognita hiperestatica la reaccion horizontal en By B’.
Dadas las condiciones de simetria puede considerarse unicamente media estructura, tal como se

indica en la figura 2.

—if—
O H
B

Fig. 2 Sistema de ejes locales
La ley de momentos flectores se escribe:

M, :ER(I—sinﬁ)—HRcosﬁ
T2

El movimiento horizontal de B debe ser nulo:

7/2 3 3
FR® HR
Elu.= [ M,RcosORdAO = _anr
B f 4
0

ycomo u, =0, resulta
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T

H=—=03183F
V4

Logicamente, el movimiento vertical de A en la estructura original es el mismo que el
movimiento vertical de B en la estructura modificada de la figura 2, con lo cual

/2

Elv,= [MR(1-sin0)Rd6 =0,0189423 F R’
0
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Problema 11.55 La estructura de la figura 1 estd compuesta por un cuarto de circulo de radio
R y un tirante AB. El arco es de seccion rectangular y tiene espesor h y ancho unidad. El
tirante tiene seccion @ y el mismo modulo de elasticidad que el arco. Cuando el arco esta
sometido a una variacion térmica de —t grados en su cara externa y t grados en su cara
interna, hallar el esfuerzo en el tirante.

B

” =

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.55

Solucién

Por motivos de simetria puede considerarse unicamente medio arco. Sea T el esfuerzo axil en el
tirante (figura 2). La curvatura térmica vale

La ley de momentos flectores se escribe
M, =-T R(cos @ - cos /4)
El movimiento horizontal de B valdra

. M ’
U :J' " +—L|R cosé —cos Rdt9=0,15175R2;("t—0,0354R !
El 4 El

o

Fig. 2 Subestructura considerada

Igualando la expresion anterior al alargamiento de medio tirante:



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas

3 .
0,15175R2 Z"’ _0’0354R T _ TRSll’l7Z'/4
EI Ew

y despejando T:

_at R
h 2,33+0,1166R2
Fow EI

846
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Problema 11.56 En el arco circular que se representa en la figura 1, se desea obtener el
movimiento vertical en la clave asi como las reacciones horizontales.

p=15kN/m

S S
-

6m

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.56

Solucion

Se considera, por simetria, unicamente medio arco (figura 2). Las leyes de momentos flectores
se escriben.

2
M, =pa’ (l—sin@)—Hacos@—%(l—sin@)2

p=15kN/m

Fig. 2 Media estructura

El movimiento del punto 4 vale:

1 /2

uy=— | M, a’cosfdf =
EIY

L pa’ _72a3
Ell 3 4
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Es decir:

He o=t x15x32191 kN
3z RY/4

El movimiento vertical de la clave sera igual, en modulo, al movimiento vertical del punto 4 de
la estructura de la figura 2.

7/2
v, :éjMfaz(l—sinH)dH:%
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Problema 11.57 La directriz de un arco se indica esquemdticamente en la figura es una
pardbola de segundo grado, cuya inercia varia como I, -sec@, donde I, es la inercia en la

clave, igual a 10° cm* y @ es el dngulo que forma la tangente a la directriz con el eje
horizontal. Los extremos del arco se consideran perfectamente empotrados. El modulo de
elasticidad del material es de 10* MPa .

Se pide:

1. Calcular las reacciones que aparecen en los extremos de la estructura debidas a las
fuerzas que se indican.

2. Calcular los movimientos del punto A y de la clave.

10 kN

16 m

-
-
e

-

10 m 10 m 20m

Fig. I Arco correspondiente al problema 11.57

Solucién

La carga es antimétrica, por lo que puede considerarse tinicamente media estructura (figura 2).

. ¢ S5kN

2 —— —

7

\
\
\ R 16 m
\
\\ z,
\
O Zl —
! 20m i

Fig. 2 Estructura simplificada

La ecuacion de la parabola se escribe

2
z, =16 1—(%}
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La ley de momentos flectores se expresa:
M,=-Rz -5(16-z,)

El movimiento vertical del punto C debe ser nulo:

0
dz,  8000( R
e [y g =-SgR 130

-20
Es decir:

R=3kN

Seguidamente se calculan los movimientos del punto 4 y de la clave C.

Las coordenadas del punto 4 valen:

z,,=-10
Zyy = 16{1 —(_2—1)())2} =12
con lo cual:
v, = —_J:.:Mf (z,, -2, )Z—i = % (hacia la derecha)
V,, = :J:Mf (-10-z )Z:i =— 3231’53 (hacia abajo)
Vie = —j;OMf (16 -z, )Z—i = % (hacia la derecha)

y como
1,=10°cm* =107 m*
E =10* MPa =10" kN/m®
EI, =10" kN xm’

Por lo tanto:

300

Vi, = o0 0,0393 metros

850
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v,, =—0,03333 metros

Ve = 0,032 metros
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Problema 11.58 La pieza de la figura 1 es una pardbola de segundo grado de eje vertical. La
inercia de un punto cualquiera vale | (s) =1 / cos @ siendo O el dngulo que forma la tangente
en cada punto con la horizontal. Por otra parte, el punto B tiene un apoyo eldstico en direccion
vertical y otro en direccion horizontal y tales que k = a’ / (2 EI )

Hallar:
e Reacciones en B

e  Movimiento horizontal y vertical de B
e Movimiento horizontal y vertical de A

a/2

| |

2a

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 11.58

Solucion

La reaccion vertical en B y B’ es isostatica y por lo tanto su valor es independiente de los
movimientos de los apoyos.

La reaccion horizontal en B es hiperestatica y, por lo tanto, su valor depende de la constante del
muelle. Si se libera el apoyo horizontal en B y se sustituye por una fuerza H, el movimiento de
B vale (ver problema correspondiente).

4
Eluy=2| 229 308, 3 22 41202667 pa' —0,2667H a*
2x20 152 127 2

y como al mismo tiempo

3
a

Yo

Up

Igualando los valores de u, resulta
H=03478pa

y el movimiento horizontal de B
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4
u, =0,1739 pEi

El movimiento vertical de 4 valdra:

3 3

pa a) , a a 1 pa’
Elv,=————| —|a"x03478 pa+—pa+—pa—=0,3859
/ (2) paT Ty paT Py El

8 12
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Problema 11.59 En la estructura que se representa en la figura I la recta BB’ representa un
tirante inextensible. La pieza curva es medio arco de circulo con la misma inercia que los

pilares. Se pide: Hallar las reacciones horizontales en los apoyos asi como el esfuerzo axil en el
tirante.

F
= — .
a
B' B«
a
A A

2a

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.59

Solucion

Si N es el esfuerzo axil en el tirante, y H es la reaccion horizontal en 4, los movimientos
horizontales de los puntos 4 y B (figura 2) deben ser nulos.

R
D

a

Fig. 2 Ejes locales
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Las leyes de momentos flectores se escriben:

C

Mf ‘B

:%a(l—sinH)—Ha(l—i—cosH)—NacosH

Mf‘ﬁ:—H(a—s)

El movimiento horizontal de 4 es nulo

t 3 ds "¢ . add
U, =O=J.Mf‘A (a—s)E+ J-Mf‘B a(cos@ +1)—-=
0 0
3 3 3
— 0535459 _ 4680519 17854V
EI EI EI

Analogamente, el movimiento horizontal de B debe ser nulo:

e add Fa' 17854Ha’ 0,854Nd’

=0,25

=0

u,=0= J.Mf‘B acos@ 7 I Z7

Resolviendo el sistema:

H =-0,052165F

N=0437F

EI
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Problema 11.60 Dado F, r, E ¢ I, de la estructura que se representa en la figura 1.

Determinar el desplazamiento vertical de la seccion C.

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.60

Solucion

Al ser la estructura simétrica respecto a un eje vertical que pasa por £, el movimiento vertical de
C sera igual a la derivada respecto a F de la energia elastica de media estructura. Es decir

ow
e <o

Para calcular la derivada anterior es preciso, en primer lugar, hallar la ley de momentos flectores
(figura 2).

Fig. 2. Coordenadas locales

Mf‘j:Fr(l—cosﬁ)

Mf‘g=Fr(l—cos@)—Frsin(&’—ﬂ/Z)
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oM .|
f‘A _r(l—COSQ)
oF
oM .|~
a;:‘C _r(l—cose)—rSin(e—ﬂ'/z)

Aplicando el segundo teorema de Castigliano

—I\

\C .

rd¢9+jM \i%

rdf =1,

857
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Problema 11.61 La estructura semicircular de la figura 1 estd sometida a las cargas que se
indican. Se pide determinar las reacciones en A.

Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.61
Solucion

La estructura es dos veces hiperestatica. Se tomardn como incognitas hiperestaticas las
reacciones en A (figura 2).

Fig. 2 Reacciones y ejes locales

La ley de momentos flectores se escribe
M, =Va(l+cos@)-Hasin0+ pa’ (0 +sin0-r)

Las incognitas hiperestaticas Hy V' se obtendran al anular los movimientos horizontal y vertical
de 4.

f . adf a’
u,, = _!Mf asm@E = _ZEI (nH — 4V + map) =0
f ad@ a’
Uy, = !Mf all+0s0) == == (4H =37V + 7’ap) = 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior,
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H =0,7252 ap
V =1355ap
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Problema 11.62 Dada la estructura de la figura, en la que su radio es igual a 10 cm con una
rotula en A, despreciando la influencia de los esfuerzos axiles, hallar:

o Ley de momentos flectores

A
100 kN 100 kN
—— —f—
C C'
B

Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.62
Solucion

La carga uniformemente distribuida produce unicamente traccion en el anillo de acuerdo con la
formula de los tubos delgados. En consecuencia, puede prescindirse de esta carga para
determinar la ley de momentos flectores. En el punto 4, por simetria, no hay esfuerzos cortantes
y en B no hay giro. Basta, por lo tanto, considerar media estructura tal y como se indica en la
figura 2. La incognita hiperestatica N se obtendra al imponer la condiciéon de que el
desplazamiento horizontal de 4 sea nulo.

10 cm

10 cm

Fig. 2 Estructura cortada por la mitad
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La ley de momentos flectores se escribe

Mf‘g=N><10><(1+c039)

M ,|5=10N (1+cos#)—-100x10cos

El movimiento horizontal de 4 se escribe

/2

ty=0= IMf"ZXIOX(1+0059 '[M ‘ x10x 1+c0s¢9)—13;(9:
0 7/2

= 500( 357,08 +9,42478 N

De donde se obtiene

357,08

=37,89kN
9,42478
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Problema 11.63 Utilizando las formulas de Navier-Bresse, hallar la reaccion horizontal en el
arco circular biapoyado de la figura 1.

7

\— N/

M=10 kNm M=10 kNm

Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.63
Solucion

Por simetria basta con considerar medio arco (figura 2). La incognita hiperestatica H se
obtendra a partir de anular el movimiento horizontal de A4.

10 m

—e
—e

M=10kNm

Fig. 2. Estructura a analizar

La ley de momentos flectores se escribe

Mf =—M + H Rcos@

El movimiento horizontal del punto 4 vale

. /2 /2

u,=0= J.—chosHRdH: j[—M+HRcos6’]Rcos€ RdO =
0 El 0

2
:R—(—4M+7TRH):O

Con lo cual se obtiene
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p=M

=1,273kN
TR

EHEN
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Problema 11.64 El anillo circular de la figura I tiene radio R y esta sometido a dos
momentos M. Hallar el valor del momento flector en el punto A

<
<

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.64

Solucion

Por consideraciones de simetria y antimetria, la estructura puede reducirse al cuarto de
circulo que se representa en la figura 2

Fig. 2. Estructura después de realizados los cortes. Ejes locales

La reaccion H se obtendrd imponiendo la condiciéon de movimiento horizontal nulo en
el punto B.

La ley de momentos flectores se escribe:

Mf =M+HRCOSE’
: 2

Y derivando respecto a H
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8Mf
—~ =RcosO
OoH

Por lo tanto, el movimiento horizontal del punto 4 se escribe:

2R eRE
El 2 4

/2 OM /2 2
u,=0= I Mf—fR;w: j (£+HRCOSH)Rc059Rd6 _ MR
Y OoH EI 3 2

0
De donde:
HR =-0,63662 M

Con lo cual, el momento flector en el punto A valdra

Mgy =-0,13662 M

865
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Problema 11.65 Dada la estructura de inercia constante, que se representa en la figura
1, hallar las leyes de esfuerzos en el pilar

p=2 kN/m

R
v

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.65

Solucién

Se corta por la rotula, separando el arco del pilar (ver la figura 2)

p=2kN/m

Fig.2 Descomposicion de la estructura en arco y pilar
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Por equilibrio en el arco:
V=H+5

El valor de la fuerza H se obtendra igualando el movimiento horizontal en el arco y en
el pilar.

La ley de momentos flectores en el arco se escribe

2 [5 x(1-sin (9)]2

Mf=5V(1—sim9)—5Hcos(9— 5

=5(H+5)(1-sin@)—5H cos 6 —

~25(1-sin @)’

oM
L —5(1-sin@)-5cosd
0H

Aplicando el teorema de Castigliano se obtendra el movimiento horizontal de A4
(positivo si hacia la izquierda)

/2

oM, —
u = IM s 3d0  1771H —44,25
0

"oH EI EI

En el pilar, el movimiento horizontal de 4 vale (positivo si hacia la izquierda):

y _ _Hx5  41L,67TH
4 3EI EI

Igualando ambos valores
H =0,75kN

En la figura 3 pueden verse las leyes de esfuerzos en el pilar

o
~
‘U}
Z

5,75 kN

{0f
T
1=

3,73kNm 77 7 7

Fig.3. Leyes de esfuerzos: a) Momento flector. B) Esfuerzo cortante. C) Esfuerzo axil.
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Problema 11.66 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar las reacciones
en los apoyos
‘p

L

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.66

Solucién

Debido a la doble simetria, los giros en los puntos 4, B, C'y D son nulos. Si se corta la
estructura por los ejes de simetria se obtendra el arco representado en la figura 2

Fig.2 Cuarto de circulo

Notese que las reacciones verticales en 4 y C seran nulas y que las reacciones
horizontales valdran 2NV.

A partir de la figura 2, las leyes de momentos flectores se escriben

M, :M+NR(1—sint9)—£Rcost9
2
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Los valores de M y N se obtendran imponiendo las condiciones de giro y
desplazamiento horizontal nulos en el punto B.

Para aplicar el teorema de Castigliano, se deriva el momento flector respecto de My de

N
oM, _
oM
oM,
L = R(1-sin6)
ON
Con lo cual:
7/2 oM . R 2
U, =0= j M, — R0 _ (0,5708 M +0,3562N R — 0,25FR)R—
) ON EI El
7/2 aM
0, =0=| M, fﬁ!ﬁ:@jﬂBM#ﬂjﬂBNR—QSF@li
7 oM EI EI

0
Resolviendo el sistema de ecuaciones

M =0,1515FR
N =0,4591F

Con lo cual, las reacciones horizontales en 4 y C valen:

H,=H.=2N=09182F
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Problema 11.67 En el arco semicircular de radio a que se representa en la figura I,
hallar:

o Momento flector en el punto B
e Giro en el punto A

B

7 + 7

Fig.1 Arco correspondiente al problema 11.67

Solucion

La estructura es antimétrica respecto a un eje vertical y puede considerarse inicamente
la mitad (figura 2). La incognita hiperestatica R se obtendra imponiendo la condicién
de desplazamiento vertical nulo en el punto 4

Fig.2 Estructura reducida

La ley de momentos flectores se escribe
F .

M, =Ra cosd ——a(l—sinh)
2

El movimiento vertical de A4 es nulo:

/2 3 3
F
Elv, =0= J[Ra cosé’—%a(l—siné’)}acos@adé?:Ra47z— j =0
0
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Es decir:
R=0,3183F

Con lo cual, el momento flector en B vale:

M,=aR-2L -01817aF
2

Por otro lado, el giro del punto A valdra

/2

2
Elg, = J{Ra cosﬁ—ga(l—sinﬁ)}a d6=Ra* -4

0

(—1+%)=0,0329a2F
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Problema 11.68 Calcular la tension inicial del tirante A— A' del arco semicircular de la
figura I para que al actuar la sobrecarga uniforme de intensidad p, el momento flector en la
clave sea nulo.

Datos: - Seccion del arco EI = constante

-Seccion del tirante E@ = 3%

No se considera la deformacion por cortante ni axil en el arco.

P
B
R
A A—cr
> 2
l i :

R R

Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.68

Solucion

Dada la simetria es suficiente considerar la mitad del arco (figura 2)

pR

-

|

R

Fig. 2. Estructura a analizar
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Cuando H sea igual al esfuerzo final del tirante 7', (N =T, ), el momento en B debe ser nulo,
es decir:
2

R
M, = pR* ~T;R-p—-=0

PR
7 £
)

Por otro lado, (y llamando T al esfuerzo inicial del tirante), al cargar la estructura con las

cargas repartidas p , se producira un incremento de esfuerzo de valor AT que podra obtenerse
compatibilizando el movimiento del punto 4 en el arco con el movimiento de A en el tirante.

Se verificara que:
T,=T,-AT

En el arco de la figura 2, la ley de momentos flectores se escribe
M, =pR*(1-sind)— H Rcos @ Rz(l in )’
;=P —sinf)— cos —pT —sin
El movimiento horizontal del punto 4 vale:

7/2

U, = J.Mchosﬁ
0

Rd6 03333 pR*-0,785398 H R’
7 EI

Si H es el incremento de esfuerzo en el tirante, puede sustituirse H por AT y compatibilizar
u, , con el movimiento del cable en 4:

0,3333 pR* —0,785398 AT R* AT R

EI Eo
Es decir:
_ 0,3333pR — 0,298 pR
0,785398 + 00,3333
con lo cual

T = pg—AT =0,5pR—-0,298 pR = 0,202 pR
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& Problema 11.69 La estructura de la figura 1 estd formada por un circulo de radio a y un
pilar. Bajo las cargas que se indican, determinar las leyes de momentos flectores.

VA

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.69

Solucion

Se separa el arco del pilar (figura 2). Aparece una reaccion hiperestatica H cuyo valor se
obtendra compatibilizando el movimiento del arco con el del pilar.

1 pa pa

Fig. 2. Arco

La ley de momentos flectores, en el arco, se escribe

2

M, =pa’ (1—sin6’)—1Llacos€’—pa?(l—sinﬁ)2

La mitad del movimiento horizontal del punto A4 del arco vale
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7/2

4 3 3
N R L B
0

2 E EI| 3 4
Por otro lado para el pilar

| Ha®
U, =—
3 EI

Igualando:
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Problema 11.70 La estructura que se representa en la figura 1 estd compuesta por un arco
circular de rigidez EI y por un tirante AA’ de rigidez Ew = EI / R? .Determinar el esfuerzo T
en el tirante cuando en el punto A actua la fuerza F. Se pide hallar el esfuerzo en el tirante.

B

Av

Z

-
e
TS
o]

R

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.70

Solucion

Dada la simetria es suficiente con analizar medio arco (figura 2)

2,

(0]

Fig. 2. Estructura a analizar. Ejes locales.

La ley de momentos flectores se escribe
M, =(F-T)Rcos®

y el movimiento horizontal de A4:

/2

3
u,, = J'Mchos@Rde =£(F_T)R
0

EI 4 EI

Por otro lado:
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TR

u —_——
14
Eo

Igualando:

z(F-T)R* TR
4 El  Eo

y despejando T

T=044F
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Problema 11.71 La estructura de la figura 1 estda compuesta por un arco parabdlico de eje
vertical y dos soportes. Sobre el arco actua una carga uniformemente repartida por unidad de
proyeccion horizontal. El arco estd asimismo sometido a una variacion térmica de valor t. Se
desea saber el valor de dicha variacion térmica para que el arco permanezca antifunicular.

vl

I(s)=1/cos 6

| | |

2a 2a

Fig.1. Estructura correspondiente al problema 11.71

Solucion

La ecuacion del arco se escribe

a xY
e | [
4 2 (2aj

Para que el arco sea antifunicular es preciso que en cada punto del mismo sélo exista esfuerzo
axil. Por lo tanto, si se corta por el punto 4 el Gnico esfuerzo que existe es tangente al arco
(figura 2), y como su componente vertical, por equilibrio, vale 2 pa, su componente horizontal

debe valer

_r _2pa_4
tana  1/2

Por equilibrio, en el pilar AB debe actuar esta fuerza F, que dara un movimiento horizontal de
valor:

B Ha® _ 4pa4
3Elp 3E1p

u,

Este movimiento horizontal debe estar producido por la variacion térmica, es decir
u,=2aot

Igualando:
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‘o 2pa’
3El ,a

Fig. 2. Fuerzas en el nudo A
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Problema 11.72 El arco de la estructura de la figura 1 es parabdlico de eje vertical. La
inercia en la clave es I, mientras que en un punto cualquiera vale 1 (s) =1, / cos @ siendo 6

el angulo que forma la directriz del arco con la horizontal. La inercia de los dos pilares es la
misma e iguala [ =1, /cos@, .

Determinar las leyes de esfuerzos en toda la estructura.

Determinar asimismo el giro y el desplazamiento horizontal del punto B.

40 m

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.72

Solucién

Se corta por el punto B, separando el arco de los pilares (fig.2)

Fig. 2. Arco

La ley de momentos se escribe
2 2 2 2
Mf(x)= (20—x)20p—P@—Hy—M =2()TXP—H(5—X—]—M

El giro en B vale
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0

2 20% - x? x’
Elp, = I[T—H(S—EJ—M}Z)C:(200p—5H—M)20+

2780

3
+( p szg =8(;00p—2(3)0H—20M

y el desplazamiento en B

EIS = 2fM(x)yabc = ﬂ(gp—fl(s—%}M}[S—%ﬂw =

_32000 800, 200,
3 3 3

881

Seguidamente, es preciso hallar estos mismos giros y desplazamientos en el extremo B del pilar

w0
7
Fig. 3. Pilar
La ley de momentos se escribe:
M, (z)=M -Hz
5
25H
Elp, = [ (M ~ Hz)dz = 5M _ST
0
5
25 125

El,6=—\M—-Hz)zdz=——FM+——H
y J‘( z)zz > + 3

0

5
Igualando ambas expresiones de @, y o, habida cuentade que [, =1, = 7[ queda:

Sooop_@H_ZOMzzﬁ sy 25H
3 3 5 2

32000

p_sooH_zooMzzx/?[_gM+gH]
3 3 3 50 2 3
de donde
H=26p
M =50p

Con estos dos valores se dibuja sin ninguna dificultad las leyes de N, M, Q.
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Problema 11.73 La pieza curva, de directriz circular de 4m. de radio, representada en la
figura 1, tiene seccion constante de EI =2x10° kN m”.

El apoyo de la derecha A, tiene un corrimiento horizontal, hacia la derecha de valor
0, =8cm mientras que el apoyo izquierdo, tiene un corrimiento horizontal, hacia la izquierda

de valor 6, =4cm.
Se pide:

1. Leyes de esfuerzos referidas a la directriz de la pieza.
2. Movimientos de la clave C.

Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.73

Solucion

El movimiento relativo del apoyo A respecto al Bvale A,, =0, +0, =8+4=12cm. Porlo

tanto, y como la estructura es simétrica, puede realizarse la descomposicion que se indica en la
figura 2. Las incognitas hiperestaticas H'y M se obtendran imponiendo las condiciones:

- Giro en Cigual a cero.

AB

- Movimiento horizontal de C igual a =6cm

Fig. 2. Descomposicion de la estructura original
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La ley de momentos flectores se escribe
M, =M-Hx4x(1-sind)
El giro en C es nulo:

3 do 1
9 =0= !M_,, x4 =—[16-87)H + 27 M]

El desplazamiento horizontal de C vale 0,06 m :

1 . 8
u, =0,06=-— ! Mf><4><(1—s1n¢9)4d9:E[—M(ﬂ—Z)—H(16—67z)]

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
H=1260 kN

M =1831,12 kNm
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Problema 11.74 En la estructura que se representa en la figura 1 la pieza curva B’CB es un
semicirculo de radio R =5 metros . Todas las piezas tienen la misma inercia. Bajo las cargas
que se indican, determinar:

e Reacciones y leyes de esfuerzos en todas las piezas rectas.
o Valor numérico del Momento Flector en A y del esfuerzo cortante en la pieza AB.

| | | |

5m 10 m 5m

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.74

NOTAS:
e No se considerara la deformacion por esfuerzo axil ni por esfuerzo cortante.
e FEnlos puntos By B’ las piezas estdn articuladas entre si.

Solucién

La estructura puede descomponerse en su parte simétrica (que Unicamente provoca una traccion
de 30kN en el dintel) y en su parte antimétrica (figura 2). Esta ultima puede simplificarse
como se indica en la figura 2.

30 kN C 30 kN C 30 kN
A A 7% A
Sm e
B' B B
7 7 7
' S5m i 10 m i Sm i Sm Sm

Fig. 2. Estructura antimétrica

A partir de la estructura simplificada de la figura 2 se separa el arco del resto (fig. 3). Las
incognitas H y M se obtendran de imponer igualdad de giros y desplazamiento horizontal.

a) Estudio del arco

Por equilibrio:

R =
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Fig. 3. Separacion del arco del resto de la estructura

La ley de flectores se escribe
M, =-M + HR(1-cos@)+ R" Rsin@ = —M (1-sin@)—5H (sin & + cos 8 —1)

oM,

YY; =—(1-sing)
oM,

L = _5(sin@ +cos & —1)
oH

El giro en C vale:

7/2

oM,
Elgp = jM 1546 =1,781M +3,59514 H
¢ oM
0

y el desplazamiento horizontal de C:

7/2

oM,
Elu = jM. ! 540 =359514M +17,6991 H
© 37 8H

b) Piezas rectas
Por equilibrio:

R’:—%+H—3O

c

La ley de momentos flectores se escribe:

Mf‘j =-M - (10-5)R;] :M—%S—(IO—S)H—6S+300
oM S s
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oM |
¥ =5-10
oH
Mf.‘Bz(H—?sO)[S——S ZJ—M—R:(5+SQJI
4 2 2
=42,4264s—-1,41421H s+ 0,141421M s
oM ,|"
—f‘A:O,14142ls
oM
oM ,|"
ik = —1,41421s
o0H
El giro de C vale:

10 c @Mf‘j 542 5 aMf‘i
EIgoC:.!Mf‘A — ds+£Mf\A s =
=1207,11-40,2369 H +5,69036 M

El desplazamiento horizontal de C:

10 oM .|€ 542 oM |2
Elu, =M | ik ds+ [ M| ir ds =

7 4 OH o 4 O0H

=-17 071,05+ 569,036 H — 40,2369 M

Con lo cual, las condiciones de compatibilidad se escriben

—1,781M —3,59514H =5,69036 M —40,2369 H +1 207,11
-3,59514M -17,6991 H = -40,2369 M + 569,036 H —17 071,05

y resolviendo el sistema:
H =27,40kN

M =-272kN
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Problema 11.75 Dada la estructura representada en la figura 1, determinar el valor del
momento flector en A y C asi como el esfuerzo cortante en B.

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.75

Solucién

Se corta la estructura por C'y C’ (figura 2). La incognita hiperestatica H se obtendra imponiendo
la igualdad de movimientos en C (o en C’) a ambos labios del corte.

N

Fig. 2. Descomposicion de la estructura primitiva

- Movimiento horizontal del punto C de la pieza C’AC
Por simetria respecto a un eje vertical que pasa por A basta considerar la mitad (figura 3 a)
La ley de momentos flectores se escribe

FR

M, = T(sin45 —sin@)— H R(cos @ —cos 45)
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-

b)

R
Fig. 3. Piezas ACy CB

Por lo que el movimiento horizontal de C valdra

/4
u, = é {%(Sin 45—sin@)— H R(cos @ —cos 45)}R(c030 —cos45)Rdf =
0
3 3
=0,0322 FR HR

—-0,0354
1

- Movimiento horizontal del punto C de la pieza CB.

La ley de momentos flectores se escribe

M, =%(0059—00545)—HR(sin45—sin9)

con lo que
1 /4 FR
u, = —— || ——(cos @ —cos45)— H R (sin 45 —sin @) | R (sin 45 —sin O) R d@ =
EI || 2
FR® HR’
= —0,0322 +0,1212 ———

EI EI
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Igualando:
H=0411F

El momento flector en A valdra
(M,) =0474F R

y en el punto B

(M,) =-0144FR

El cortante en C se obtendra proyectando la suma vectorial de H mas F' / 2 sobre la tangente a la
directriz de la pieza

0. =0,0629 F
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Problema 11.76 En la estructura que se representa en la figura 1 el arco es una pardabola de
segundo grado de eje vertical. La inercia de dicho arco vale 1 (S)= 1, / cos@ siendo 1, la

inercia en la clave y 0 el angulo que forma la directriz con la horizontal.
Hallar las leyes de momentos flectores.

P
B' A B
21
% © I, S 7
4m
C' C
21, 21, 4m
D' D
7 7

B
N
-~
R

6m 16 m 6m

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema propuesto 11.76

Solucién

La rétula existente entre el arco y la viga B4AB’ inicamente transmite una fuerza vertical. La
estructura se puede descomponer, por tanto, seglin se indica en la figura 2.

P
B' A B
& | :
F
F
Al
H H
—— C' C ———
|
Fr2 F2
Fr2 F2
H o |\
C' . E— ——— C
D' D
e 777

Fig. 2. Descomposicion de la estructura

Las dos incdgnitas hiperestaticas F'y H se obtendran igualando el movimiento vertical en 4 y el
movimiento horizontal en C, respectivamente

- Movimiento vertical de A de la pieza BAB’



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas 891

v, =2 000,83% - 228,67%

0 0
- Movimiento vertical de A y horizontal de C en la pieza C A C’.

Utilizando las formulas de Navier-Bresse, y teniendo en cuenta que el movimiento
vertical de 4 es igual al movimiento vertical de C si se considera 4 fijo

v, = 106,67 + 85331
E 0 IO
u, —-6827-0 153331
El, El,

- Movimiento horizontal en C de la barra CD

Igualando los movimientos:

-106,67H +314 F =2 000,83 p

—7894H +5333F =0
Resolviendo el sistema

H=559p

F=827p

En la figura 3 se dibuja la ley de momentos flectores

QD 8,89 p

Fig. 3 Ley de momentos flectores. La ley en el arco se dibuja sobre la cuerda CC’
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Problema 11.77 Se considera la misma estructura propuesta en el problema 11.76, sometida
a un descenso del apoyo D de valor & . Determinar la ley de momentos flectores.

Solucion
Al ser la estructura simétrica de forma, se puede descomponer en simétrica y antimétrica:

- Estructura simétrica
La estructura tendra un descenso de apoyo O / 2 en Dy un descenso O / 2enD’.

- Estructura antimétrica
La estructura tendra un descenso de apoyo O / 2 en Dy un levantamiento de apoyo O / 2
enD’.

e Resolucion de la estructura simétrica
En la figura 1 puede verse el esquema de desplazamientos de la estructura (el valor de

ves incognita) y en la figura 2 el esquema de fuerzas.

B'

Fig. 1. Esquema de movimientos

=
——

ey

2

H H
e C' C e
F/2 F/2

\
!

F/2 F/2
H H
C'— ——) C
D' D
777 Yz

Fig. 2. Esquema de fuerzas
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El movimiento vertical v en la viga BAB’ vale

y=22867-1 (a)
EI

0

El movimiento vertical del punto C respecto al punto 4 en el arco valdra 5/ 2—-v yse
escribira en funcion de F'y H.

O o -106,67 £+85,33i (b)
2 El El

0 0
Introduciendo en (b) el valor de v dado por (a) se obtiene la primera ecuacion.

106,672 4314~ 52 ©)
EI EI

0 0

La segunda ecuacion proviene de igualar movimientos horizontales en C. De acuerdo
con el problema 11.56 dicha ecuacion se escribe

—-7894H +5333F =0 (d)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (¢) y (d)

H =0,0014E1,5
F =0,00207 EI,8

e  Resolucion de la estructura antimétrica

Para la resolucion de la estructura antimétrica, se separa el tablero superior del arco
(figura 3). En el punto de separacion, por antimetria, no puede existir fuerza vertical.
Asimismo, la fuerza horizontal es nula, por equilibrio de fuerzas horizontales en el
tablero. Queda, por tanto, s6lo un momento de valor M, a determinar.

B A\M B
= / ks

Fig. 3. Separacion del tablero superior
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En la estructura arco-pilares, separada del tablero superior que se indica en la figura 3,
al moverse el punto D hacia abajo un valor /2 , y D’ hacia arriba también 6/2 , es

evidente que los puntos C'y C’ se mueven el mismo valor. La consecuencia para el arco
es que todo €l tiene un giro de so6lido rigido, de valor

52 s
8 16

Y sentido horario.

Fig. 4. Giro de sdlido rigido del arco

El giro total del punto A4 en la subestructura arco-pilares sera igual al producido por el
momento M mas el giro 6 que se indica en la figura 4.

Para hallar el giro del punto 4 , debido a M , en la subestructura arco-pilares, se observa
en primer lugar que los cortantes en C'y C’ de los pilares CD y C’D’ son nulos ya que,
por antimetria, deben ser iguales y del mismo signo, y por equilibrio de fuerzas
horizontales, su suma vale cero. En consecuencia, si se separa el arco de los pilares, se
obtiene el arco indicado en la figura 5.

Fig. 5. Arco aislado.

La ley de momentos flectores y su derivada respecto a M’ (siendo M’ = M / 2) se

escriben,
Ml
Mf =—(8~-1z)
' 8
6Mf _ 8—21
oM’ 8

Con lo cual, el giro ~ se obtiene a partir de (positivo si el sentido es antihorario):
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d, _M
EI, 128

M, dzy _ X Mg

2
) —Z
foMEI, oo64” 2

r=Jm If(S—ZfZ—}——O

Con lo cual, el giro total del arco valdra (considerando positivo el sentido horario):

we_g_, -9 3 M
O T 4 EI,

Por otro lado, el giro del punto 4 del tablero vale:

wi _2 M
4 3 El

Igualando ambos giros:

§ 3M 2M

16 4EI, 3EI

Es decir:

M = 212 5=0,03125 EI 5

A partir de todos los valores obtenidos anteriormente, es inmediato hallar las leyes de esfuerzos.
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Problema 11.78 En la estructura que se representa en la figura 1 la curva representa una

parabola de segundo grado de eje vertical. Se desea obtener el momento flector en la clave del
arco.

I, T, L/7

I(s)=I,/cos a

2
I

L L

-

-

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.78

Solucién

Se separa el arco de las piezas rectas (figura 2)

2

Fig. 2. Separacion del arco del resto de la estructura

Los valores de las incognitas hiperestaticas H y M se obtendran de igualar el giro y el
desplazamiento horizontal del punto 4.

a) Estudio del arco
Por cualquiera de los métodos de calculo de movimientos puede obtenerse que:

e Giro del punto 4
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pl’ ML HI

El,p, =-
o 24EI, 3EI, 21EI,

e Desplazamiento horizontal del punto 4

L MLI*? SHI
Elu,=——2

- + +
105EI, 21EI, T735EI,

b) Estudio de las piezas rectas
e Elgiroen A4 vale:

(-M+HL)L
Pu=mr
3EI,

e FEl movimiento horizontal de 4 vale:

M L’ s 2H I’
3EI, 3EI,

Elyu,=

Igualando se obtienen los valores de Hy M
M =0,08363p L’
H=0,04932pH

El momento en la clave del arco vale:

2
pL —%—H§=0,0761pl}

M. =
c 8 2

897
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Problema 11.79 En el anillo circular de radio R, que se representa en la figura 1, hallar el
momento flector en los puntos A y B, asi como el acercamiento de los puntos Ay A’.

p

A

p
Fig. 1. Anillo correspondiente al problema 11.79

Solucién

Al ser el anillo simétrico respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical, los giros en 4
y B (y también en A4°) seran nulos. También sera nulo el esfuerzo cortante. Se puede, por lo
tanto, considerar unicamente un cuarto de circulo (ver figura 2). La incdgnita sera el momento

Msp.

Fig. 2. Reduccion de la estructura propuesta

El valor del momento Mp se obtendra imponiendo la condicion de que el giro en B sea cero.
Para ello se utilizaran las formulas de Navier-Bresse.

La ley de momentos flectores se escribe
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2

M,=-M, + pR* (l—sin@)—pR?(l—sinﬁ)2

El giro en B valdra

/2
1 R
=0=— | M, Rd6 =—I(-1,5708 M , +0,3927 pR*
Vs EIY E]( s P )
M, =0.25pR’
y también

(a,) =025pR>

El acercamiento entre 4 y 4’ sera el doble del movimiento vertical del punto B en el arco de la
figura 2, es decir

/2

A=— ! M (R~ Rsin@)RdO =0,1667

pR*
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Problema 11.80 En la estructura de la figura 1, todas las piezas tienen la misma inercia.
Determinar, bajo las cargas que se indica, las leyes de esfuerzos.

20 kN/m

-
-
-

o

3m 4 m 3m

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.80

Solucién

Dado que los apoyos son isostaticos puede considerarse Unicamente la parte de la estructura que
se indica en la figura 2. A su vez, dicha estructura puede descomponerse en su parte simétrica y
en la antimétrica.

20 KN/m a) 10 kKN/m b) 10 kKN/m

120 KN/m 120 KN/m /_\

b 2D =C 1) % 2

e
120 kN/m\—/ 120 kN/m \_/ 7 \—/

10 kN/m 10 kN/m

Fig. 2. Descomposicion en simétrica y antimétrica: a) Parte antimétrica. b) Parte simétrica.

a) Estructura antimétrica

La estructura antimétrica puede simplificarse cortando por un eje horizontal (figura 3).
La estructura resultante puede cortarse tal como se indica también en la figura 3.

En el arco, la ley de momentos flectores se escribe

M, =20><2><(1—sin0)+M—2Hcost9—m><22 x (1—sin @)’
2
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10 kN/m

10 kN/m

60 kNm 60 kNm

A 172
2

%/X) 60-M

! 12
4 m %/E

' 4m

Fig. 3. Descomposicion de la estructura antimétrica

El giro de A vale

/2

Elp,= [M,2d0=xM-4H +107
0

El desplazamiento horizontal de A debe ser nulo, y vale

/2
Elu, = J.fo2xcosé?x2d¢9:4M—27rH+%:O
0

lo cual proporciona la primera ecuacion.
El giro de A en la viga AA' vale:

(60-M)x4 8
¢A = =
3E(1)2)  3EI

(60— M)

Igualando se obtiene la segunda ecuacion
5,808 M —4H =128,58
Resolviendo el sistema:
M =49,83 kNm
H =40,21 kN
b) Estructura simétrica

La estructura simétrica puede descomponerse tal como indica la figura 4.
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10 kN/m 10 kN/m

Il
_»
>
b

2m

Fig. 4. Descomposicion de la estructura simétrica

Las incognitas hiperestaticas H y M se obtendran al imponer giro y desplazamiento
horizontal de A igual a cero. Es decir:

M —-4H +107r =0

4M—2nH+%:o

Resolviendo el sistema

M =40,25 kN'm

H =112 kN
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Problema 11.81 Se considera la estructura representada en la figura 1. Determinar el valor
de las incognitas hiperestaticas.
‘F

2R

|

2R

R
-

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.81

Solucién

Se separa el circulo del cuadrado (figura 2).

Fig. 2. Separacion del cuadrado y el circulo

Se resuelve en primer lugar el cuadrado. Hay que determinar los movimientos en los puntos de
aplicacion de las cargas.

Se igualan los giros en el punto 4 (figura 3).

(F-V)Q2R) M-2R _H(2R) L M2R

16EI 2EI,  16EI,  2EI,
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MC% B‘ %;)M

El movimiento del punto B vale (positivo si va hacia el interior)

3 2 3
_(F-V)CR) MR _ R (0,1042 F —0,1042V +0,0625 H )

U =
48E1, 2FEI, EI
El movimiento del punto C valdra

. _H(QR) MR -R
©  48EI, 2EI,

(0,0625 F —0,0625V +0,1042 H )

m

Por lo que respecta al circulo, puede verse que

R’ HR®
u, =0,0372 VR 0,0342
C EIC
HR’ R®
u. =0,0372 —-0,0342 v
C C

Igualando los movimientos del circulo a los del cuadrado

%(0,1042 F —0,1042V +0,0625 H ) = %(0,0372 V —0,0342H)

m C

904
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]i(— 0,0625 F +0,0625V —0,1042 H ) = ]i(— 0,03427 +0,0372 H )

m C

y teniendo en cuenta que /,, =2/, se obtiene

0,0655V —0,0893 H =0,0313 F
0,0893)V —0,0655H = 0,0521F

Se resuelve el sistema de ecuaciones
V =0,7064 F

H=01676F

905
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Problema 11.82 En la estructura representada en la figura 1, la recta BB’ representa un
tirante. Hallar el valor del esfuerzo en dicho tirante.

Eo

Tirante

Radio =R

Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.82

Solucién

Se sustituye el tirante por una fuerza 7 (figura 2)

‘F

Fig. 2. Descomposicion del anillo
El anillo es doblemente simétrico y los giros en 4, A’, By B’ son nulos.
La ley de momentos se escribe

M, :—M—Hsin6’+ﬂ(l—cosﬁ)

oM,

oM

El giro en B es nulo, y vale:
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/2 oM . /2
Elp, =0= J‘Mf 8Mf ds = j[—M—%sinHJr%(l—cosﬁ)}(—l)Rd@=
0 0
/2
FR _FR . } :_R[ i TR(_1)+FR7r FR}:

=—R —M0+Ecosﬁ+—6’——sm9 -M—+—
2 2 2 2 2 2.2 2

0
M =0,1817FR—-0,3183TR

El movimiento horizontal del punto B vale (positivo hacia la derecha)

/2 oM . 7/2 .
Eluy=—[M,——L-Rd0=-| {—M—%sin0+¥(l—cosﬁ)}[— RS;M]M@:

, L o(1)2) 0
2 3 3
MR A FR R oM T Lpg|-
2 16 4 8 2 160 8

= —R*[0,5(0,1817 F R—0,3183T R)+0,1963T R — 0,125 F R]=—0,0372T R* +0,0342 F R’

Elu, =-0,0372T R* +0,0342 F R’

Igualando el desplazamiento u, al alargamiento de medio tirante:

—0,0372T R +0,0342FR’® = TREE—I
(0]

Llamando o R* = I/a)
(0,0372 + )T = 0,0342 F

_0,0342
0,0372+a
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Problema 11.83 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar los momentos de
extremo de barra, asi como las leyes de esfuerzos

p=2 kN/m

A\

e
o
-

8§m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.83

Solucién

El portico es una vez traslacional. Supongase que el movimiento horizontal de 4 vale
0 . En la figura 2 pueden verse los movimientos del resto de los nudos

Fig.2 Movimientos

Es evidente que, dado que BB, =0,

8,y =BB, =8/sina =126
8y, =0,. =B, B, =6/tana =0,56

Se escriben las ecuaciones elasticas:

3EI , 2x6° 6EIS,,
- +

My = b S =0.SEL §,-9+0.083333E 15
> GEI
m, =ELy 28 OEIOn 39557 4 116-0,046875 15
8 8 8
mbd:%(2¢b+¢d)+0+%:o,8944ﬂ 4, +0,336 EI5
2ET 6EIS
m, :E(¢b +2¢d)+0+2—0bd:0,4472E1 ¢b +0,336E15
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Por equilibrio:
m,, +m, +m,, =0
Es decir:

1,7694 El ¢, +0,3725E16+7=0

lo cual constituye la primera ecuacion. La segunda ecuacion se obtendré del equilibrio
de esfuerzos cortantes (figura 3)

2 kN/m 2 kN/m
' )mba(f7—“ “D.( C
\ B my,
Qba de
mbdw\\
m%
N

/7

D
Q
m gy, N\\db

Fig.3 Esfuerzos en el nudo B

Proyectando todas las fuerzas que actian en el nudo B, en la direccion perpendicular a
BD se obtiene la ecuacion

(Qba + ch)cos a+0, =0

y por otro lado:

_ mba

Qi =6-=2=4,5-0,08333F 1 ¢, ~0,013888 £ 1 5

0, = 8+% =10+ 0,046875E 1 ¢, —0,00586 E I &

Iy, +my,

Oy = W?o,wz% ~0,15026E16

Y sustituyendo en la expresion anterior, se obtiene la segunda ecuacion:

—0,316303E 1 ¢, —0,15909E 16 +6,4844 =0
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Resolviendo el sistema:

Elg, =-21,562
E15=83,6289

Y sustituyendo en las expresiones de los momentos se obtienen los momentos de
extremo de barra

my, =0,5x(~21,562)—9+0,08333x83,6289 =—12,81kN m
m,. =0,375x(-21,562)+16—0,046875x 83,6289 = 3,99 kN m
my, =0,8944x(-21,562)+0,336x83,6289 =8,81kN m

m,, =0,4472x(-21,562)+0,336x 83,6289 = 18,46 kN m

Las leyes de esfuerzos pueden verse representadas en las figuras 4, 5y 6.

12,81

Fig.5 Ley de esfuerzos cortantes
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Fig.6 Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.84 En el portico que se representa en la figura 1, hallar los esfuerzos de
extremo de barra

B C
21
p=3 kN/m I I 6 m
A D
7, 2
| |
8 m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.84

Solucién

Se utilizara el método de las ecuaciones elasticas. La estructura es una vez traslacional,
y en la figura 2 pueden verse los movimientos

)

A D
2L A

Fig.2 Movimientos
Escribiendo las ecuaciones elasticas para cada extremo de barra:

6EIo

m, :%(2% +@,)+m, + o T 0,3333E1¢, +9+0,16667E 15

m,, :2%(2% +o,)+m,, +6i—215= 0,66667E 1, —9+0,16667E15
e = 2Eé2[)(2(ﬂb +¢.)=Elp,+05EIp,

m, = 2E(21)((pb +20,)=0,5Elp, +Elp,

8
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- :2%(2@ +¢d)+6i—f5=0,6667E1(pc +0,16667E 15
2E1 EI
m ==, +2¢d)+66—25 0333361, +0,16667E 15

Por equilibrio en los nudos By C

m,, +m, =0

mcb + mcd = 0
Es decir:

1L6667E ¢, +0,5El ¢, +0,16667TE16-9=0
0,5El ¢, +1,66667E1¢p. +0,16667TE16 =0

En la figura 3 pueden verse las fuerzas y momentos de extremo de barra

3 kN/m
A
—_— Q ab —_— Q dc
Nab

Fig.3 Fuerzas y momentos de extremo de barra

Por equilibrio en el dintel:
Qba + ch = 0

y como

913
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914

_ mub + mba

Qba :9

_ mcd + mdc

=9-0,16667E 1 ¢, —0,055556 E 10

0., = =—0,16667E 1 ¢, —0,055556 E15

Sustituyendo se obtiene la tercera ecuacion

0,16667 EI ¢, +0,166667E1 ¢,  +0,11111E16-9=0
Resolviendo el sistema:
El p, =-1,5429 Elp, =-9,2571 EI6=97,20

En la figura 4 pueden verse las fuerzas y momentos de extremo de barra

6,17 kN m 10,03 kN m

2,03 kN

2,03 kN 2,03 kN 2,03 kN
[ 3,86 kN 3.86 kN ]

3,86 KN ——m=— —~=—— 3,86 kN

\‘/6,17 KN m 10,03 kN m\?/
2,03 kN

2,03 kN

2,03 kN 2,03 kN
6,17 kN m,—\ 10,03 kN m
~—386kN — = 386kN
14,14 kKN ~a—o 3.86 kN ~a—o
\Lr24.60 kNm 13,11 KNm
2,03 kN 2,03 kN

Fig.4 Fuerzas y momentos de extremo de barra
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Problema 11.85 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar los momentos de
extremo de barra

20kN D
21
1 1 4m
20 kN B E
- 21
I I 4 m
A F
7 7 o

.
—

5m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.85

Solucién

El portico es dos veces traslacional, verificandose ademds que el giro en C es igual al
giro en D y el giro en B igual al giro en E. Sean 6, y J, los desplazamientos
horizontales de los puntos D y E tal como se indica en la figura 2

61 6l
C D
82 82
B E
A F
77 7

Fig.2 Desplazamientos de los nudos
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Se escriben las ecuaciones elésticas para las barras que concurren en los nudos By C

m, :%(2% +¢>b)+64#52 =0,5El¢p, +0,375E16,

m,, =%1(2¢,, +¢a)+%§2 =Elg, +0375E16,
mbe=%(2%+¢e)=2a4ﬂ%

m,, :%(2@, +¢)C)+64#(51 ~68,)=EI¢p,+05EIp, +0375E1(5,-5,)
m, :%(2@ +¢)b)+64#(51 ~68,)=05EIlp, +EIg, +0375E1(5,-5,)

2E(21)
my =——(20.+¢,)=24E 1,
Por equilibrio en los nudos By C

my,, +m,, +m,, =0

m,+m, =0

Y sustituyendo se obtienen las dos primeras ecuaciones
44Elp, +05E1¢p,. +0375E16, =0

0,5EI @, +34EIp, +0375E18, —0375E165, =0

En la figura 3 se representan las fuerzas y momentos de extremo de barra en los
dinteles.
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20kN ¢ D
— ch — Qde
mg, mde\/
Ncb Nde
m“’A\ TN
ch<_ Qde<_

ch<_

20 kN |B E
— Qba — ch
My, mcf\-/
Nba ch
mbaA\ TN
Qba<_ Qef<_
A F
—_— Qab —_— Qfe
m,, \’/mfe
Nab Nfe

Fig.3 Fuerzas y momentos de extremo de barra en los dinteles

Teniendo en cuenta que:

mcb = mde mbc = med mba = mef

ch = Qde ch = Qed Qba = Qef

Se establece el equilibrio de fuerzas horizontales en cada dintel:
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20,+20=0
Z(Qba _ch)+20:0

Es decir:
ch = _10 Qba = _20

O sea, tomando momentos en los pilares CB'y BA

m, +m
be cb+ch=O
4
m, +m
ba4 ab+Qba:0

y sustituyendo:

LSElp, +15E1¢p, +0,75E1(5, —5,)=40
L,5EI g, +0,75E 15, =80

918

que forman las otras dos ecuaciones con las que se completa el sistema. Resolviendo:

Elg, =-21,5153 Elg, =—9,5769
EIS =-2652148 EIS, =149,6972

Con lo cual, los momentos de extremo de barra valen:

m, =4538kNm m,, =34,62kNm m,, =—=51,64 kNm
m,, =17,02kNm m, =2298kNm m,, =—22,98kNm
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Problema 11.86 Dada la estructura que se representa en la figura 1, se desea hallar
las leyes de esfuerzos, utilizando el método de las ecuaciones elasticas.

p=12kN/m

.
-
-

4m 4m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.86

Solucion

La estructura es una vez traslacional. Supdngase que el punto C se mueve una
cantidad 0 hacia la derecha. La deformada (sin giro) debida a este desplazamiento o
puede verse en la figura 2.

Fig.2. Deformada sin giro

De acuerdo con la figura 2:

Sy =0
5,5 =02

Con lo cual, si se escriben las ecuaciones elasticas:
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me 2L (0 s )+6E1§\/5_12><42
ba 4\/5 b (4\/5)2 12
_3EI  3EIS +12><42

m,

c 4 ¢b 16

=0,7071E1¢p, +0,26517E16-16

=0,75E1¢, —0,1875E15 +24

Sumando e igualando a cero
1,4571E1 ¢, +0,07767TE15+8=0 (a)
Lo cual constituye la primera ecuacion.

Ademas,

m = 2EL, L OEISN2 12x4°
ab 4\/5 b (4\/5)2 12

=0,3536E1¢, +0,26517EI5 +16

Aislando la pieza BC 'y tomando momentos respecto a O (figura 3):

2

0, N2 +m, +12><47=0

(0]
a
s
4 |
/
p=12kN/m
B~ C
/ ‘
my,. \ QCB
Qga

NBA

Fig. 3. Equilibrio de la barra BC

Teniendo en cuenta que por equilibrio de la barra AB
QBA4\/§+mab +m,, —48x2=0
Se obtiene la segunda ecuacion:
0,3107El¢p, +0,71784E16-216=0 (b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtiene:

Mpa = 50,74 kNm ; mpe = -50,74 kNm ; ma, = 90,53 kNm
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En la figura 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores
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Problema 11.87 Dada la estructura que se representa en la figura 1, se desea hallar
las leyes de esfuerzos.

p=12kN/m

4m

-

4 m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.87

Solucion

La estructura es intraslacional, por lo que si se utiliza el método de las
ecuaciones elasticas, la tnica incognita sera el giro en B

2FE]
m =——(2¢, +0
W=y /—2( 3 )
3E] 12 x 4*

My == gy =0T5E L g, +24

2
24 6 9071E10,-16

Sumando e igualando a cero:

1,4571E1 ¢, +8=0
E1 g, =-5,4904

y sustituyendo

m,, =—0,7071x5,4904 -16 = —19,88 kNm
m,, =—0,75%5,4904 + 24 =19,88 kNm

y ademas:
2
m, =2EL, L1244 06 km
42

En las figuras 2, 3 y 4 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos
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19,88

® yom,

1] 7

@

\ 19,03 kN
15,09
kN xm
54,63 kN
t76,97 kN
Fig.2. Ley de momentos flectores y reacciones
19,03
Q
N
N3

ST %
il

S 28,97

Fig.3. Ley de esfuerzos cortantes

. 54.43
2 1]
m

7

Fig 4. Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.88 La estructura que se representa en la figura 1, esta sometida a un
incremento de temperatura t en sus fibras exteriores y —t en sus fibras interiores.
Tanto para la pieza AB como para la BC las secciones son rectangulares de ancho b y
2b respectivamente y canto h en ambas vigas. Se supone que la variacion térmica es
lineal en el interior de la seccion recta. Conociendo el coeficiente de dilatacion lineal
a se desea hallar las leyes de esfuerzos.

21 %}/ﬁ

I a
A
7;/; —e
| - |

Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.88

Solucién

Para una viga biempotrada sometida a una variacion térmica como la indicada en
la figura 2.a el momento de empotramiento perfecto vale:

2F T at
h

m=

Para un viga empotrada y apoyada el momento de empotramiento valdra

3Elat
h

JE¢

m=

Zzz
|

2
l

~
4»—:/1-4
| §—~
7z

—
o

L
Fig.2 Vigas biempotrada y empotrada y apoyada sometida a variacion térmica.
Escribiendo las ecuaciones elasticas para las vigas 4B y BC que concurren al punto B:

29, +0)+’/hba = 4E1¢b + 2Eh10!f
a

2E1
=25l

mba
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3E(21) _ 3EI  3EQDat
== @My, = @y —

¢ 2a a h

m,

Sumando e igualando a cero:

TEI  4Elat

0
a e h
Es decir:
L 0574 212!
a
Y sustituyendo:
m, =(4x0,5714+2) ZLAL _y 9 ELa
m,, =(3x0,5714-6) Elh‘)":—4,29 Elat
mab:2E1¢b_2E2at:_O’8572 Elat
a

En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores

4,29 Elat/h

(D)

4,29 Elat/h

\‘d]j‘\

77 0.8F12 t/i

Fig.3 Ley de momentos flectores

%

925
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Problema 11.89 La estructura que se representa en la figura 1, estda sometida a un
incremento de temperatura t en sus fibras exteriores y —t en sus fibras interiores.
Tanto para la pieza AB como para la BC las secciones son rectangulares de ancho b y
2b respectivamente y canto h en ambas vigas. Se supone que la variacion térmica es
lineal en el interior de la seccion recta. Conociendo el coeficiente de dilatacion lineal
a se desea hallar las leyes de esfuerzos.

B C .
Z 2
7
1 a
A
7 -
i - |

Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.89

Solucién

Para una viga biempotrada sometida a una variaciéon térmica, el momento de
empotramiento perfecto vale:

2ETat
h

m=

Para un viga empotrada y apoyada el momento de empotramiento valdra

3Elat
h

m=

Por otra parte, el punto B se movera horizontalmente. Supdngase que una cantidad &
hacia la izquierda.

Escribiendo las ecuaciones elasticas para las vigas AB y BC que concurren al punto B:

2FE1 6E1 R 4FE1 6E]1 2ETat
my, = (2¢b+0)_ 2 o+m,, = [ o+
a a a h
3E(2I) 5 3E] 3EQDat
m,. = O, —my,. = O, —
2a a h

Sumando e igualando a cero, se obtiene la primera ecuacion
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7E1(pb_6E15_4Elat:O (a)

a a’ h
Por otra parte, el esfuerzo cortante en 4B debe ser nulo, es decir:

m,, +m, =0

Y como

2F1 6E] 2FETat
mgy, = S o-—

a a h

resulta;

20
Oy =——

a

Y sustituyendo en la expresion (a) y resolviendo:

EI  Elat
a e h

ETl Elat
—25=0,5 @
a

Con lo cual,

Elozt_3 Elat

m,, =(4—6x0,5+2)

h
Elat Elat
~(3-6 =3
me=(3-6) = h
m, =(2-6x0,5-2)Z1 4 _ 3 E;“t

En la figura 2 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores

T
T3
3Elat/h f——
— 7 ~—
o~
7 3Elat/h

Fig.2 Ley de momentos flectores
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Problema 11.90 La estructura que se representa en la figura 1, esta sometida a un
incremento de temperatura térmico uniforme de valor t. Si a es el coeficiente de
dilatacion lineal, se pide

- Hallar las leyes de esfuerzos.

- GiroenByenC.

21 %}/7%

1 a
A
/4 T
| - |

Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.90

Solucién

La estructura es intraslacional, por lo que las traslaciones del punto B son
conocidas.

AL,=al t=aat=k
ALy =aly, t=2aat=2k

siendo k = aat

Por efecto de la temperatura, el punto B se movera tal como indica la figura 2

ALpc

B'
AL
‘AB 5 \:

A
77

Fig. 2 Deformada (sin giro de la estructura)

Aplicando el método de las ecuaciones elasticas:
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2FE1
mb :T(2¢b +0)

a

_6EIS, 4EI  12Elk

2 @y P
a a a

_3EQ1) +3E@1yg6=3E1 b+3E1k

Moe 2a s (2 a)z a 24’

Sumando e igualando a cero

_TEI  105Elk

0 a @s a’
Es decir,
o, =15 E

a

Con lo cual, los momentos de extremo de barra valdran:

_4EI_ .k 12Elk  6EIk

m x1,5——
ba a a a’ a’
2Elp, 12EIk 9EIk
mgy, = - P =- P
a a a
El El El
mbcz3 X1,5£+1,5 2k=6 Zk
a a a a

En las figuras 3,4 y 5 pueden verse dibujadas, respectivamente, las leyes de momentos
flectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles.

6 Elk /a’
6 Elk /a? gﬂ‘?\
S -

9 Elk/a?

Fig. 3 Ley de momentos flectores
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tf 3 E1k/a®
CLLTT T TITTIT T IO LTI IaT T

7

——
15EIk/a® 77
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes
15 Elk/a’
_.D__
) il
= 7
3Elk/a’
=
[—
=
7

Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.91 Determinar las leyes de esfuerzos en la estructura que se representa
en la figura 1

p=12 kN/m
A 21 B 20 AT
I I il 3m
c 21 21 <3
- D 7@;
) | |

4 m 4m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.91

Solucion
Se resolvera utilizando el método de las ecuaciones elasticas.

Se observa que la estructura es una vez trasnacional, siendo B y D los inicios
nudos que pueden trasladarse, siendo esta traslacion en direccion vertical. Ademas, por
simetria

Py =—Py ; Pe =P ; 0y =0, =0

Se escriben, en primer lugar las expresiones de los momentos de extrema de
barra de las piezas que concurren en A:

2E(21)

2
(20, +0)+ 12x47 | 6E(221)

mab =

5,=2EIp,+0,75EI15+16

2E1
2B

m 20, +¢.)=1,3333E1¢p, +0,66667E I ¢,

ac

Sumando e igualando a cero se obtiene la primera ecuacion

3,3333El ¢, +0,66667 El ¢, +0,75EI 6 +16=0 (a)

Para las barras que concurren en C se escribe

m, = %(2 . +¢,)=0,66667El o, +13333El g,
y :%(2% +0)+%221) 8y =2Elp, +0,15El &
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Sumando e igualando a cero se obtiene la segunda ecuacion

0,66667 EI ¢, +3,3333El ¢, +0,75E[6 =0 (b)
Puede observarse que en las expresiones anteriores se ha escrito

0,=0,=0

La tercera ecuacion se obtendra realizando el equilibrio de esfuerzos cortantes (figura 2.
Se dibujan tnicamente los cortantes)

Qba Qba
B

Qdc Qdc

D

Fig.2 Equilibrio de esfilerzos cortantes

Por equilibrio:
Qba + Qdc = 0 (C)

Por equilibrio de las barras AB y CD:

d1
0, =24~ " Ma _oy 075E1p —0375EIS (@)
+ d2
0, = —% = —0,75El ¢, —0375El 5 (d2)
Sustituyendo en (c) se obtiene la tercera ecuacion
Elp,+Elp, +EIS =32 (e)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

Elp, =-158
Elp, =-9,8
EI6=57,6

Con lo cual, los momentos de extremo de barra valen:
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m, =27,6kNm m,, =11L4kN m
m, =-27,6kNm m,, =-23,6kNm
m,, =23,6kNm m,, =33,4kNm

En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos

27,6

>x

L,19m |

76 V)

B
@ | [
N ’6@) 19,86

Jany
=
N

@O

}H)/

i
|

& s ry

334

Fig.3 Ley de momentos flectores

33,75

{lf

17

fJt
14,25
==

|

Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes
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%k&

48

-
LTl

17
. +

* 57
2 T
ff T %
17

Fig.5 Ley de esfuerzos axiles
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Problema 11.92 Hallar las leyes de momentos en la estructura que se adjunta en la
figura 1

F B C
[=00
&
45°
A
7 2
I

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.92

Solucién

La estructura es una vez trasnacional. Por otro lado, el centro de rotacion de la barra BC
estara situado en el punto / (figura 2). Ademas al ser dicha barra infinitamente rigida los
giros de By C seran iguales, verificandose que

BB _cC
Py = P¢ 17 IC
Es decir:
5, =BB'=420
S,y =CC'=40
I
//1\
/, A
// [\
P
i Fo)
7y |\
F B c\C

IB=4V2m
IC=4m

;D
7

Fig.2 Deformada de la estructura
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Las ecuaciones elasticas para las barras AB 'y CD se escriben:

mba=%(2¢B+0)+%=%9+6Z$/)§9=2%9 (a1)
maf%(o+%)+6(fj/§jf :275%61(?:/2/)?9:2\%9 (a2)
m, =%(2¢C+0)+%=E10+6Ei240=5519 (a3)
mdc=£(0+¢C)+%=%6’+6EL49:2E19 (ad)

De acuerdo con la figura 3 el equilibrio de esfuerzos cortantes vendrd dado por la
expresion (tomando momentos respecto a I):

4F—4\/§QAB_4QCD_mba_mcd =0 (b)
y por equilibrio de las barras 4By DC

— mab +mba

05 W (01)
m,, +m,

QCD:% (02)

1

//l

P

s/ |

/ I

|

|

F o
/
L J
BA
Npa "Qas 4—1— Qep

NCD

Fig.3 Equilibrio de cortantes

Sustituyendo las expresiones (a) y (c) en (b) se tiene:

EI0=0334735F (d)
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Con lo cual, sustituyendo en (a) se tienen los momentos de extremo de barra

m, = —>_x0334735F = 0,5917 F
242

m, = % 0334735 F = 04734 F
5

My =2 0334735 F = 08368 F

m, =2x0,334735F =0,66947 F

En la figura 4 puede verse dibujada la ley de momentos flectores.

0,84 F

[0 084 F

Fig.4 Ley de momentos flectores
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Problema 11.93 Determinar las leyes de esfuerzos en la estructura que se representa
en la figura 1. Todas las barras tienen la misma inercia y se desprecia la deformacion
por esfuerzo axil.

p=15kN/m
A C —e
B
4 m
D E —+
4m
Bl
Al C' —=
p=15kN/m

-

I

*

-

6m 6m

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.93

Solucion

La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y respecto a un eje
vertical. Por ello:

¢B:¢B':¢D:¢E:0
Py=—"0c =0y =Pc

Los puntos B y B' se moveran solo verticalmente. Los puntos D y E se
moveran solo horizontalmente. Llamando o, al movimiento vertical de B y 6, al

movimiento horizontal de D, y teniendo en cuenta que el centro de rotacion de la barra
DBestaen A se tendré (figura 2)

es decir
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b

SDI

Fig. 2. Relacion entre los movimientos en D y en B

Primer procedimiento.  Se utilizaran las ecuaciones elasticas. En la figura 3 puede
verse la deformada (sin giros) de la estructura

>
o]
@)

/\

dp

A B' C

Fig. 3. Deformada sin giro

Aplicando las ecuaciones elasticas a las barras que concurren en el nudo 4 se tendra

2
My, =2—§1(2% +0)+ 15;(26 + 6E6€53 =§E1¢)a +45+%5B =

2 El
=—FElp +45+—0
3 ¢a 4 D

2E1 El EI
m,, ZT(z(p“ +0)+0+2—25D =Elg +3T5D

a

Sumando, e igualando a cero, y teniendo en cuenta la relacion (a)

5 5
—EI —EI 45 =
3 (pa+8 0,+45=0 ()

Por otro lado, se aisla el trozo ABD de estructura, tal como se indica en la figura 4.
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940

p=15kN/m

M

Fig. 4. Parte de la estructura
Tomando momentos respecto al punto A4 se obtiene;
M,+M,-270=0
La expresion anterior puede desarrollarse escribiendo

M,=m, +my,

M, =m,, +m,,

A su vez
2F 1 6L 1 EI El
my, =—N0+¢, )+ —0,=—¢, +3—0
da 4 ( u) 42 D 2 ¢a 8 D
2F1 6E1
m, =——(0+0)+——05,, =0,208E 16
db m( ) 42+62 BD D

(en la expresion anterior se ha tenido en cuenta que 0,, =1,80285,))

m, :—2E1(0+

a

15x6°> 6EIS, EI EI
-~ + =—@ —45+—6
2=, 36 3 3 "

My, =My,

Sustituyendo las expresiones anteriores en (d) y éstas a su vez en ( ¢ ) se obtiene

0,8333E1¢, +1,041E16, =315

(/)

Las expresiones (b) y (f) forman un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas. Resolviendo:

El¢, =-200,72
El6, =463,27
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A partir de los valores anteriores se obtienen los momentos de extremo de barra:

=27 kNm

m, = g(— 200,72)+ 45+ 463,27
“ 3 4

m,, =—200,72 + % x 463,27 = =27 kNm

m,, =— 202’72 —45+ 463,27 _ 3,.91kNm
m,, = 0,208 x 463,27 = 96,36 kNm
m,, =-— 202’72 + % x 463,27 =73,37 kNm

m, =m,, =96,36 kNm

Segundo procedimiento. Se separa el cuadrilatero exterior del cuadrilatero interior
(figura 5)

p=15kN/m
A C
B
D |—-—— —1 F
F2 F2
Fl
B|
A' c
p=15kN/m
+
B
F2 F2
Bl
F

1

Fig.5. Separacion del cuadrilatero exterior del cuadrilatero interior.
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Los valores de F; y F, se obtendran de igualar movimientos en ambos cuadrilateros.

a) Cuadrilatero exterior: Escribiendo las ecuaciones eldsticas en las barras que
concurren en el nudo A4 se tendra:

_2121(2 ~ )15x122_le12 El

m“"_T 0, -, )+ 12 2 =?(pa+180—1,5Fl
My =2—§I(2¢a ~9.)+ Fzgxg :%% +F,
Sumando e igualando a cero:
0,41666E1¢p, —1,5F, +F, +180=0
Es decir:
m, =—09F —04F, +108 (h1)
m,_.=0,9F +0,4F,—108 (h2)

Las flechas de los puntos B y D valdran respectivamente:

Elv, =2106-198F, +7,2F, (positivo hacia el interior)
Elv, =-864+7,2F,-7,4666F, (positivo hacia el interior)
b) Cuadrilatero interior: Se aisla la barra DB (figura 6)

My
B

s

F,/2

2

Fig. 6. Barra BD aislada
Por equilibrio

H=F,)/2
V=F|2
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Los momentos m, y m,, en B y D deben ser iguales ya que el giroen D yen B es
nulo. Por equilibrio de momentos:

my, =m, =15F —F, (l)

Los movimientos en B y D del cuadrilatero interior pueden obtenerse aplicando el
teorema de Castigliano. Si W es la energia elastica de todo el cuadrilatero se tendra

LW gy, My ds
2

vV, =——— =
* 2 0F 7 OF EI
boleWo gy oM, ds
D~ - S

20F, 2 OF, EI

El término 5 proviene de que el teorema de Castigliano proporciona el movimiento

relativoentre B yB'y Dy E.

ElIv,=10,8166F —7,21108 F, (j1)
Elv,=-7,21108F +4,807F, (j2)

Igualando los movimientos dados por (%) con los dados por (j), y resolviendo el
sistema de ecuaciones se tiene

F, =79,70kN
F, =23,18kN

Con lo cual, a partir de (i)
my, =m,; =1,5x79,7-2318=96,37kNm

Los momentos en los extremos de barra que concurren en 4 se obtendran a partir de las
expresiones (/)

m, =-0,9%79,70-0,4x 23,18 +108 = 27 kNm
m,, =0,9x79,70+0,4x 23,18 =108 = =27 kNm

Los momentos 2, y m,, se obtienen a partir de (7)
m,, =my =1,5x79,70 -23,18 = 96,37 kNm

En la figura 7 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores
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3,34 m

96,36

73,37

Fig. 7 Leyes de momentos flectores.
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Problema 11.94 En el portico a dos aguas que se representa en la figura 1, se desean obtener
los momentos de extremo de barra

p=4 kN/m

¢ —e

3m
1 1

B B

1 1 4m
AV
7/

N Ls
4»—&1

>
.

6m 6m i

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.94

Solucion

La estructura es una vez traslacional y simétrica respecto a un eje vertical. En la figura 2
pueden verse los movimientos de los nudos.

N\ L
\%'f

7

Fig.2 Movimientos de los nudos

De acuerdo con la figura 2
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Las ecuaciones elasticas se escriben:

El
,mb:Egi@¢a+¢Q—§——§2L=0§E1¢b—quE15
2E1 6ELS
Moo ==, 200 +0,) == s =E L9, ~03TSELS

2E1 . 6EIS
My, = e (200, + @, )+ 1ty + = -=05963EL @, +12+0,2981E15
V62 +3 6" +3

2F]T 6EIS
m, =——(2¢p + +m, +—2< =02982FE1¢p, —12+02981E165
cb \/m( P, (/7b) be 6% +3° @y,

Por equilibrio, m,, +m, =0, es decir:
1,5963 EI ¢, —0,0769E 106 +12 =0

A partir de la figura 3, tomando momentos respecto al punto O se obtiene la segunda
ecuacion

4 kN/m

0 C Ecb

Fig.3 Equilibrio de esfilerzos cortantes
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4x6

mcb _mba +3Qba - 2

0

Es decir:

1,8268 EI ¢, —1,L2356 EI 5 +84 =0

Resolviendo el sistema

Elp, =-4,5677 EI156=6123

y sustituyendo en la expresion de los momentos

m, =-25,25kNm
m,, =-27,52kNm
m,,. =27,52kNm
m,, = 4,89 kNm

947
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Problema 11.95 En la estructura que se representa en la figura 1, determinar y dibujar las
leyes de momentos flectores

24 kN/m

Bmcg‘

12m

A
777
|

N
4>—§IU
|

8m

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.95

Solucion

Se aplicara el método de las ecuaciones elasticas. Al ser el portico intraslacional y
simétrico:

2E1 A 2E1

mbc' :T(2¢b+¢c)+mbc ZT(zwb_¢b)+80
2E1 . 2FE1

mba :T(zwb-i_goa)-i_mba :T(2¢b+0)

La suma m,, +m,, debe ser 0, es decir:

2FE1 4FE]
0=—— 0, +——@, +80
3 @) D @y

De donde se obtiene

EI g, =—137,14

Los momentos de extremo de barra valdran:

2F1 R 2FE1
m,, :T(ZQI +(Pb)+mab :T(Db =-229kNm
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my, :£-2¢b =-457T kN m
12
2E1
m,, R @, +80=45,7kNm

En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores

457 45,7

™ O

45,7 45,7

¢
1]
@

82,3

7\ .\
— —
AN A

77229 22,9 7
kNx m

Fig.2 Ley de momentos flectores
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Problema 11.96 En la estructura que se representa en la figura 1, determinar los momentos
de extremo de barra

6 kN 3 kN/m
B C
41 3,251 >
21 I 15m
A
7 D —
” v
| | | |
i 8m i 8 m i 12m !

Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.96

Solucion

El portico es intraslacional, y se resolvera utilizando el método de las ecuaciones
elasticas

2E(21 R 8E1
mba :%(2¢b+¢a)+mba :? ng
mbc :%641)(2¢b +¢c)+rhbc :Elgob + E]2¢L +12
mcb :#(2¢c+¢b)+mcb:%+£;]¢c_lz
. :3E(3,251)¢ v JYT5Ele.
ce 12 ¢ ce 12
3E] _ 3E]
mcd = _—(Dc

— @, +m,, =
1 5 ¢c cd 1 5
Teniendo en cuenta que:

m,, +m, =0

m,+m,+m, =0

se obtiene el sistema de dos ecuaciones:
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1,5333E1¢p, +05EI¢p, +12=0
0,5EIp, +2,0125E ¢, +42=0

Sistema que resuelto:

Elg, =-11108
Elg, =-20,5936

Sustituyendo en las expresiones correspondientes se obtienen los momentos de extremo
de barra

m,, =—0,296 kN m
m,, =—0,592kN m
m,, =0,592kN m
m,, =-331kN m
m,, =—412kNm
m,, =373kNm
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Problema 11.97 En el portico que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las leyes de

momentos flectores

40 kN
~|Is C
12m
18 m
A
D 777
D
7
¥ 15m '
Fig.1 Portico correspondiente al problema 11.97
Solucion

El portico es una vez traslacional. Los puntos B y C pueden trasladarse horizontalmente
la misma magnitud 6 (figura 2)

)

1, e

D
7
Fig.2 Traslaciones
Las ecuaciones elasticas se escriben:
m _2E1(2 N )+ﬁ1 +6E15_2EI +6E1
ab 12 @, T ¢, ab 122 B Dy, 144
2F1 . 6F1 4FE ] 6E1
mba= (2(0b+(0a)+mba+ 52 ¢b + 5

12 12° 12 144
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my, :21—2[(2@b+¢c)+ﬁ1bc = 4E;g¢b +2Ei§¢c

my, =22l g, + )+, = 2L o +2EL,
@5 e ¢~ 15 15 ¢

o 2Bl oy (OEIS _AElg. GEIS
« T Tpg T «“ T g2 18 324

md,=2ﬂ(2¢d+¢,)+md,+6m5= 261 GEIS
T ARCTS 18 77 324

Por equilibrio en los nudos By C

m,, +m, =0

m,+m., =0
Y sustituyendo se obtienen las dos primeras ecuaciones

0,6E1¢, +0,1333E1¢p, +0,041667E156=0
0,1333E1¢, +0,489E1¢p, +0,01852E16=0

La tercera ecuacion se obtendra realizando el equilibrio de esfuerzos cortantes (figura 3)

40 kN
JRE cl
—_— Qba —_— ch
my, mey
Nba ch
Nba ch
mba/’\ mcdft\
Qpy—— Qeg——
B C
A
\/mab
Nab D

Fig.3 Esfuerzos en extremo de barra
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Por equilibrio de fuerzas horizontales en el dintel:
0, +0.,+40=0

EI
0,5Elp, +—0
~ (3 12

__mba +n/lab —

Ora 12 12
Elp. EI
ik AN

Q :_mcd+mdc:_ 3 27

«d 18 18

O sea:

0,0416667El¢p, +0,018519EI¢p_ +0,009E16 =40

Lo cual constituye la tercera ecuacion.

Resolviendo:
Elp, =—-439
Elp, =-136,2
El6 =-6757

Y sustituyendo en las expresiones de los momentos:

m, =208,4 kNm
m,, =135,2 kNm
m,, =—135,2 kNm
m, =-94,7 kNm
m, =94,7 kNm
m, =110 kNm

954



