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Problema 1.1. Dado el tensor de tensiones (las unidades son MPa), 
 

 









30075

75120
T  

 
determinar los planos en los cuales las tensiones tangenciales son nulas (planos principales). 
Hallar asimismo el valor de las tensiones normales en dichos planos (tensiones principales). 
 
 

 
 

Fig. 1 Tensor de tensiones 
 
Solución 
 
Obsérvese la figura 2 en la cual un rectángulo elemental de dimensiones dz1 , dz2 se corta por un 
plano AB de cosenos directores N=[l,m]t siendo l = cos α , m = sin α. Haciendo el equilibrio de 
fuerzas en dirección N y en la dirección normal a N, se tiene respectivamente 
 

.
0cossincossin

0sincossincos

21

211









OAOAOBOBAB

OAOAOBOBAB
  

 
es decir, 
 








2cos2sin
2

2sinsincos

12

2
2

2
11







 

 

Haciendo en las anteriores ecuaciones 0  se obtiene el valor del ángulo αp correspondiente 
al plano principal, 
 

375,0
300120

7522
2tan
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Fig. 2. Tensiones en un plano cualquiera 

 
 

375,0
300120

7522
2tan

21











 p  

 
º83,91 p  

º17,802 p  

 
Por lo que respecta a las tensiones, sustituyendo en el valor de    se obtiene 
 

MPapI 99,132)83,92sin(75)83,9(sin300)83,9(cos120)83,9()( 22
1  

MPapII 99,312)17,802sin(75)17,80(sin300)17,80(cos120)17,80()( 22
2  

 
En la figura 3 pueden verse representados los valores anteriores. 
 
 

 
Fig. 3 Planos y tensiones principales 
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Problema 1.2. En el estado de tensión plana representados en la figura 1 determinar: 
 

a) Tensiones que actúan sobre el plano AB 
b) Direcciones principales 
c) Tensiones principales 
  

 
Fig. 1 Estado de tensión plano 

 
 
Solución 
 
a) Las tensiones     y    sobre el plano AB valdrán, (ver problema 1.1) 
 

MPa51,19)302sin(1530sin1030cos40 22   

MPa49,20)302cos(15)302sin(
2

4010



  

 
Sobre el plano CD: 
 

MPa49,30)1202sin(15120sin10120cos40 22   

MPa49,20)1202cos(15)1202sin(
2

4010



  

 
b) A partir de los resultados obtenidos en el problema 1.1 
  

1
1040

152
2tan 




p  
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º5,221 p  

º5,672 p  

 
 
c) Se obtendrán las tensiones principales 
 

MPaI 21,4615
2

1040

2

1040 2
2







 




  

MPaII 79,315
2

1040

2

1040 2
2







 




  

 
En la figura 2 pueden verse representados los planos y las tensiones principales. 
 

 

 
 

Fig. 2 Tensiones y planos principales correspondientes al problema resuelto 1.2 
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Problema 1.3 Con respecto a la pieza en tensión plana que se indica en la figura.1, 
determinar el tensor de tensiones. 
 
 

 
 

Fig.1 Pieza sometida a tensión plana correspondiente al problema resuelto 1.3 
 

Solución 
 
Partiendo de los resultados obtenidos en el problema 1.1 
 

)702sin(70sin2070cos50 22
1    

)702cos()702sin(
2

20
10 1 


 


 

 
 
Resolviendo el sistema anterior, 
 

MPa51,1211   

MPa43,72  
 
El tensor de tensiones se escribirá por tanto 
 











2043,72

43,7251,121
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► Problema 1.4  El elemento plano de la figura 1 está sometido a las tensiones que se 
indican. Hallar: 
 
-Tensiones sobre un plano cuyo vector normal forma 70º con el eje z1. 
-Tensiones principales 
 

 
 

Fig.1 Tensor de tensiones 
 
Solución 
 
Se desea obtener la tensión normal    y la tensión tangencial    en el plano AB representado 
en la figura 2 
 

 
 

Fig 2 Tensiones en un plano inclinado AB 
 
Por equilibrio de la laja 
 

 2sinsincos 2
2

2
1   

MPa02,21)702sin(2470sin3270cos70 22   




 2cos2sin
2

12 
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MPa17,6)702cos(24)702sin(
2

7032







 

  

 
Análogamente, los planos principales se obtendrán a partir de 
 

26,1
3270

2422
2tan

21










 p  

 
Es decir, 
 

º82,251                                                    º82,1152   
 
y las tensiones principales 
 

MPaI 61,81)82,252sin(24)82,25(sin32)82,25(cos70 22   

MPaII 39,20)82,1152sin(24)82,115(sin32)82,115(cos70 22   
 
En la figura 3 pueden verse representadas las tensiones principales 
 
 

 
 

Fig. 3 Planos y tensiones principales 
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► Problema 1.5 En un determinado punto en el cual el estado de tensiones es plano, los 
planos principales forman un ángulo de 76,35º y 166,35º (medidos como el ángulo que forma la 
normal a dichos planos con el eje z1), valiendo las tensiones principales 50,89 MPa y -18,89 
MPa. Determinar el tensor de tensiones. 
 
 
Solución 
 
El estado de tensiones es el representado en la figura 1 
 

 
Fig.1 Planos y tensiones principales 

 
 
El tensor de tensiones T’ en los ejes principales 1z  y 2z  se escribe 
 

 










89,180

089,50
 

 
El tensor Т’ puede obtenerse supuesto conocido el de tensiones Т (referido a los ejes z1 y z2) 
mediante un cambio de base 
 

Т’= Р  Т  РT 

            
Siendo Р la matriz de cambio de base 
 

 Р = 







 35,76cos35,76sin

35,76sin35,76cos
 

 
por lo que 
 

 Т= РT  Т’ Р 

 

 

es decir : 
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MPa

































 


4716

1615

35,76cos35,76sin

35,76sin35,76cos

89,180

089,50

35,76cos35,76sin

35,76sin35,76cos

 

En la figura 2 puede verse representado el tensor de tensiones 
  

 
Fig.2 Tensor de tensiones 
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Problema 1.6 En un determinado estado plano de tensiones, se sabe que MPa401   y 

MPa252  . Sabiendo que en un plano cuya normal forma 30º con el eje z1 la tensión 

tangencial vale -1,50 MPa, determinar el valor de la tensión tangencial   del tensor de 
tensiones. 
 
Solución 
 
El estado de tensiones puede verse representado en la figura 1 
 

 
 

Fig. 1 Estado de tensiones 
 
Por equilibrio de la laja se sabe que 
 




 2cos2sin
2

12 


  

 
y sustituyendo 
 

-1,5 =    302cos302sin
2

4025


   

 
Es decir: 
 

MPa10  
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► Problema 1.7 En el problema 1.4 determinar el valor de la tensión tangencial máxima, 
plano en el que se produce y valor de la tensión normal en este plano.  
 
Solución  
 
En un plano cualquiera, las tensiones valen: 
 

 2sinsincos 2
2

2
1   

 2cos2sin
2

12 


  

 

y derivando el valor de ' con respecto a  e igualando a cero, 
 







2sin22cos2
2

0 12 





d

d
 

 
Es decir: 
 

791,0
242

7032

2
2tan 12 











  

 
º18,191   

º18,1092   
 

      MPa61,3018,192cos2418,192sin
2

7032
1 


   

      MPa61,3018,1092cos2418,1092sin
2

7032
2 


   

 

 
Fig. 1 Tensiones en los planos de tensión tangencial máxima 

 
 
y las tensiones normales 
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        MPa5118,192sin2418,19sin3218,19cos70 22
1    

        MPa5118,1092sin2418,109sin3218,109cos70 22
2    

 
En la figura 1 pueden verse representadas las anteriores tensiones en los planos dados por 1  y 

2  
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Problema 1.8  En la laja de la figura 1 se conocen las tensiones que allá se indican, 
determinar el tensor de tensiones así como las tensiones   ,    y   . 
 

 
Fig.1 Tensiones en una laja 

 
Solución 
 
Del tensor de tensiones se conocen dos componentes 
 

MPa202                y              MPa25  
 
Por otro lado, la normal al plano AC tiene por componentes 
 

 
2

2
225cos l  

 
2

2
225sin m  

 
y como la tensión normal al plano AC vale 50 MPa , puede escribirse 
 

 2252sin225sin225cos50 2
2

2
1    

 
y sustituyendo, se obtiene 
 

MPa701   
 
Obtenido el tensor de tensiones, los valores   ,    y    se obtienen simplemente por 
equilibrio 
 

MPa15,24  ;     MPa47,51  ;     MPa45  
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Problema 1.9 De un determinado estado tensional plano se sabe que: 
 

 Para un plano cuya normal forma un ángulo de 30º con  z1 la tensión normal vale 94,2 
MPa 

 Para un plano cuya normal forma un ángulo de 45º con z1 la tensión normal vale 75 
MPa 

 Para un plano cuya normal forma un ángulo de 60º co z1 la tensión normal vale 69,2 
MPa 

 
Hallar el tensor de tensiones 
 
Solución 
 
Los planos que se indican pueden verse representados en las figuras 1 a)  b)  y  c) 
 

 
 

Fig. 1 Tensiones en diferentes planos 
 
Si se conocen los valores del tensor de tensiones 1  ,  2   y     las tensiones en un plano 
cualquiera valen (ver ejercicios anteriores) 
 

 2sinsincos 2
2

2
1   

 
y sustituyendo para º30  ,  º45  ,  y  º60  
 

60sin30sin30cos2,94 2
2

2
1    

90sin45sin45cos75 2
2

2
1    

120sin60sin60cos2,69 2
2

2
1    

 
con lo que 
 

MPa1501     ,     MPa1002     ,     MPa50  
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Problema 2.1 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos de la ménsula de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pieza recta correspondiente al problema 2.1  

 
 
Solución 
 
Las reacciones valdrán  FVB  ; aFM B  . 
Para determinar las leyes de esfuerzos, se corta idealmente la estructura por un punto arbitrario 
C de abcisa x1 (Fig. 2). La fuerza resultante será vertical e igual al cortante, mientras que el 
momento de las fuerzas situadas a la derecha de C valdrá )( 1xaFM f  . Las leyes de 

esfuerzos serán por tanto 
 

FQ   

)( 1xaFM f   

 
Dichas leyes pueden verse representadas en las figuras 3.a)  y 3.b), respectivamente. 
 

 
 

Fig. 2 Corte por C en  la estructura de la figura.1 
 
 

 
 

Fig. 3 Leyes de esfuerzos.  a) Esfuerzos cortantes  b) Momentos flectores 
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Problema 2.2 Determinar las leyes de esfuerzos en la pieza de la figura 1 
 

 
Fig .1 Viga biapoyada del problema 2.2 

 
 
Solución 
 
Por equilibrio, se obtienen los valores de las reacciones en A y B 
 

pLRA 5,0  

pLRB 5,2  
 
Cortando idealmente la pieza por un punto situado entre B y C, y de coordenada x1 los esfuerzos 
valdrán 

     LpxLM
C

Bf 13   

   LpQ
C

B
  

   0C

B
N  

 
 

 
Fig. 2 Leyes de esfuerzos.  a) Momento flector.  b) Esfuerzo cortante. 
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Cortando nuevamente la pieza por cualquier punto entre A y B y de coordenada x1 se obtiene 
 

      Lxp
x

pRxLp
xL

LpxLM B

B

Af 1

2
1

1

2
1

1 5,0
2

2
2

2
3 


  

 

  11 5,02 pxpLxLpRpLQ B
B
A     

 

0B
AN  
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Problema 2.3 En la viga de la figura 1 hallar las reacciones y dibujar las leyes de momentos 
flectores y de esfuerzos cortantes 
 

 
 

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.3 
 
 
Solución 
 

 
 

Fig. 2 Reacciones 
 
 
Reacciones: 
 
Dado que el momento flector en C es nulo, 
 
  kNVVM DDCf 309030   

 
Por otro lado, tomando momentos en A: 
 

  090147
2

7
200

2

DBA VVM  

 
La suma de fuerzas verticales debe ser nula,  
 

kNVB 86,22  
 

  kNVF AV 14,873086,227200  

 
Con los valores anteriores pueden dibujarse las leyes de esfuerzos 
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Fig . 3 Leyes de esfuerzos correspondientes al problema 2.3 

a) Ley de momentos flectores. b) Ley de cortantes 
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Problema 2.4 Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos en la viga que se representa en la 
figura 1 

 
 

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.4 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 

 
Teniendo en cuenta que los momentos flectores en C y B son nulos, se obtienen las reacciones 
en A y en B. 
 

  kNRRM AABf 5005
2

5
5200   

 
Por otro lado, tomando momentos en C 
 
  kNRRRM BABCf 5005,75201050   

 
Por equilibrio de fuerzas verticales se obtiene el valor del cortante en C. 
 

kNQQ CC 400405205050   

 
Del mismo modo, tomando momentos en E, se hallan las reacciones RD , RF y MF. 
 
  kNRRM DDEf 11004402600   

     kNRQRR FCDF 700   

      

  kNMMM FFEf 28004700   

 
 
Con los valores anteriores pueden dibujarse las leyes de esfuerzos (figuras 3 y 4) 
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Fig. 3 Leyes de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Esfuerzos cortantes 
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Problema 2.5 En la viga de la figura 1, hallar las reacciones y dibujar las leyes de momentos 
flectores y de esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema resuelto 2.5 

 
Solución 

 

 
Fig. 2 Reacciones 

 
Dado que el momento flector en G es nulo: 
 
  kNRRM HHGf 33,530648100   

 
Por equilibrio de fuerzas, se calcula el valor del cortante en G :  QG = 26,66 kN 
 
Tomando momentos en C: 
 
  012961063020  GFDCf QRRM  

    
kNR

R

B

B

120

036203




 

 
La suma de fuerzas verticales debe ser nula, 
 

  01410506200 HFDBv RRRRF  

 
kNRF 166,154  

kNRD 5,17  
 
Con los valores anteriores pueden dibujarse las leyes de esfuerzos 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig. 4 Ley de cortantes 
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Problema 2.6 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en la viga de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.6 

 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 

 
Teniendo en cuenta que los momentos flectores en E y F son nulos, se obtienen las reacciones 
RG y RI. 
Del mismo modo, tomando el momento en B igual a cero, se obtiene la reacción en D y a partir 
del equilibrio global se obtiene la reacción en A y el momento MA. Es decir, 
 
RI = -15 kN 
RG = 135 kN 
RD = 130 kN 
RA = 100 kN 
MA = -200 kNm 
 
En las figuras 3 y 4 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores y de esfuerzos 
cortantes. 
 

 
 

Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Fig. 4 Esfuerzos cortantes 
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Problema 2.7 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar: 

 Ley de momentos flectores 
 Ley de esfuerzos cortantes 
 Reacciones en A y D 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.7 

 
 
Solución 
 
Teniendo en cuenta que los momentos flectores en C y E son nulos, se obtienen las reacciones 
en D y F. Las reacciones en A y B se obtienen a partir del equilibrio global de la estructura. En 
la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones. 
 

 
Fig. 2 Reacciones 

 
 
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores y las de esfuerzos 
cortantes. 
 

 
 

Fig. 3 Leyes de esfuerzos: a) Ley de momentos flectores  b) Ley de cortantes 
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Problema 2.8 En la estructura que se acota en la figura, hallar y dibujar las reacciones y las 
leyes de esfuerzos. 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al ejercicio 2.8 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 

 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.9 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar: 
 

1. Ley de momentos flectores entre C y G 
2. Ley de esfuerzos cortantes entre C y G 
3. Reacciones en A y D 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.9 

 
 
Solución 
 
 

 
Fig. 2 Reacciones 

 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
 

Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.10 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar y dibujar: 
 

1. Reacciones 
2. Ley de momentos flectores 
3. Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.10 

 
 
Solución 

 
Fig. 2 Reacciones 

 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores (unidades kNm) 

 
 

 
 

Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes (unidades kN) 
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Problema 2.11 Determinar las leyes de esfuerzos de la estructura de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema resuelto 2.11 

 
 
Solución 
 

 
 

Fig. 2 Reacciones y ley de momentos flectores  
 
 

 
Fig 3 Ley de esfuerzos cortantes  
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Problema 2.12 Hallar las leyes de esfuerzos en la viga de la figura 1 
 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 2.12 

 
 
Solución 
 

 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 

 
 
 

 
Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.13 Hallar las leyes de esfuerzos y las reacciones en la viga de la figura 1. 
 

 
 

Fig. 1. Viga correspondiente al problema 2.13 
 
 
Solución 
 
La reacción en F vale 
 

kNVF 25  
 
Para hallar la reacción en D se toman momentos en C :    0

cfM  

 
    03345,251054325  DV  

 
kNVD 33,58  

 
Se determinan asimismo las reacciones en A y B 
 

kNVA 17,18                             kNVB 45,41  
 
En las figuras 2 y 3 se dibujan las leyes de momentos flectores y de esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig.2. Ley de momentos flectores 
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Fig. 3. Ley de esfuerzos cortantes. 
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Problema 2.14 Hallar las reacciones y dibujar las leyes de esfuerzos en la estructura de la 
figura 1. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 2.14 

 
 
Solución 
 
En las figuras 2, 3 y 4 pueden verse representadas las reacciones y las leyes de esfuerzos. 
 
 

 
Fig.2 Reacciones 

 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.15 En la viga de la figura 1, determinar las reacciones en los apoyos así como 
dibujar las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 2.15 

 
 
Solución 
 
En las figuras 2, 3 y 4 pueden verse representadas las reacciones y las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig.2 Reacciones 

 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Fig.4 Ley de cortantes 
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Problema 2.16 En la viga de la figura 1, determinar las reacciones en los apoyos así como 
dibujar las leyes de momentos flectores y  esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 2.16 

 
 
Solución 
 
En las figuras 2, 3 y 4 pueden verse dibujadas, respectivamente, las reacciones, leyes de 
momentos flectores y leyes de esfuerzos cortantes. 

 
 

Fig.2 Reacciones 
 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.17 En la viga continua que se esquematiza en la figura 1, determinar las 
reacciones y las leyes de esfuerzos. 

 
Fig.1 Viga continua correspondiente al problema 2.17 

 
Solución 
 Las reacciones en A, D, E y G se obtendrán a partir de las ecuaciones de 
equilibrio global, y del hecho de imponer momento flector nulo en las rótulas C y F: 
 
  3205,10  Afc RM  

  GfF RM 3
2

310
0

2




  

2

1710
1017205,460

2
 EGAD RRRM  

  GEDA RRRRV 1710200  

 
De las anteriores ecuaciones se obtienen las reacciones en los apoyos: 
 

;10 kNRA   ;49 kNRD   ;116 kNRE   kNRG 15  

 
A partir de estos valores es posible determinar las leyes de esfuerzos. 
 En la figura 2 puede verse representada la ley de momentos flectores, y en la 3 la 
ley de cortantes. 

 
 

Fig.2 Reacciones y ley de momentos flectores 
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Fig.3 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.18 En la viga continua de la figura 1 dibujar: 
 

- Ley de momentos flectores 
- Ley de esfuerzos cortantes 
- Reacciones 

 

 
Fig.1 Viga continua correspondiente al problema 2.18 

 
 
Solución 
 

- La reacción en F vale  kNRF 15  

- kNRRM DDfc 900
2

9
1091530

2

  

- El cortante en C vale  kNQc 15  (ver figura 2) 

 

 
Fig.2 Esquema estático de ABC 

 
- La reacción en B vale:  kNRR BB 110620707155   

- La reacción en A vale:  kNRRR ABA 16021015   
 
En la figura 3 pueden verse representadas las reacciones 
 

 
 

Fig.3 Reacciones 
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En las figuras 4 y 5 están dibujadas las leyes de momentos flectores y de esfuerzos 
cortantes 
 
 

 
Fig.4 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig.5 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 2.19 Determinar las leyes de esfuerzos del pórtico de la figura 1 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema 2.19 
 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
Las tres ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 

- Suma de momentos respecto al punto R:   0RM  

 
  05,055,12025,15,67  TT HV  
 
es decir 
 
  75,22810  TT HV  
 

- Suma de fuerzas verticales:   0VF  

 
    5,67 TR VV  
 

- Suma de fuerzas horizontales:   0HF  

 
    20 TR HH  
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Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
La rótula en C proporciona una nueva ecuación: Suma de momentos respecto al punto C de 
todas las fuerzas y reacciones que hay en CT 
 
   020242  TT HV  

   202  TT HV  
 
Las expresiones anteriores proporcionan un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. 
Resolviéndolo: 
 
   kNVT 13,25  
 
   kNHT 57,22  
 
   kNVR 37,42  
 
   kNH R 57,2  
 
A partir de estos valores es posible obtener las leyes de esfuerzos. 
a) Momentos flectores  
 

   kNmsM T
Sf 94,840   

   kNmsM S
Cf 94,8  

   kNmsM B
Af

26  

   kNmssM C
Bf

2664,123,23   

   kNmssM D
Cf

2671,688,1   
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   kNmsM B
Rf 57,2  

 
b) Esfuerzos cortantes 
 

   kNQ T
S 94,8  

   kNQ S
C 94,8  

   kNsQ B
A 12  

   kNsQ C
B 3,2312   

   kNsQ D
C 127,6   

   kNQ B
R 57,2  

 
c) Esfuerzos axiles 
 

   kNN T
S 6,32  

   kNN S
C 65,23  

   kNsN B
A 6  

   kNsN C
B 654,14   

   kNsN D
C 63,3   

   kNN B
R 37,42  

 
En las figuras 3 ,  4  y  5  pueden verse representadas las leyes anteriores. 
 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
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Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.20 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en todos los puntos de la 
estructura de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.20 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de las barras. 
Teniendo en cuenta que los momentos flectores en B y C son nulos, se obtienen las reacciones 
en A. 
 

  0861052010201030 AAB VHM  

 

  0
2

5
52020850 AAC HVM  

 
es decir: 4601310  AA HV  

   23085  AA HV  
 
Las expresiones anteriores proporcionan un sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas, del cual 
se obtiene: 
 

kNVA 2,130  

kNH A 63,52  
 
Con estos valores es posible obtener el valor de las reacciones en B utilizando las ecuaciones del 
equilibrio global 
 

kNVB 79,69  

kNH B 37,7  
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Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
A partir de estos valores se obtienen las leyes de esfuerzos: 
 

a) Momentos flectores 
 

kNmsM G
Bf 37,7  

mkNssM F
Gf

2537,786,36   

mkNssM C
Ff

21079,6993,98   

mkNssM D
Cf

235,716,1   

mkNM E
Df 20  

mkNsM A
Df 63,52  

 
 

b) Esfuerzos cortantes 
 

kNQ G
B 37,7  

kNsQ F
G 1037,7   

kNsQ C
F 2079,69   

kNsQ D
C 7,1416,1   

kNQ E
D 0  
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kNQ D
A 63,52  

 
c) Esfuerzos axiles 

 

kNN G
B 79,69  

kNN F
G 79,69  

kNN C
F 63,52  

kNsN D
C 8,86,60   

kNN E
D 0  

kNN D
A 21,130  

 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores: 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores. 
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Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles. 
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Problema 2.21 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en el pórtico de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.21 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
 

 
Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
Las ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 
- Suma de momentos respecto al punto E: 
 

   03610520840 AAE HVM  

    05101020680  
HHE HVM  
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es decir: 
 
     28084  AA HV  

     48068  HH HV  
 

-Suma de fuerzas verticales:   0VF  

 
      160 HA VV  
 

-Suma de fuerzas horizontales:    0HF  

 
       20 HA HH  
 
Las expresiones anteriores proporcionan un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas. 
Resolviéndolo: 
 
 kNVA 90,80  

 kNVH 09,79  

 kNH A 45,5  

 kNH H 45,25  
 
 
Las leyes de esfuerzos serán por tanto: 
 

a) Momentos flectores: 
 

mkNsM B
Af 45,5  

)(45,2535,16 BdepartiracontadosmkNsM C
Bf   

mkNsM C
Df

24  

mkNssM E
Cf

2408,437,112   

mkNssM F
Ef

259,20   

mkNsM F
Hf 89,020   

mkNssM G
Ff

254080   

 
 

b) Esfuerzos cortantes: 

kNQ B
A 45,5  

kNQ C
B 45,25  

kNsQ C
D 0,8  

kNsQ E
C 0,808,43   

kNsQ
F

E
109,20   
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kNQ
F

H
82,0  

kNsQ G
F 1040   

 
c) Esfuerzos axiles: 

 

kNN B
A 90,80  

 kNN C
B 90,80  

kNsN C
D 4  

kNsN E
C 450   

kNN F
E 45,25  

kNN F
H 1,83  

0G
FN  

 
En las figuras 3, 4, y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 
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Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.22 En la estructura de la figura 1, hallar la expresión analítica y el dibujo de las 
leyes de esfuerzos. 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.22 
 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
 
Las ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 

- Suma de fuerzas verticales:     0VF  

 
 040630  BA VV  
 

- Suma de fuerzas horizontales:     0HF  

 
 020  BA HH  
 
- Suma de momentos respecto el punto E:   ME = 0 
 
 03630220104640104  AABB HVHV  
 
La rótula E proporciona una nueva ecuación: suma de momentos respecto al punto E de todas 
las fuerzas y reacciones a la izquierda de la rótula igual a cero: 
 

   036302201040 AAfE HVM  

 
De este modo, se obtiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas: 
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 220 BA VV  

 20 BA HH  

 580104  AA HV  

 240104  BB HV  
 
Resolviendo, se obtiene: 
 
 kNVA 5,127  

 kNVB 5,92  

 kNH A 7  

 kNH B 13  
  

 
 

Fig. 2 Reacciones y ejes locales 
 
A partir de estos valores se obtienen las leyes de esfuerzos. 
 

a) Momentos flectores: 
 

mkNsM D
Af 7  

mkNssM D
Cf

25,714,14   

mkNssM E
Df

25,754,3822   

 
 

kNsM G
Ff 28,2880   

mkNsM F
Bf 13  

 
 

mkNsM F
Ef 92,27
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b) Esfuerzos cortantes: 
 

kNQ D
A 7  

kNsQ D
C 1514,14   

kNsQ E
D 1554,38   

kNQ F
E 92,27  

kNQ G
F 28,28  

kNQ F
B 13  

 
 

c) Esfuerzos axiles: 
 

kNN D
A 5,127  

kNsN D
C 1514,14   

kNsN E
D 15926,56   

kNN F
E 31,46  

kNN G
F 28,28  

kNN F
B 5,92  

 
 

En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 
 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
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Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 

 

 
 

Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.23 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en la estructura de la 
figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.23 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
 
 

 
Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
Las ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 

- Suma de fuerzas verticales     0VF  

 
 IA VV   
 

- Suma de fuerzas horizontales     0HF  

 
 04020 AH  
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De lo que se obtiene que  kNH A 20  
 
- Suma de momentos respecto al punto F 
 

   014020 IF VM  

       0445cos445cos420220  AAA VHM  
 
Resolviendo,    kNVI 20  

     kNVA 20  

     kNM A 13,173  
 
 
A partir de estos valores, se obtienen las leyes de esfuerzos: 
 

a) Momentos flectores 
 

mkNsM B
A 28,2813,173   

mkNsM C
Bf 28,2857,96   

mkNsM D
Cf 2040   

mkNsM D
Ef 20  

mkNsM F
Df 2040   

mkNsM G
Ff 40  

mkNM H
Gf 40  

mkNsM I
Hf 4020   

 
 

b) Esfuerzos cortantes 
 

kNQ B
A 28,28  

kNQ C
B 28,28  

kNQ D
C 20  

kNQ D
E 20  

kNQ F
D 20  

kNQ G
F 40  

0H
GQ  

kNQ I
H 20  

 
 

c) Esfuerzos axiles 
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0B
AN  

0C
BN  

kNN D
C 20  

0D
EN  

kNN F
D 40  

kNN G
F 20  

kNN H
G 20  

0I
HN  

 
 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 
 
 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Esfuerzos cortantes 
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Fig. 5 Esfuerzos axiles 
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Problema 2.24 En la estructura de la figura 1, determinar y dibujar (acotándolas 
debidamente) las leyes de esfuerzos. 

 

 
 

Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.24 
 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
 
Las dos ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 

- Suma de momentos respecto al punto A:     0AM  

 

 
 

2

5,8
155,6

2

DR  

 

- Suma de fuerzas verticales:     0VF  

 
 5,815 DA RR  
 
Con lo que las reacciones valen: 
 
 kNRD 4,83  

 kNRA 1,44  
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Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
A partir de los valores de las reacciones es posible obtener las leyes de esfuerzos. 
 

a) Leyes de momentos flectores: 
 

mkNssM B
Af

251,58,37   

mkNssM C
Bf

251,501,4587,91   

mkNsM D
Bf 29,371,125   

 
 

b) Esfuerzos cortantes: 
 

kNsQ B
A 03,118,37   

kNsQ C
B 03,1101,45   

kNQ D
B 3,37  

 
c) Esfuerzos axiles: 

 

kNsN B
A 61,669,22   

kNsN C
B 61,601,27   

kNN D
B 59,74  

 
 

En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 
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Fig. 3 Leyes de momentos flectores 

 
 

 
 

Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 
 
 
 

 

 
 

Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.25 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar y dibujar las reacciones y 
las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema 2.25 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
Las ecuaciones de equilibrio se escriben: 
 

- Suma de momentos respecto al punto A :     0AM  

 
 081010205,21510820  BB HV  
 
es decir: 
 
 5,232820  BB HV  
 

- Suma de fuerzas verticales     0VF  

 
 35 BA VV  
 

- Suma de fuerzas horizontales     0HF  

 
 10 BA HH  
 
 
La rótula C proporciona una nueva ecuación: suma de momentos respecto al punto C de todas 
las fuerzas y reacciones que hay en BC igual a cero. 
 
 01015  BV  
 
De esta última ecuación obtenemos el valor de la reacción vertical en el apoyo B. 
 
 kNVB 67,0  
 
Resolviendo: 
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 kNH B 74,30  

 kNVA 33,34  

 kNH A 74,20  
 
 
A partir de estos valores es posible obtener las leyes de esfuerzos. 
 

a) Momentos flectores: 
 

mkNsM C
Bf 67,010   

mkNssM D
Cf

25,167,0   

mkNsM E
Df 20200   

165,92 20,74A
f DM s kN m   

 
b) Esfuerzos cortantes: 

 

        kNQ C
B 67,0  

  kNsQ D
C 367,0   

        kNQ E
D 20  

        kNQ A
D 74,20  

 
c) Esfuerzos axiles: 

 

kNN C
B 74,30  

kNN D
C 74,30  

kNN E
D 10  

kNN A
D 33,34  

 
 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 
 

 
Fig. 2 Reacciones y ejes locales 
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Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
 
 

 
Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.26 En la estructura que se acota en la figura 2, determinar las reacciones y las 
leyes de esfuerzo. 
 

 
Fig. 1 Pórtico isostático correspondiente al problema resuelto 2.26 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones, así como los ejes locales de cada barra. 
 
Las ecuaciones de equilibrio seran: 
 

- Tomando momentos respecto al punto B, se obtiene el valor de la reacción horizontal en 
el apoyo izquierdo. 

 

  0BM  

0
2

5,6
5,615,6 AH  

kNH A 25,3  
 

- Suma de fuerzas horizontales.     0HF  

 
5,61 LA HH  

kNH L 25,3  
 

- Tomando momentos respecto al punto A : 
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0
2

5,6
1

2

5,9
135,845,7

22

 LV  

 
 

La reacción vertical en el apoyo derecho vale: 
 
 kNVL 77,12  
 
  

         - Suma de fuerzas verticales     0VF  

 
 5,9 LA VV  

 kNVA 27,0  
 

 
 

Fig. 2 Reacciones y ejes locales 
 
 
A partir de estos valores es posible obtener las leyes de esfuerzos. 
 

a) Leyes de momentos flectores 
 

25,025,3 ssM B
Af   

2467,010,1 ssM C
Bf   

2467,093,12 ssM D
Cf   

sM E
Lf 25,34  
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sM G
Ef 33  

kNmsM C
Ef 25,320  

 
b) Leyes de esfuerzos cortantes 

 

kNsQ B
A  25,3  

kNsQ C
B 934,010,1   

kNsQ D
C 934,093,1   

kNQ E
L 25,3  

kNQ G
E 3  

kNQ C
E 25,3  

 
c) Leyes de esfuerzos axiles 

 

kNN B
A 27,0  

kNsN C
B 248,007,3   

kNsN D
C 248,052,0   

kNN E
L 77,12  

kNN G
E 0  

kNN C
E 77,12  

 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes anteriores. 
 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
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Fig. 4 Leyes de esfuerzos cortantes 
 

 
 

Fig. 5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.27 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en el pórtico de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.27 

 
Solución 

 
Fig. 2 Reacciones 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 2: Leyes de esfuerzos                                                             77 

 
                                    

 

 
 
Debido a que en C existe una rótula, la suma de las reacciones horizontal y vertical en D debe 
tener la dirección CD. 
Tomando momentos respecto al punto A (figura 2) 
 

 
2

6
67,02110 DDA HVM  

 
  6,12cos2sin11  F  
 
Es decir 
 

kNF 17,1  
 
y por tanto, 
 

kNVD 05,1sin17,1    

kNH D 53,0  

kNVA 15,305,167,0   

kNH A 53,0  
 
Con estos valores, se pueden dibujar las leyes de esfuerzos (Fig. 3) 
 

 
 

Fig. 3 Leyes de esfuerzos: (a) Ley de momentos flectores. (b) Ley de esfuerzos cortantes. (c) Ley de 
esfuerzos axiles. 
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Problema 2.28 Determinar las leyes de esfuerzos así como las reacciones en la estructura que 
se acota en la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema resuelto 2.28 

 
 
Solución 
 
 

 
Fig. 2 Reacciones 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
 

Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.29 Dibujar las leyes de esfuerzos y las reacciones en el pórtico que se representa 
en la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.29 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.30 Determinar las leyes de esfuerzos así como las reacciones en la estructura que 
se acota en la figura1. 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.30 
 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.31 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar y dibujar: 
 

1. Reacciones 
2. Ley de momentos flectores 
3. Ley de esfuerzos cortantes 
4. Ley de esfuerzos axiles 

 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.31 
 
 
Solución 
 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores y reacciones 
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.32 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar las reacciones y dibujar las 
leyes de momentos flectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles. 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.32 
 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.33 En el pórtico de la figura 1, hallar: 
 

1. Reacciones en A y en D 
2. Leyes de esfuerzos 

 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.33 y reacciones 
 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.34 Obtener las leyes de esfuerzos para la estructura de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.34 y reacciones 

 
Solución 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.35. En la estructura que se acota en la figura 1, hallar y dibujar las 
reacciones y las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 2.35 

 
 
Solución 
 
Para determinar las reacciones se imponen las siguientes condiciones (figura 2) 

- Momento flector en E igual a cero: 

0
2

2
622

2

 FF HV  

 es decir: 
6 FF HV  (a) 

 
- Momento en A igual a cero: 

05,29627  FF HV  
 es decir: 

13527  FF HV  (b) 

 
- Suma de fuerzas verticales igual a cero: 

 
54 FA VV  (c) 

 
- Suma de fuerzas horizontales igual a cero: 

FA HH   (d) 

 
 
Las ecuaciones (a), (b), (c) y (d) forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas. Resolviendo: 
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 kNVF 33,16  

 kNH F 33,10  

kNH A 33,10  

kNVA 67,37  
 
 

 
Fig.2 Reacciones en los apoyos 

 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las reacciones y las leyes de 
esfuerzos. 
 

 
Fig.3 Reacciones y ley de momentos flectores 
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Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 
 

 
Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.36 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar y dibujar las 
reacciones y las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 2.36 

 
 
Solución 
 

En la figura 2 pueden verse dibujadas las reacciones. Asimismo, en las figuras 3, 
4 y 5 se representan, respectivamente, las leyes de momentos flectores, esfuerzos 
cortantes y esfuerzos axiles. 

 
 

 
Fig.2 Reacciones 
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Fig.3 Ley de momentos flectores 
 
 
 

 
 

Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.37 En el pórtico que se representa en la figura 1, hallar las reacciones y 
leyes de esfuerzos. 
 
 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 2.37 

 
 
Solución 

 Como el momento flector en C es nulo, 5,1
4

6


E

E

H

V
 

 Tomando momentos respecto a A 
 

036462010 EV  

kNVE 2,19  

kN
V

H E
E 8,12

5,1
  

 Suma de fuerzas horizontales igual a cero: 
 

64 EA HH  

kNH A 2,118,1224   
 

 Suma de fuerzas verticales igual a cero, es decir kNVA 8,0  
 
En la figura 2 pueden verse representadas las reacciones 
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Fig.2 Reacciones 

 
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 
En la figura 4 y 5 pueden verse representadas, respectivamente, las leyes de esfuerzos 
cortantes y esfuerzos axiles. 
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Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 

 
Asimismo, en la figura 6 puede verse el equilibrio de fuerzas de las barras BC y AB. 
 
 

 
Fig.6 a) Equilibrio de fuerzas de la barra BC.  B) Equilibrio de fuerzas de la barra AB 
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Problema 2.38 En el pórtico representado en la figura 1, hallar las reacciones y las 
leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 2.38 

 
 
Solución 
 
A partir de las ecuaciones de equilibrio 
 

pVVpppM FFc 5,3010213380   

pVppVVF CFCV 5,5080   

pHppHVM FFFfD 625,1062430   

pHHHF CFCH 625,100   

 
 
En la figura 2, pueden verse representadas las reacciones 
 

 
 

Fig.2 Reacciones 
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En la figura 3 se dibujan las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 
En las figuras 4 y 5 se hallan representadas las leyes de cortantes y axiles 
 

 
Fig.4 leyes de esfuerzos cortantes 
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Fig.5 Leyes de esfuerzos axiles 
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Problema 2.39 En el pórtico de la figura 1, hallar: 
 

1. Reacciones en A y en E  
2. Ley de momentos flectores cortantes y axiles 

 
Solución 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.39 y reacciones 

 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 
 
 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.40 En la estructura que se acota en la figura 1, dibujar: 
 

 Reacciones 
 Leyes de momentos flectores 
 Leyes de esfuerzos cortantes 
 Leyes de esfuerzos axiles 

 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema resuelto 2.40 y reacciones 

 
 
Solución 
 

 
 

Fig. 2 Ley de momentos flectores 
 

 
Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.41 Dada la viga de la figura 1, hallar: 
 

 Reacciones en los apoyos 
 Ley de momentos flectores 
 Ley de esfuerzos cortantes 
 Ley de esfuerzos axiles 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.41 

Solución 

 
Fig .2 Ley de momentos flectores y reacciones 

 
Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.42 Dada la viga de la figura 1 con las dimensiones y cargas indicadas. 
 
Se pide: 

 Reacciones en los apoyos. 
 Ley de momentos flectores. 
 Ley de esfuerzos cortantes. 
 Ley de esfuerzos axiles. 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondientes al problema 2.42 
 
 
Solución 
 

 
 

Fig. 2 Ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.43 Construir los diagramas de esfuerzos cortantes, momentos flectores y 
esfuerzos axiles del pórtico indicado en la figura 1 
 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.43 
 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.44 En el pórtico de la figura 1, determinar las reacciones en los apoyos así como 
dibujar las leyes de momentos flectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 2.44 

 
Solución 
 
En las figuras 2, 3, 4 y 5 pueden verse dibujadas, respectivamente, las reacciones, leyes de 
momentos flectores, leyes de esfuerzos cortantes y leyes de esfuerzos axiles. 
 

 
Fig.2 Reacciones 
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Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.45 Hallar las reacciones y dibujar las leyes de esfuerzos en la estructura de la 
figura 1. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 2.45 

 
 
Solución 
 

 
Fig.2 Reacciones 

 
 
Observando la figura 2, 
 

kNVV
EE 30'   

 
190' 

CC VV kN 

 
Tomando momentos flectores respecto a A 
 

0
2

11
20113081903

2

 CH  

 
33,213CH kN 

 
 
En la figura 3 se representa la ley de momentos flectores, en la figura 4 la ley de esfuerzos 
cortantes y en la figura 5 los esfuerzos axiles 
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Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig.4 Esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig.5 Esfuerzos axiles 
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Problema 2.46 En la estructura que se acota en la figura 1, hallar: 
 

 Ley de momentos flectores. 
 Ley de esfuerzos cortantes. 
 Ley de esfuerzos axiles. 
 Reacciones 

 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 2.46 

 
 
Solución 
 
En las figuras 2, 3 y 4 se representan las leyes de momentos flectores, cortantes y axiles. 
 
 

 
Fig.2 Ley de momentos flectores 
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Fig.3 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig.4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.47 En el pórtico que se representa en la figura 1, hallar: Reacciones, ley de 
momentos flectore, ley de esfuerzos cortantes y ley de esfuerzos axiles. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 2.47 

 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse representadas las reacciones. En la figura 3 la ley de momentos 
flectores. En la figura 4 se dibuja la ley de esfuerzos cortantes y en la figura 5 la ley de 
esfuerzos axiles. 
 

 
Fig.2 Reacciones 
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Fig.3 Leyes de momentos flectores 

 
 

 
Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.48 En la estructura isostática que se representa en la figura 1, hallar: 
 

 Reacciones en los apoyos 
 Ley de momentos flectores 
 Ley de esfuerzos cortantes 
 Ley de esfuerzos axiles 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.48 

Solución 
 

 
Fig .2 Ley de momentos flectores y reacciones 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 2: Leyes de esfuerzos                                                             125 

 
                                    

 

 
Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 
 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.49  En el pórtico que se acota en la figura 1,  hallar: 
 

 Ley de momentos flectores 
 Ley de esfuerzos cortantes 
 Ley de esfuerzos axiles 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 2.49 

 
Solución 

 
Fig .2 Ley de momentos flectores  
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Fig. 3 Ley de esfuerzos cortantes 

                  
 

Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.50 Dado P y r de la figura 1, construir los diagramas de N, Q, y Mf. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema resuelto 2.50 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Reacciones y tramos de barra. 

 
 
Determinamos N, Q y Mf por tramos de la barra. 
 

En el primer tramo:   
2

0 1

  . 

 
;cos 1PN    ;1PsenQ     ;cos1 1 rPM f   

  
 

En el segundo tramo:  .
2

0 2
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;2 2PsenN    ;cos2 2PQ     ;21 2senrPM f    

 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 2.51 En la estructura de la figura 1, construir los diagramas del esfuerzo axil N, 
del esfuerzo cortante Q y del momento flector Mf. 

 

La carga se distribuye uniformemente sobre la tangente al arco. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema resuelto 2.51 

 
 
Solución 

 
Fig. 2 Reacciones y tramos de barras 

 
 
 

   cosqRddN  

   sinqRddQ  
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       dqRRRqRddM f  cos1cos 2  

 

  


sincos
0

qRdqRN    

 

   


cos1sin
0

  qRdqRQ  

 

   
 

sinsincos 222

0 0

2 







   qRqRqRddqRM f  

 
 

Para 
2


  : qRN   

  qRQ   

  





  1

2
2 

qRM f  

 
Para  : 0N  
    qRqRQ 211   

  214,3 qRM   
 

Para 
2

3
: qRN   

  qRQ   

    22 712,51712,4 qRqRM f   
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Problema 2.52 En la estructura de la figura 1 construir los diagramas del esfuerzo axil N, del 
esfuerzo cortante Q  y del momento flector Mf. 
 
La carga se distribuye uniformemente sobre la proyección horizontal. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema resuelto 2.52 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2  Tramos de barras 

 
 
Tramo AB: 
 

 cos)cos1(  qaN  

 sin)cos1(  qaQ  

  2/cos1 22  qaM f  
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Tramo BC: 
 
    sin)sin1(2  qaqaN  

   cos)sin1(2  qaqaQ  

)sin1(22)sin1(
2

222
2

  qaqa
qa

M f  
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Problema 2.53 En la estructura de la figura 1 construir los diagramas del esfuerzo axil N, del 
esfuerzo cortante Q y del momento flector Mf. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema resuelto 2.53 

 
 
Solución 
 
 

pN

pQ

pM f

2

2

2/3

max

max

max
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Problema 2.54 En la estructura de la figura 1 construir los diagramas del esfuerzo axil N, del 
esfuerzo cortante Q y del momento flector Mf. 
 

 
 

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 2.54 
 
 
Solución 
 

PN max  

PQ 3max   
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Problema 2.55 En la estructura de la figura 1 construir los diagramas del esfuerzo axil N, del 
esfuerzo cortante Q y del momento flector Mf. 
 

 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 2.55 

 
 
Solución 
 

PaM 2max   

2max PQ   

2max PN   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 2: Leyes de esfuerzos                                                             137 

 
                                    

 

Problema 2.56 En la estructura de la figura 1 costruir los diagramas del esfuerzo axil N, del 
esfuerzo cortante Q y del momento flector Mf. 
 

 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema resuelto 2.56 

 
 
 
Solución 
 

2
max 414,2 qaM   

2max qaN   

2max qaQ   

 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 3: 
Esfuerzo axil 
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Problema 3.1 Una pieza de hormigón de 6 m. de longitud, tiene una sección rectangular de 
dimensiones 0,3 × 0,4 m2. En su centro de gravedad se aplica una fuerza F. 
 
Determinar: 
 

a) Valor máximo de F si las tensiones no pueden superar los 12,7 Mpa. 
b) Movimiento ∆ de un extremo de la pieza respecto al otro. 
c) Energía de deformación de la pieza. 

 
Nota: El módulo de elasticidad del hormigón se tomará igual a  Eh = 30 GPa. 
 
 
Solución 
 
La sección de hormigón valdrá 
 

 212,04,03,0 m  
 
Las tensiones valdrán 
 

 MPa
A

F
7,12  

 
de donde: 
 

 kNmMPaAF 152412,07,12 2    
 
El movimiento ∆ de un extremo respecto al otro vale 
 

 mm
mGPa

mkN

EA

FL
54,2

12,030

61524
2





  

 
En cuanto a la energía elástica, 
 

 WN = julios
mGPa

mkN

EA

LN
ds

EA

N
48,1935

12,030

61524

2

1

2

1

2

1
2

2226

0

2
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Problema 3.2 Un pilar de hormigón de 40 metros de altura y 2 m2 de sección está sometido a 
su propio peso. El peso específico del hormigón es de 25 kN/m3. Se desea saber el valor de las 
máximas tensiones de compresión así como el acortamiento del pilar. El módulo de elasticidad 
vale  E = 30 GPa 
 
Solución 
 
La fuerza repartida por unidad de longitud valdrá  p1 = -25 × 2 = -50 kN/m  , con lo cual la ley 
de esfuerzos axiles se escribe (figura 1) 
 
   )40(50 1xN   
 

 
Fig.  1 Cargas y esfuerzos axiles 

 
Las máximas tensiones se producirán en el punto A, valiendo 
 

  compresiónMPa
m

kN
A 11000

2

4050
2




  

 
El movimiento del punto B (acortamiento en este caso) valdrá 
 

 
 

  



 
40

0

40

0

3
16

1
11 667,010667,0

21030

4050
mmmetrosdx

x
dx

EA

N
v B  
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Problema 3.3 La barra de la figura 1 tiene forma de dos troncos de cono iguales de radios  r 
= 20 cm  y 2r, longitud L = 6 m, unidos por sus bases mayores. La barra está sometida a 
fuerzas  P = 60 kN  de tracción aplicadas en sus extremos. 
Conociendo el módulo de elasticidad  E = 200 GPa se desea conocer el alargamiento de la 
barra. 
 

 
Fig. 1 Pieza de sección variable correspondiente al problema 3.3 

 
 
 
Solución 
 
La variación de la sección con x vale 
 

 
2

2 2 





 

L

x
rA   

 
Por tanto, el alargamiento valdrá 
 

 
  Er

PL

Lxr

dx

E

P

EA

dxPL L

2
0 0

22 2

2
2





    

 
y sustituyendo: 
 

 
m

mkNm

mkN 6

262
1032,14

102002,0

660 
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Problema 3.4 La viga que se representa en la figura 1 está sometida a una fuerza externa F 
de valor  F = 500 kN. Hallar: 
 

a) Ley de esfuerzos axiles 
b) Movimiento del punto B 
c) Energía de deformación de toda la barra 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema resuelto 3.4 

 
 
Solución 
 
Se libera el apoyo C y en su lugar se coloca una fuerza de valor  HC (ver figura 2) 
 

 
Fig. 2 Esquema de fuerzas en la viga. 

 
La ley de esfuerzos axiles se escribe: 
 

 CHF
A

B
N   

 

 CH
B

C
N   

 
Con lo cual, el movimiento del punto C será: 
 

 
 

EA

H

EA

HF CC
C

23 



  

 
y dado que  C   debe ser nulo, se obtiene: 

 
 kNFH C 3006,0   

 
Por lo tanto, la ley de esfuerzos axiles se escribe: 
 

 kNF
A

B
N 2004,0   
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 kNF
B

C
N 3006,0   

 
El movimiento del punto B valdrá 
 

 mmm
EA

F
C 6106

10

35004,034,0 3
5







   

 
La energía de deformación valdrá: 
 

   
     
























5

0

3

0

5

3

3

0

5

3

3
5

2

5

2

22

2

105,1
10

300

2

1

10

200

2

1

2

1

2

1

2

1
julios

dsds

EA

ds
B

C
N

EA

ds
A

B
N

ds
EA

N
W
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Problema 3.5 Una barra prismática de eje vertical tiene sus extremos fijos rígidamente y 
soporta un peso P en un punto B. 
 
Calcúlese el esfuerzo normal en ambos trozos de la barra. 
 
 

 
Fig. 1 Barra prismática 

 
 
 
Solución 
 
Liberando el apoyo C aparecerá una fuerza F. La ley de esfuerzos axiles valdrá (fig. 2) 
 

 F
B

C
N   

 

 PF
B

D
N   
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Fig. 2 Fuerzas actuantes en la barra 

 
 
El movimiento vertical de C (el cual debe ser nulo) vale: 
 

   0
1

 dPFFc
EAEA

d
B

D
N

EA

c
B

C
N

C  

 
Es decir 
 

 
L

d
PF   

 
y los esfuerzos axiles 
 

 
L

d
P

B

C
N      






  1

L

d
P

B

D
N  
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Problema 3.6 Una pieza de hormigón armado tiene las siguientes características: 
 

 Área de la sección de hormigón: AC 
 Área de la sección de acero: AS 
 Módulo de elasticidad del hormigón: EC 
 Módulo de elasticidad del acero: ES 

 
Si el acortamiento que experimenta por retracción el hormigón en masa es C  , demostrar 

que el acortamiento de la pieza de hormigón armado, por efecto de la retracción, vale: 
 




nCt 


1

1
 

 
siendo: 
 

C

S

E

E
n   

 

C

S

A

A
  

 
Determinar asimismo las tensiones que se producen en el hormigón y en el acero como 
consecuencia de la retracción. 
 
 
Solución 
 
Al no poderse acortar libremente el hormigón aparecerá un esfuerzo de tracción de valor N. 
Por equilibrio en el acero aparecerá también un esfuerzo de compresión cuyo valor será 
también N. 
El acortamiento del hormigón valdrá 
 

 
CC

Ct AE

N
  

 
El acortamiento del acero será: 
 

 
SS

t AE

N
  

 
Dado que ambos acortamientos deben ser iguales se obtiene 
 

 
n

AE
N SS

C 


1
 

 
Sustituyendo: 
 

 
nCt 


1

1
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Problema 3.7 La pieza de la figura 1 tiene la parte BC con un área de valor 3A y un 
coeficiente de dilatación lineal  . El trozo CD tiene una sección 2A y un coeficiente de 
dilatación lineal 3 . Si el módulo de elasticidad es constante, determinar el valor del esfuerzo 
axil así como el movimiento del punto C cuando se produce un incremento térmico de valor t. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema resuelto 3.7  

 
 
Solución 
 
Se libera el apoyo D y se coloca una fuerza de compresión de valor F. El movimiento total del 

punto D, t , será igual a la suma del alargamiento de origen térmico nt  y al originado por la 
fuerza F. Es decir: 
 

   ntt  
 
siendo 
 

 atatatnt  43   

 
EA

Fa

EA

Fa

EA

Fa

6

5

23
  

 

y puesto que t  debe ser cero: 
 

 tEAF 
5

24
  

 
Por lo que respecta al movimiento horizontal del punto C, su valor será (positivo hacia la 
derecha) 
 

 ta
EA

Fa
taC

nt
CC 

5

3

3
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Problema 3.8  Dos piezas rectas AB y CD están separadas una distancia  . Mediante la 
aplicación de una fuerza F en C se unen ambas piezas, y una vez unidas se sueldan. 
Posteriormente se retira la fuerza F. 
 
Hallar el esfuerzo axil en AB y en CD . 
 

 
Fig. 1 Piezas rectas correspondientes al problema resuelto 3.8 

 
 
Solución 
 
Una vez unidos los puntos B y C y eliminada la fuerza F, el trozo AB tendrá un esfuerzo axil de 
valor N. El axil en CD debe ser también igual a N por equilibrio. 
 
El alargamiento de AB debido a N valdrá 
 

 
EA

aN
1  

 
El alargamiento de CD debido a N valdrá 
 

 
EA

aN

4

2
2   

 
y dado que 21    se obtiene: 
 

 
a

EA
N

3

2
  

 
y además: 
 

 
3

2
1

   

 
y 
 

 
32
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Problema 3.9 Sobre un soporte vertical de hormigón armado actúa una fuerza centrada y 
vertical de 1000 kN. El soporte de 2,5 metros de altura es de sección recta, cuadrada de 30 cm. 
de lado, y está armado con ocho redondos verticales de 20 mm. de diámetro, según se indica en 
la figura 1. De esta forma, la sección neta de hormigón es de 875 cm2 y la del acero de 25 cm2. 
Teniendo en cuenta que los módulos de elasticidad del hormigón y del acero son 25 GPa y 210 
GPa, repectivamente, 
 
Hallar 
 

a) Tensiones a que está sometido el hormigón y el acero 
b) Acortamiento del soporte por efecto de la fuerza aplicada 

 

 
Fig. 1 Soporte y sección de hormigón armado 

 
 
Solución 
 
La sección mixta reducida al hormigón vale 
 

21085
25

210
25875* cm

E

E
AAA

h

a
ah   

 
Las tensiones en el hormigón y en el acero valdrán respectivamente 
 

MPa
cm

kN
h 21,9

1085

1000
2
  

 

MPa
cm

kN
a 42,77

25

210

1085

1000
2

  

 
El acortamiento valdrá 
 

mmmm
MPa

MPa
L

Eh

h 921,0000921,05,2
25000

21,9
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Problema 3.10 Una pieza recta está constituida por una viga de hormigón de sección 

cuadrada de 20 cm de lado, pretensada por unos cables de sección  25,0 cm  cada uno. 
 
Hallar 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema 3.10 
 
 

a) La tensión con que se debe tensar cada cable para que la pieza recta pueda soportar 
una tracción de 80 kN, quedando entonces el hormigón a una compresión de 0,4 MPa, 
con el fin de evitar fisuras por donde el aire ambiente pueda atacar el acero. 

 
 

b) Cuando actúa esta fuerza, la tensión a que está sometida el cable. 
 
 

NOTA: Tomar la relación 7ha EE  

 
Solución 
 
La sección homogeneizada vale 
 

24125,0412020* cm
E

E
A

h

a 







  

 
Si F es la fuerza de pretensión de cada cable, la tensión en el hormigón después de pretensar 
valdrá 
 

 compresiónF
F

h 00971,0
412

41   

 
Cuando, posteriormente, se aplica una fuerza de 80 kN, aparecen unas sobretensiones de valor 
 

 traccióncmkN
cm

kN
h

2
2

2 19417,0
412

80
  

 
Como debe quedar una compresión remanente de  0,4 Mpa = 0,04 kN/cm2 , deberá verificarse: 
 
0,00971 F- 0,19417 =0,04 
 
Es decir: 
 
F = 24,12 kN 
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La tensión final de los cables valdrá: 
 

MPacmkN
E

E

cm

kN

E

E

A

FF

h

a

h

a
a 6,47996,477

412

80
7

412

412,24

5,0

12,24

412

80

*

4 2
2
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Problema 3.11 Una pieza de hormigón postensado está formada por una barra recta de 
hormigón de 5 metros de luz y sección cuadrada de 40 × 40 cm2 y un cable de acero (también 
de 5 metros de longitud) de 1,5 cm2 de sección y situado en el centro de gravedad de la sección 
de hormigón. Para construir dicha pieza se sigue el siguiente proceso: 

 Se construye la pieza de hormigón dejando una vaina de 1,5 cm2 en su centro de 
gravedad. 

 Una vez fraguado el hormigón se introduce el cable y se postensa con una fuerza de 
postensado de valor F = 180 kN 

 
Se pide: 

1. Tensiones finales en el hormigón (en MPa) 
2. Acortamiento del hormigón (en MPa) 
3. Energía de deformación de la parte de hormigón (en julios) 

 
Posteriormente, a lo largo del tiempo (y sin que medie acción externa alguna) se produce un 
acortamiento del hormigón por retracción de valor por unidad de longitud 00035,0r  

 
Se pide: 

4. Tensiones finales en el hormigón (en MPa). 
5. Tensiones finales en el acero (en MPa). 

 
GPaEa 210   GPaEh 30  

 
 
Solución 
 

La sección de hormigón vale 25,1598 cmAh   

 
1) Las tensiones en el hormigón valdrán 

 

MPa
cm

kN
h 1261,1

5,1598

180
2

1   

 
2) El acortamiento del hormigón vale 

 

mmm
GPa

MPa
L

Eh

h
h 1877,05

30

1261,11




 

 
3) Energía de deformación del hormigón 

 

 
julios

cmGPa

mkN

EA

LN
Wh 89,16

5,159830

5180

2

1

2

1
2

22





  

 
4) Como consecuencia de la retracción del hormigón, se producirá una deformación r  

que no será compatible con la deformación del acero. Por ello, se producirá una 
deformación mecánica de valor   (figura 1) 
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Fig. 1 Deformación del hormigón 

 
La deformación del hormigón   valdrá (alargamiento) 

 

   
hh AE

N
  

 
 La deformación del acero valdrá (acortamiento) 
 

   
aa AE

N
 

 
 Sumando: 
 

   r
aahh AEAE

N 









11
  

 
 Sustituyendo valores 
 
   kNN 953,10  
 
 con lo cual la fuerza final que actúa en el acero vale 
 
   kNFf 05,169953,10180   

 
 Las tensiones finales en el hormigón valdrán 
 

   MPa
cm

kN
h 06,1

5,1598

05,169
2

2   

 
5) Las tensiones finales en el acero valen 

 

MPa
cm

kN
a 1271

5,1

05,169
2

2   
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Problema 3.12 Una pieza de hormigón pretensado de longitud L = 5 metros, y sección 
cuadrada de 0,4 × 0,4 m2 se construye de la siguiente forma: 
 

1. Se tensan cuatro cables de sección   cada uno a una tensión MPaa 8001  . 

2. Una vez tensados los cables, se hormigona. 
3. Una vez endurecido el hormigón se cortan los cables por AA’ y BB’ (ver fig. 1). 

 
Determinar: 
 

a) Sección   de cada uno de los cables de forma que la tensión final en el hormigón sea 
de 5 Mpa. 

b) Tensión final en cada uno de los cables. 
c) Energía elástica del conjunto. 

 

 
Fig. 1  Pieza de hormigón 

 
Una vez se ha fabricado la pieza, se aplica una fuerza F de compresión de 260 kN. 
 
Hallar: 
 

d) Tensión final en el hormigón y en los cables. 
e) Energía elástica total. 

 
Se descarga la fuerza F de compresión y el conjunto se somete a un incremento de temperatura 
de valor  t = 30ºC. Determinar los incrementos de tensión que se producen como consecuencia 
de dicha variación térmica. 
 

GPaEa 210  

GPaEh 30  
15 º102,1  Ca  

15 º10  Ch  
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Solución 
 
El área mecánica (referida al hormigón) de la sección una vez cortados los cables vale 
 

  2416004)1
30

210
(4040*  cmcmA  

  
a) Cuando se cortan los cables, aparece en la sección mixta un esfuerzo axil de valor 

 

kNcmMPa  3208004 2   
 

con lo cual la tensión en el hormigón valdrá 
 

  



241600

320

*
1







Ah  

 Igualando  21 5,05 cmkNMPah  , se obtiene  26,2 cm  

 
 

b) Cuando se cortan los cables, se produce una pérdida de tensión en el acero de valor 
 

MPa
E

E

A h

a
a 3575

*
1 


  

 
Por lo tanto, la tensión final en cada cable valdrá 
 

 MPaa 765358001   

 
 

c) La energía elástica valdrá 
 











a

aa

h

hh

E

A

E

AL
W

22

2


 

 
y como 
 

mL 5  
261055 mNMPah   

24 15896,0106,244,04,0 mAh    
29103030 mNGPaEh   

2610765765 mNMPaa   
24 00104,0106,244 mAa    

2910210210 mNGPaEa   

 
Sustituyendo: 
 

juliosW 8,5767  
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d) Debido a la fuerza de compresión de F = 260 kN se producirán unas variaciones de 
tensión de valor 

 

MPa
cm

kN

A

F
h 564,1

4,1662

260

* 2
2   

 

MPaha 95,10564,177 22    

 
 Por lo tanto, las tensiones valdrán 
 

  MPahhh 564,6564,15212    

 

  MPaaaa 05,75495,10765212    

 
e) Energía elástica: Sustituyendo en la expresión del apartado c) 

 
juliosW 45,6107'  

 
Cuando se produce la variación térmica, si no existiera unión entre el hormigón y el 
acero, las deformaciones de origen térmico valdrían: 
 

 55 1036102,130  t
a  

  

 55 103010130  t
h  

 

 
Fig. 2 Deformaciones producidas por la variación térmica 

 
 
Al ser ambas deformaciones distintas, aparecerán unas deformaciones de tipo mecánico 

a  y h  (ver figura 2) de forma que la deformación final sea la misma. Es decir 

 

 a
t
ah

t
h   

 
O sea 
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a

a

ha

h

EE

3
5

3
5 10361030

 



   

 
Además, por equilibrio: 
 

 hhaa AA 33    

 
Resolviendo: 
 

  tracciónMPah 079,03   

 

  compresiónMPaa 12,123   
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Problema 3.13 La sección de hormigón que se representa en la figura 1 se postensa en dos 
fases: 
 

- En la primera, se tensan los tendones 1 y 2 con una fuerza F , anclándose a 
continuación. 

- En la segunda, se tensan los tendones 3 y 4 con la misma fuerza F , anclándose a 
continuación. 

 
Si se desea que la máxima tensión en el hormigón sea de 10 Mpa y en los tendones de postensar 
sea de 500 Mpa. 
 
Hallar: 
 

a) Valor de la fuerza F 
b) Área  de cada uno de los tendones  
c) Tensión final en cada uno de los tendones 1,2,3 y 4 
d) Tensión en el hormigón después de realizada la primera fase de postensado 

 
GPaEh 35  

GPaEa 210  

 

 
Fig. 1 Sección de hormigón armado 

 
Solución 
 
En la primera fase, las tensiones en el hormigón y en el acero valdrán 
 

21 110
44040

2
cmkNMPa

F
h 





  

 

21 50500 cmkNMPa
F

a 


  

 
En la segunda fase, las fuerzas F actúan sobre la sección mixta de hormigón y acero, con un 
área mecánica 
 

  816002121600* 









h

a

E

E
A  

 
Después de realizada la segunda fase, las tensiones en los distintos elementos valdrán 
 

 En el hormigón 
 



   Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap3. Esfuerzo axil                                                                    159                                        

212 1
81600

2

44040

2

*

2
cmkN

FF

A

F
hh 








  

 
 

 En los tendones 1 y 2 
 

212
12 506

81600

2

*

2
cmkN

FF

E

E

A

F

h

a
aa 





  

 
 

 En los tendones 3 y 4 
 

22
34 50 cmkN

F
a 


  

 
 
Las ecuaciones relevantes son la primera y la tercera. Representan un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas. Resolviendo: 
 
  kNF 5,403  

  207,8 cm  
 
La tensión en el hormigón después de realizada la primera fase valdrá 
 

  MPacmkN
F

h 15,5515,0
07,841600

5,4032

44040

2 21 
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Problema 3.14 Se da la pieza prismática de la figura 1, en la cual se efectúa un pretensado 
con unos cables de secciones 1  y 2 . La tensión en el hormigón al final del proceso de 
pretensado es uniforme y vale 10 MPa. Sabiendo que en los cables de igual sección el esfuerzo 
de pretensado es el mismo, calcular las fuerzas de pretensado en cada uno de los cables. 
 

     2
1 10 cm  

     2
2 15 cm  

     10
h

a

E

E
n  

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 3.14 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2 Centros de gravedad 

 
 
Centro de gravedad mecánico (figura 2): 
 

   eyy 2112 39707099    
 

 
y

y
e 312 10483,8

4054900

9 
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 Por equilibrio 
 

NFF  213  
 
 Además N debe pasar por G* 
 

   2112 3 FFeyFF   

   21
3

12 310483,8 FFyyFF    

03422,1
1

2 
F

F
 

 
 Por otro lado 
 

  kNFkNNMPa
cm

N
h 1315530510

4054900 12



  

                     kNF 13602   
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Problema 3.15 La pieza recta de la figura 1 tiene 4 metros de longitud y su sección recta es 
un cuadrado de 30 cm. de lado. En dos de sus caras opuestas se produce un incremento de 
temperatura de valor ∆t = 20ºC, de tal forma que produce una distribución de temperaturas en 
la sección tal como muestra la figura 1. 
Admitiendo que se cumple la hipótesis de Navier, y que α = 10-5 ºC-1 y Eh = 35 GPa, 
 
Hallar 
 

a) Tensiones que se producen en la sección 
b) Incremento (o decremento) de longitud de la pieza. 

 

 
Fig. 1 Barra sometida a esfuerzos térmicos 

 
 
Solución 

 
Fig. 2 Deformaciones 

 
a) La sección debe permanecer plana, por lo que la suma de las deformaciones térmicas 

más las mecánicas debe estar en un plano (ver figura 2) 
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Por lo tanto: 

 

 kt   
 

Siendo k una constante a determinar. Además (se usarán las unidades kN y m): 
 

  3
5

3 1033,133
15,0

xx
m

tt 


   

 

  
   

26
33

1035 mkN

x

E

x

h 



 

 
Sustituyendo: 

 
 

k
x

x 


 
6

3
3

5

1035
1033,133


 

 

  3
6

3 67,666.461035 xkx   

 
Además, por equilibrio de fuerzas 

 

  
15,0

0

33 0dxx  

 
 

Es decir: 

  
15,0

0

6
33

6 05251025,567,666.461035 kdxxk  

o sea, 
 
k = 10-4 

 
con lo cual 

 
  33 67,666.46500.3 xx   

 
con lo cual, las máximas tensiones de tracción se producen en x3 =0  y valen 

 

  MPamkNt 5,3500.3 2
max   

 
y las máximas de compresión para  x3 = 0,15 m: 

 

  MPamkNc 5,3500.315,067,666.46500.3 2
max   

 
 

b) Las deformaciones en x3 = 0 valen 
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4
6

10
1035

500.3 


  

 
Por lo tanto, el alargamiento de la pieza valdrá: 

 

mmmLL 4,0104 4    
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Problema 3.16 En la estructura de la figura 1, la pieza AB es de longitud indefinida e 
infinitamente rígida. Sobre ella, actúa una fuerza vertical de valor F = 200 kN. 
Las piezas verticales están articuladas en sus dos extremos, y tienen una sección de 5 cm2 y un 
módulo de elasticidad  E = 2×105 MPa. 
 
Hallar 
 

a) Para x = 3,5 m esfuerzos en las barras verticales. 
b) Valor de x para que la barra CD no tenga esfuerzos. En este caso hallar los esfuerzos 

en las otras barras. 
c) Valor de x para que el esfuerzo en GH sea de 50 kN de compresión. Valor de los 

esfuerzos en las otras dos barras. 
 
 

 
Fig. 1 Estructura del problema 3.16 

 
 
Solución 
 
a)  Dado que la pieza AB es infinitamente rígida, las posiciones finales de los puntos D, Ρ y H 
estarán sobre una recta, por lo que los alargamientos de las barras cumplirán la relación  (ver 
figura 2) 
 

73
CDGHCDEP LLLL 




 

 

 
Fig. 2 Alargamientos de las barras 
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Por otro lado, (se usarán las unidades kN y m) 
 

 
25000

4 CD

CDCD

CD
CD

N

AE

N
L   

 

 
25000

4 EP

EPEP

EP
EP

N

AE

N
L   

 

 
25000

4
GH

GHGH

GH
GH

N

AE

N
L   

 
 
Además: 
 

 Por equilibrio de fuerzas: 
 

kNNNN GHEPCD 200  

 
 Por equilibrio de momentos: 

 
7002005,347  EPCD NN  

Con lo cual se obtiene 
 
 kNNCD 2,62   kNN EP 2,66   kNNGH 6,71  

 
 
b)  Si NCD = 0  es preciso modificar únicamente la ecuación de momentos quedando ésta última: 
 
 4 NEP = 200 x 
 
con lo cual, 
 
 x = 1,2 m  NEP = 60 kN  NGH = 140 kN 
 
c)  Si  NGH = -50 kN , la ecuación de momentos queda: 
 
 7 NCD + 4 NEP = 200 x 
 
por lo que 
 
 x = 7,59 m  NCD = 172,7 kN  NEF = 77,3 kN 
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Problema 3.17 Un prisma mecánico de sección variable, longitud L = 30 m, y eje recto 
vertical tiene el extremo superior empotrado. En el extremo inferior está aplicada una carga  
P = 150 kN. 
Conociendo la tensión admisible MPa120 , el módulo de elasticidad 
 

 GPaE 200   y el peso específico del material 378 mkN , se pide calcular: 
 

1. El área de la sección recta del empotramiento, si el prisma es un sólido de igual 
resistencia. 

2. El volumen del prisma mecánico. 
3. El alargamiento total 
4. Energía de deformación. 

 
 

 
Fig. 1 Pieza sometida a esfuerzo axil 

 
 
Solución 
 
a)  Se trata de determinar la expresión del área del prisma en función de x de forma que, 
sometido a su propio peso y a una fuerza P, las tensiones sean constantes en todo el cuerpo. 
 
Si  A(x) es el área, las tensiones valdrán 
 

 xA

PdA
x

 
 0

)( 
  

 
es decir, 
 

 


dx

xAd
)(xA  

 
y resolviendo la ecuación diferencial 
 

 /
0

xeAA   

 

siendo  

P

A 0  



   Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap3. Esfuerzo axil                                                                    168                                        

 
o sea: 
 

 


/xe

P
A   

 
b) El volumen del prisma, supuesto espesor unidad valdrá 
 

330

0

/30

0

/ 0379,0 me
P

dxe
P

V xx   


 

 
c) El alargamiento total valdrá: 
 

m
E

L
dx

E
018,0

30

0
 


 

 
d) La energía de deformación se escribirá: 
 

juliosm
GPa

MPa
V

E
dV

E
W

V
3644,10379,0

2002

)120(

2

1

2

1 3
222
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Problema 3.18 Una losa rígida de forma cuadrada está sostenida horizontalmente en los 
vértices por cuatro tirantes verticales iguales. 
 
Determínese los esfuerzos originados en los cuatro tirantes por una carga F que actúa en un 
punto de una diagonal. 
 

 
Fig. 1 Losa correspondiente al problema 3.18 

 
 
Solución 
 
Por simetría los esfuerzos en B y en C serán iguales. La losa rígida se mantiene plana, por lo que 
los movimientos verticales de B y C serán la semisuma de los de A y D. Además, como todos 
los tirantes son iguales, la misma relación que en los desplazamientos se cumplirá con los 
esfuerzos, es decir: 
 
 2  
 
Por equilibrio de fuerzas 
 
 F 2  
 
Tomando momentos respecto a la recta que pasa por B y por C 
 

   0
2

2
 Fd

L
 

 
Resolviendo el sistema: 
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24

1

L

d
F  

 

4

F
  

 











24

1

L

d
F  

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 4: 
Momento flector 
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Problema 4.1 La viga de la figura 1a) tiene la sección que se representa en la figura 1b). 
Hallar el valor máximo de la carga p de forma que las tensiones no sobrepasen los 200  MPa. 
 
 

 
Fig. 1 Viga y Sección del problema 4.1 

 
 
Solución 
 
 Las características geométricas de la sección valen 
 
A = 150 cm2 
yg = 19,33 cm 
I = 35266,7 cm4 
 
La ley de momentos flectores se indica en la figura 2 
 

 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 

 
 
El momento flector en B vale 
 

 
ppM fB 28,1

2

6,1 2

  

 
Se halla la reacción en A 
 

  pRpppR AA 68,128,1828,1
2

4
4

2

  

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 173 

La ley de momentos flectores se escribe 
 

2
68,1

2x
ppxM f   

 
y el valor máximo: 
 

  ppxMM fmáx 41,1
2

68,1
68,168,1

2
2 








  

 
La tensión máxima valdrá 
 

I

yM
max  

 
 
 
Se homogeinizan las unidades: 
 
Si        mkNMmkNp   
            I = 35266,7 × 10-8  m4 

            zg = 20,67 × 10-2 m 

            23
max 10200200 mkNMPa   

 

I

My
max  

Sustituyendo, 
 

8

2
3

107,35266

1067,2041,1
10200 







p

 

 

3107,35266

67,2041,1
200 




p
 

 

mkNp 242
67,2041,1

2667,35200
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Problema 4.2 Determinar las magnitudes de las cargas admisibles que actuan sobre la viga 
de las dimensiones dadas. ( MPaMPa comtrac 120,48   ) 

 
 

 
Fig. 1 Viga y sección del problema 4.2 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad de la sección. 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale 
 
I = 0,9739×10-4 m4 
 
y el área 
 
A = 2×10-2 m2 
 
 El momento flector en el empotramiento vale Mf  = 4 p  y tracciona la fibra superior de 
la sección. Por lo tanto, las tensiones en la fibra superior valdrán (máximas de tracción) 
 

068,0
109739,0

4
4



 

P
t  

 
Las tensiones en la fibra inferior valdrán (máximas de compresión) 
 

172,0
109739,0

4
4



 

P
c  

 
Igualando 
 

24800048 mkNMPat   
2120000120 mkNMPac   

 
se obtiene 
 
P1  = 17,19 kN   P2  =17 kN 
 
El valor de P será el menor de los dos. Por lo tanto, 
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P = 17 kN 
 
 

 
 

Fig. 2 Posición del centro de gravedad 
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Problema 4.3 La sección recta de la viga de la figura 1 está formada por una doble T (IPN) 
que también se representa en la figura. Estando la viga en carga se suelda a la misma una 
platabanda de 10 cm. de longitud y 1 cm. de espesor a cada ala de la doble T. Realizada la 
soldadura, se eliminan las cargas de la viga. 
 
Determinar el valor de la máxima tensión normal que aparece en la sección del punto B cuando 
se quitan las cargas.  
 
 

 
Fig. 1 Viga y sección del problema 4.3 

 
 
Características de una sección IPN 200 
 
 Canto h = 20 cm 
 Anchura de las alas: b = 10 cm 
 Módulo resistente: W = 194 cm3 
 Momento de inercia: I = 1940 cm4 
 
 
Solución 
 
El momento flector en B vale    MfB= 45 kNm.  
 
Las tensiones máximas en el punto B valdrán 
 

MPa
cm

kNm

W

M fB 96,231
194

45
3
  

 
Seguidamente se sueldan sendas platabandas de 1 cm×10 cm en cada ala. El nuevo momento de 
inercia valdrá 
 

 I’ = 1940 + 2 × 10 × 1 × 10,52 = 4145 cm4 

 

Cuando se quitan las cargas aparecerán unas tensiones (en las alas de la subsección IPN 200) de 
valor 
 

MPacm
cm

kNm
56,10810

4145

45
'

4
  

 
Por lo tanto las máximas tensiones residuales valen: 
 

MPaRES 4,12356,10896,231'    
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Problema 4.4 Una sección de hormigón de forma cuadrada de 80 cm de lado tiene un hueco 
circular de 10 cm de radio. El hormigón tiene un módulo de elasticidad de 2×104 MPa y una 
tensión normal admisible, tanto a tracción como a compresión de 16 MPa. 
 
El hueco se rellena de acero de módulo de elasticidad 2×105 MPa y de tensión normal 
admisible, tanto a tracción como a compresión, de 120 Mpa, de tal manera que se supone que 
acero y hormigón trabajan solidariamente unidos. 
 
Sobre la sección conjunta se aplica un momento flector M que lleva la dirección y sentido del 
semieje positivo Gx2. 
 
 

 
Fig. 1 Sección mixta del problema 4.4 

 
Se pide: 
 
 Valor máximo de M que puede soportar la sección. 
 
 
Solución 
 
El momento de inercia de la sección mixta (referido al hormigón vale) 
 
 I*= 3,484 × 10-2 m4 
 
Las máximas tensiones en el hormigón valdrán 
 

 2
2

16000164,0
10484,3

mkNMPa
M

n 


   

 
y en el acero 
 

2
2

120000120101,0
10484,3

mkNMPa
M

a 


   

 
De las anteriores expresiones se deducen dos valores de  M  
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 M1 = 1393,6 kNm   M2 = 4180 kNm 
 
Se toma el menor valor, es decir 
 
   M = 1393,6 kNm 
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Problema 4.5 En la sección de la figura 1 todas las paredes tienen el mismo espesor (e=1,2 
cm). El módulo de elasticidad de AB y CD vale 2E mientras que para el resto de las paredes 
vale E. Cuando un esfuerzo de compresión N= 100 kN actúa en D, hallar: 
 Fibra neutra 
 Distribución de tensiones normales a lo largo de AH 
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.5 

 
 
Solución 
 En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad mecánico 
 
 

 
Fig.2 Posición del centro de gravedad mecánico 

 
 
Los momentos de inercia mecánicos respecto a los ejes x2 y x3 valen: 
 

 EI 5,216762*
2   
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 EI 54000*
3   

 
El área mecánica vale 
 
 A*= 384 E 
 
y por lo tanto, los radios de giro se escriben: 
 

2
*

*
22*

2 486,564
384

5,216762
)( cm

E

E

A

I
r   

 2
*

*
32*

3 625,140
384

54000
)( cm

E

E

A

I
r   

 
Las tensiones normales σ (x2 ; x3)  en un punto cualquiera valen: 
 
 

     
    























 22*

3

2
32*

2

3
*

32
2*

3

2
3*

2

3
*3232 1

;
;; x

r

e
x

r

e

A

xxEN
x

I

eN
x

I

eN

A

N
xxExx

 
 
Igualando  32 ; xx  a cero se obtiene la fibra neutra 

 

   
01 22*

3

2
32*

2

3  x
r

e
x

r

e
 

 
y sustituyendo: 
 

0
625,140

15

486,564

3125,10
1 23  xx  

 
001827,01067,01 32  xx  

 
lo cual constituye la expresión de la fibra neutra. Las coordenadas x2 y x3 vienen expresadas en 
centímetros. 
 Las tensiones a lo largo de AH se escriben: 
 

      
2323232 01827,01067,0117,260401827,01067,01

0384,0

100
;

m

kN
xxxx

E

E
xx

 MPaxx 32 01827,01067,0160417,2   

 
Para el punto A: 
 

     MPaA 1216,03125,3001827,0151067,0160417,2   
 

     MPaH 452,36875,3901827,0151067,0160417,2   
 
 En la figura 3 puede verse dibujada la fibra neutra así como la distribución de tensiones 
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Fig. 3 Fibra neutra y distribución de tensiones 
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Problema 4.6 La sección de la figura 1 está compuesta por una parte superior de    60 × 7 
cm2   de hormigón de módulo de elasticidad  Eh= 30 GPa. Los espesores de las chapas de acero 
son: 8mm. para la chapa horizontal y 3mm. para las chapas inclinadas.El módulo de 
elasticidad del acero vale Ea = 210 GPa 
 
 

 
Fig. 1. Sección y viga del problema 4.6 

 
 
La pieza a la que corresponde dicha sección se construye de la siguiente forma: 
 

 Se coloca la parte metálica sobre los apoyos A y B y se aplican dos fuerzas F 
 Se hormigona el rectángulo de hormigón y una vez éste ha endurecido se retiran las 

fuerzas F. 
 
 
SE PIDE: 

1. Valor de las fuerzas F para que durante el proceso de construcción las 
máximas tensiones de compresión en el hormigón valgan 2 MPa. 

2. Hallar y dibujar la distribución de tensiones en la sección de acero del tramo 
AB una vez colocadas las fuerzas F. 

3. Una vez retirada la fuerza F hallar y dibujar la distribución de tensiones en el 
hormigón y acero. 

4. Teniendo presente que en el tramo AB la curvatura es constante, hallar la 
flecha final en el punto medio de AB. 

 
 
Solución 
 
 Para la subsección de acero, el área, posición del c.d.g. respecto a la fibra inferior y el 
momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. valen: 
 

2404,27 cmAa   
4

2 71,755 cmI a   
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cmxa
G 5372,33   

 
En cuanto a la sección homogeneizada: 
 

)(1,896.44 4*
2 hormigónalreferidocmI   

cmx G 182,15*
3   

 
En la figura 2 pueden verse representadas posiciones de los c.d.g. 
 

 
Fig. 2 Posiciones de los centros de gravedad 

a) Sección de acero. b) Sección mixta 
 
 

1. Cuando se retiran las fuerzas F , las tensiones máximas en el hormigón valdrán 

   
MPa

m

cmF

I

xM
h 2

101,896.44

818,81
48*

2

max32
max 




   

 
Despejando el valor de F vale 
 
  kNF 1828,10  
 

2. Las tensiones en el acero una vez colocadas las fuerzas F valen (figura 3a)) 
 

MPa
cm

cmmkN
a 407,181

71,755

4628,1311828,10
4

2



  

 

MPa
cm

cmmkN
a 662,47

71,755

5372,311828,10
4

3



   

 
 
 

3. Distribución final de tensiones 
 

a. Tensiones provocadas por la retirada de F (figura 3 b)) 
 

MPa
cm

cmmkN
h 2

1,44896

818,811828,10
4

1
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MPa

cm

cmcmmkN
h 412,0

1,44896

182,151711828,10
4

2




  

 

MPaha 886,27
22

   
 

MPa
cm

cmmkN
a 1,247

1,44896

182,1511828,10
4

3




  

 
 

b. Tensiones totales (figura 3 c)) 
 

MPahh 2
1

1    

 

MPahh 412,0
2

2    

 

MPaaaa 521,178886,2407,181
222    

 

MPaaaa 562,231,24662,47
333    

 

 
 

Fig. 3 Distribuciones de tensiones 
 
 

4. Curvatura y flecha. 
Al cargar el acero con las dos fuerzas F se produce una curvatura de valor 
 
 

1
4

2

006416,0
71,755210

11828,10 



 m

cmGPa

mkN

IE

M

aa
a  
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Al quitar las fuerzas, se produce en la sección mixta una curvatura de valor 
 

1
4*

2

* 000756,0
1,4489630

11828,10 



 m

cmGPa

mkN

IE

M

h

  

 
La curvatura final valdrá 
 

1* 00566,0  ma   

 
Teniendo en cuenta que la deformada es un círculo, la flecha en el punto centro luz 
valdrá 
 

   
mm

L
f 01769,000566,0

2

25

2

2 22
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Problema 4.7  La sección de la figura 1, se fabrica de la siguiente forma: 
 

a) Se coloca la viga doble T de acero sobre dos apoyos procediendo a cargarla con dos 
fuerzas F, tal como indica la figura. 

b) Seguidamente se coloca sobre AA’ la capa de hormigón y, una vez éste ha endurecido, 
se retiran las fuerzas F. 

 
      Hallar: 
 
     El valor de F para que se cumplan las dos siguientes condiciones: 
 
 -Tensión en el acero al final del proceso en la sección centro luz inferior a 50 MPa. 
 -Tensión final en el hormigón en la sección centro luz inferior a 5 MPa. 
 

c) Una vez construida la pieza se carga la misma con una fuerza puntual de valor P 
aplicada en el punto medio de AA’. Se pide: 

 
-Valor de esta fuerza para que las tensiones finales en el alma del acero sean 
constantes, y valor de esta tensión. 
 
 

NOTAS: 
 

1. Espesor en la pieza de acero igual a 1 cm. 
2. 7ha EE  

3. Peso específico del hormigón 325ˆ mkNh   

 
 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 4.7 
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Solución 
 

La sección de acero tiene un momento de inercia de valor 444 101333,221333 mcmI a
  

El centro de gravedad mecánico de la sección mixta está situado a 42,22 cm de la fibra inferior 
del acero (figura 2). El momento de inercia mecánico de la sección mixta (reducido al 

hormigón) vale 44* 106,57 mI  . 
 
 

 
Fig. 2 Sección mixta 

 
 

a) Cuando actúan las fuerzas F , la ley de momentos flectores es la que se dibuja en la 
figura 3 

 
 

 
 

Fig. 3 Ley de momentos flectores debido a las fuerzas F 
 
 
Las tensiones en el acero valdrán 
 

 Fibra 1 
 

F
Fa

a
4

41 101875,0
101333,2

2,02





             (compresiones) 

  
 Fibra 2 

 

F
Fa

a
4

42 101875,0
101333,2

2,02





              (tracciones) 

 
 
 

b) Se carga la viga de acero con el hormigón fresco: 
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El peso específico del hormigón fresco vale: 
 

325ˆ mkNh   

  
por lo que el peso del hormigón fresco por unidad de longitud de viga será 
 

 mkN
m

kN
h 48,02,025

3
  

 
Esta carga producirá un momento flector máximo en la viga de acero de valor: 
 

kNmM f 5,112
8

154 2

max 


  

 
Las tensiones en las fibras 1 y 2 del acero debido al peso del hormigón valen 
 
 Fibra 1 

 

24
41 1055,10

101333,2

2,05,112
mkNb

a 



   

 
 Fibra 2 

 

24
42 1055,10

101333,2

2,05,112
mkNb

a 



   

          
b’) Una vez endurecido el hormigón, se eliminan las fuerzas F (lo cual es equivalente a 
dejarlas y aplicar en los mismos puntos dos fuerzas F de sentido contrario). Dichas fuerzas 
producen sobre la sección mixta una ley de momentos flectores representada en la figura 4 
 
 

 
 

Fig. 4 Ley de momentos flectores al retirar las fuerzas F 
 
Las tensiones que aparecen valen: 
 
 Fibra 1. Tensiones en el acero 

 

FF
Fb

a 2,10266,1467
106,57

42222,02
7

4
'
1 




   

 
 Fibra 2. Tensiones en el acero 

 
 

FF
Fb

a 54772,7
106,57

4,042222,02
7

4
'
2 
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 Fibra 3. Tensiones en el hormigón 

 
 

F
Fb

h 73,61
106,57

02222,02,02
4

'
3 




   

 
 

Tensiones finales: 
 

 Fibra 1. Tensiones en el acero 
 

444
1 1055,108,8482,10261055,10101875,0  FFFa  

 
 Fibra 2. Tensiones en el acero 

 
444

2 1055,101929541055,10101875,0  FFFa  

 
 Fibra 3. Tensiones en el hormigón 

 
Fh 72,613   

 
 

Se imponen las condiciones 
 

kNF
m

kN
F 39,65500001055,108,848

2
4   

 

kNF
m

kN
F 61,80500001055,101929

2
4   

 
kNFF 81500073,61   

 
Es decir: 
 

kNF 39,65  
 
Con  kNF 39,65 , la distribución de tensiones en el acero se indica en la figura 5 
 

 
Fig. 5 Tensiones en el acero 
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c) Se aplica la fuerza puntual Р con un momento de sentido horario (fuerza Ρ ascendente) 
las tensiones que se producirán en 1 y 2 serán: 

 





  18,19247
106,57

42222,075,3
41  

 
 





  26,1017

106,57

4,042222,075,3
42  

 
 
 

 Para que la distribución de tensiones en el acero sea constante es preciso que las 
tensiones totales en la fibra 1 (las previas más las provocadas por la carga Ρ) sean iguales a las 
de la fibra 2. Es decir, 
 
 P18,19245000026,10120637   
 
O sea: 
 
  ascendentefuerzakN11,16  
 
La tensión final en el acero valdrá: 
 

 MPamkN 191900511,1626,10120637 2 
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Problema 4.8 La estructura de la figura 1 se construye de la forma siguiente: 
 

 
Fig. 1 Viga y sección 

 
 

1. Se colocan las piezas de acero AB yBC sobre los apoyos y de forma independiente 
2. Se coloca sobre ellas una capa de hormigón de densidad 25 kN/m3 y espesor tal que 

una vez endurecido el hormigón la fibra neutra de la nueva sección esté en el contacto 
hormigón-acero. 

3. Una vez endurecido el hormigón, se sueldan las dos piezas de acero en la sección B y 
se quita el apoyo central (apoyo B).  

 
HALLAR: 

 Máximas tensiones en el hormigón en la sección media de AB 
 Máximas tensiones en el acero en la sección media de AB 
 Distribución final de tensiones en la sección media de AB 

 
10 ha EEn  

 
 
Solución 
 

 Características mecánicas de la subsección de acero (figura 2) 
x2g = 6,944 cm 
A = 45 cm2 
I2 = 3038,19 cm4 
 

 Características mecánicas de la sección mixta. 
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Dado que el contacto entre el hormigón y el acero debe corresponder a la fibra neutra, el 
valor de x será tal que en este mismo punto esté situado el centro de gravedad mecánico 
de la sección, es decir 
 
x = 18 cm 
A* = 50 x + 45 n = 1350 cm2 

4*
2 3,083.274 cmI   

 
 

 
Fig. 2 Subsección de acero 

 
Se determinan las tensiones en el hormigón y en el acero en el punto medio de AB  
 
a) Sobre la pieza biapoyada AB se coloca el hormigón fresco (figura 3) 
 
 

 
Fig. 3 Sobrecarga debida al hormigón fresco 

 
 
El peso propio del hormigón equivale a una sobrecarga de  p = 0,18 × 0,5 × 25 = 2,25 kN/m.  La 
reacción en B valdrá 
 

  kNR AB
B 25,11

2

10
25,2   

 
El momento flector en el punto medio de AB valdrá 
 

  mkNM f 


 125,28
8

1025,2 2

1  

 
que provoca unas tensiones en el acero de valor 
para el punto 1: 
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     compresiónMPa
m

kN

m

mkNm
15,1672,147.167

1019,3038

06944,025,0125,28
24811 




   

para el punto 2: 
 

   tracciónMPamkN
m

mkNm
3,6469,281.64

1019,3038

06944,0125,28 2
4821 




   

 
La distribución de tensiones viene dada en la figura 4 
 

 
Fig. 4 Distribución de tensiones en el acero 

 
b) Se sueldan las dos piezas de acero una vez endurecido el hormigón: 
 Este hecho no provoca tensiones al no dar lugar a ningún tipo de deformación. 
 
c) Se quita el apoyo central B. 
 La reacción total en B vale 
 

 kNRRR BC
B

AB
BB 5,22  

 
 Estáticamente se puede sustituir el apoyo por la reacción RB. Quitar RB equivale a 
mantenerla y aplicar en este punto una fuerza  RB  igual y de sentido contrario (ver figura 5). 
 

 
Fig. 5 Efecto de eliminar la reacción RB 

 
 
El momento flector en B valdrá 
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mkNM fB 


 5,112
4

205,22
 

En el punto medio de AB el momento flector vale 
 

kNm
kNmM

M fB
f 25,56

2

5,112

22   

 
Este momento actúa, lógicamente, en la sección mixta, y produce una distribución de tensiones 
de valor: 
 

 
Fig. 6 Distribución de tensiones en la sección mixta como consecuencia de quitar el apoyo B 

 
 

-En el punto 3 (ver figura 6) 
 

  MPamkN
m

mkNm
7,31,694.3

103,083.274

18,025,56 2
4832 




   

 
 

- En el punto 1: 
 
  012   

 
- En el punto 2:   

 

   tracciónMPamkNn
m

mkNm
3074,514,307.51

103,083.274

25,025,56 2
4822 




 

 
 

Sumando estas tensiones a las obtenidas previamente se obtiene la distribución final de 
tensiones σf. 
 
Hormigón 
 
    compresiónMPaf 7,3

3
  

   0
1
f  

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 195 

Acero 
 
    compresiónMPaMPaf 15,16715,1670

1
  

    tracciónMPaf 6074,1153074,513,64
2

  

 
 

 
 

Fig. 7 Distribución final de tensiones 
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Problema 4.9 La pieza de la figura 1, con la sección mixta que se indica, se construye de la 
siguiente forma: 

- Se apoya el acero sobre los tres apoyos indicados. 
- Se construye la parte de hormigón vertiendo el hormigón fresco directamente sobre el 

acero, de tal forma que éste último aguanta el peso del hormigón fresco (peso 

específico: 323 mkN ). En esta etapa, experimentalmente se constata que la reacción 

en el apoyo central vale kN125,43 . 
- Cuando el hormigón está endurecido se elimina el apoyo central. 

 
HALLAR la distribución de tensiones en la sección situada en el punto medio de la viga final 
resultante (viga con dos apoyos de 10 metros de luz) ( 7 ha EEn ) 

 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.9 

 
 
Solución 
 
El centro de gravedad de la subsección de acero está situado a 4,1 cm del eje de la pared inferior 
(figura 2.a). El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por dicho centro de 
gravedad vale 
 

 41,7159 cmI   
 
El peso del hormigón fresco produce una carga uniformemente repartida a la subsección de 
acero de valor 
 
 mkNp 9,6230,13,0   
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Fig. 2 Posición del centro de gravedad y distribución de tensiones en la subsección de acero 
 
Como el momento flector en el apoyo central vale mkNM f 56,21 , las tensiones en las 

fibras extremas valdrán (figura 2 b)) 
 

  tracciónMPa
cm

cmkN
78

1,7159

9,2556,21
41 


  

 

 
   compresiónMPa
cm

cmkN
3,15

1,7159

11,456,21
42 


  

 
Cuando, una vez endurecido el hormigón, se elimina el apoyo central, la sección resistente a 
considerar es la sección mixta. En la figura 3.a) se indica la posición del centro de gravedad 
mecánico de dicha sección. El momento de inercia mecánico vale 
 

 4* 600.300.1 cmI   
 
Eliminar el apoyo central equivale a considerar la viga completa de 10 metros de luz sometida a 
una fuerza puntual, igual y contraria al valor de la reacción. Dicha reacción vale 
 
 kNF 125,43  
 
Con lo cual, el momento flector máximo vale 
 

 
 

mkN
LF

M f 81,107
4

52125,43

4

2



  

 
 

Fig. 3 Sección mixta: Centro de gravedad y distribución de tensiones 
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Las tensiones en el hormigón valdrán (figura 3 b )) 
 

  compresiónMPa
cm

cmmkNh 94,1
600.300.1

36,2381,107
43 


  

 

  tracciónMPa
cm

cmmkNh 55,0
600.300.1

64,681,107
41 


  

 
Las tensiones en el acero serán las que existían previamente más las producidas como 
consecuencia de eliminar el apoyo central: 
 

 
   tracciónMPa

cm

cmmkN
MPaa 85,817

600.300.1

36,233081,107
78

41 


  

 

 
   tracciónMPa

cm

cmmkN
MPaa 54,67

600.300.1

36,2316081,107
3,15

42 
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Problema 4.10 La viga de la figura 1 tiene 10 m. de longitud. En sus extremos están 
colocadas sendas placas infinitamente rígidas. La sección de la pieza es mixta de hormigón y 
acero y sus características pueden verse también en la figura. 
 
Dicha viga tiene un incremento de temperatura de t = 30º grados. 
 
Determinar: 
 
a) Distribución de tensiones. 
b) Radio de curvatura. 
c) Valor y posición de un esfuerzo axil para que la pieza recupere su posición inicial. 
d) En este último caso, distribución de tensiones. 
 
Eacero = 210 GPa 
Ehormigón = 30 GPa 
αacero = 1,2 × 10-5 ºC-1 
αhormigón = 10-5 ºC-1 
 
 

 
Fig. 1  

 
Solución 
 
Las características geométricas de la subsección de hormigón respecto a un eje horizontal que 
pasa por su centro de gravedad son: 
 

- Momento de inercia  Ih = 66.666,67 cm4 = 6,66667 × 10-4 m4 
- Área  Ah = 2.000 cm2 = 0,2 m2 

 
Para la subsección de acero: 
 

- Posición del c.d.g. del acero:  ya = 16,06 cm = 0,1606 m  respecto a su fibra inferior. 
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- Momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por su c.d.g. 
 

Ia = 51.933,7 cm4 = 5,19337 × 10-4 m4 
 

- Área:  Aa = 109 cm2 = 0,0109 m2 
 

Características mecánicas de la sección mixta: 
 

- Posición del c.d.g. :  mcmyg 6234,034,62*   

- Momento de inercia mecánico (referido al hormigón) 
 

I*= 2.688.109,8 cm4 = 268,81098 × 10-4 m4 
 

- Área mecánica (referida al hormigón) 
 

A*= 2.763 cm2 = 0,2763 m2  
 
 
 

Si se libera la unión entre el hormigón y el acero, cada parte, debido a la variación térmica, se 
alargaría libremente tal como indica la figura 2 a). Dado que dichos movimientos no son 
compatibles, se aplica un esfuerzo Nh a la sección de hormigón en una posición a determinar, y 
un esfuerzo Na a la zona de acero en una posición también a determinar. Por equilibrio Na = Nh 
= N. Además, el punto de aplicación de Nh debe coincidir con el punto de aplicación de Na. Para 
obtener N así como su punto de aplicación, se igualarán los movimientos en el contacto 
hormigón-acero, imponiéndose además que la curvatura en el hormigón debe ser la misma que 
en el acero (hipótesis de sección plana). 
 

 
 

Fig. 2  a) Deformaciones térmicas no compatibles. 
        b) Esfuerzo N. 
 
Las deformaciones térmicas valen: 
 

 51030  th
nt
h    

 
51036  ta

nt
a 

 

Las deformaciones mecánicas en el contacto hormigón-acero serán las debidas a N: 
 
-Hormigón: 
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 Deformaciones debidas a N actuando en el c.d.g. del hormigón. 
 

N
mmkN

N

AE

N

hh

N
h

6
226

10166667,0
2,0/1030




  

 
 Deformaciones debidas al momento producido por N. 

 
     dN

dN

IE

dN

hh

M
h 







 
 8,0105

1066667,61030

1,08,01,08,0 6
46

  

 
 
-Acero: 

 Deformaciones debidas a N actuando en el c.d.g. del acero 
 

N
mmkN

N

AE

N

aa

N
a

6
226

1043687,0
0109,0/10210




  

 
 Deformaciones debidas al momento producido por N 

 
       

 1606,0109459,4

1019337,510210

1606,07,01606,01606,07,01606,0

6

442
6
















dN

mmkN

dN

IE

dN

aa

M
a

 
 

Igualando deformaciones: 
 

 
 1606,0109459,41043687,01036

8,010510166667,01030
665

665








dNN

dNN
 

 
Es decir: 
 

00541,080924,360  NdN  
 
lo cual constituye la primera ecuación. 
 
La segunda ecuación se obtendrá de igualar las curvaturas, o sea: 
 

 
hh

h IE

dN 


8,0  

 
 

aa
a IE

dN 1606,0
  

 
Igualando: 
 

  1606,08,0  d
I

I

E

E
d

h

a

h

a  
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de donde: 
 
 md 70,0  

kNN 90,15  
 

 
 

a) Distribución de tensiones (ver figura 3): 
 

 
Fig. 3. Sección de la viga y distribución de tensiones 

 
 

  
  2

44
00,159

10666,6

1,08,0

2,0
mkN

m

mdNNI
A 




   

 

  
  2

44
00,318

10666,6

1,08,0

2,0
mkN

m

mdNNI
B 




   

 

  
    2

44
62,36610

101933,5

1606,07,01606,0

0109,0
mkN

m

dNNI
C 




   

 

  
  2

44
51,1931

101933,5

1606,01606,0

0109,0
mkN

m

dNNI
D 




   

 
b) Dado que la curvatura   de cualquier curva es igual a la inversa del radio de curvatura: 

 

  m
dN

IE hh 41025,1
8,0
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c) Conocidos los valores de las deformaciones, se obtienen las tensiones correspondientes 
a un esfuerzo axil de posición la que se desea hallar y sentido contrario1. 

  4665 109469,27,08,090,1510590,15101666,01030  A

 

  4665 101059,37,08,090,1510590,15101666,01030  B

 

  4665 101060,31606,07,090,15109459,490,151043687,01036  C

 

  4665 106568,31606,0090,15109459,490,151043687,01036  D

 
 

 
Fig. 4. Movimientos producidos por una sección de la viga por una variación térmica constante t y 

esfuerzo axil necesario para que la pieza recupere su posición inicial. 
 
 

  n
I

xeT
n

A

T





*
3

*
  

 

  

 

 4
2

6

4

109469,21030

1
10810,268

6234,09,0
1

2763,0













m

kN

eTT
E II

AAh 
 

 
 

  

 

 4
2

6

4

106568,310210

7
10810,268

6234,00
7

2763,0













m

kN

eTT
E II

DDa 
 

 
 
 Resolviendo este sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas se obtiene: 
 
  kNT 57,2623  
 
  me 02424,0  

                                                 
1 Las tensiones se obtienen multiplicando las deformaciones por su correspondiente módulo de elasticidad. 
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 Por tanto, las tensiones en la sección serán (figura 5): 
 

  27,89997,88400,159 mkNII
A

I
A

F
A    

 

  27,89997,93170,318 mkNII
B

I
B

F
B    

 

  2590759,2236562,36610 mkNII
C

I
C

F
C    

 

  2599758,7927651,1931 mkNII
D

I
D

F
D    

 

 
Fig. 5. Distribución de tensiones resultante 
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Problema 4.11 En la estructura que se representa en la figura 1, la zona ABCD representa 
una viga de 40×40 cm2 de sección, mientras que FG es un tirante de acero de 10 cm2 de 
sección. 
 

 
Fig. .1 Viga correspondiente al problema resuelto 4.11 

 
 
La chapa BDG se considera infinitamente rígida, y sobre ella y normalmente actúa una fuerza 
N. 
 
Hallar: 
 
Zona en que se puede actuar N de forma que: 
 

- En el cable no se produzcan compresiones. 
- En el hormigón de la viga no se produzcan tracciones. 
 

 
Solución 
 
Para que no se produzcan compresiones en el cable, la situación límite es la que se representa en 
la figura 2. 
 

 
Fig. 2 Distribución límite de tensiones para que no se produzcan compresiones en el cable. 

 
 
Si la tensión en B vale  , la tensión en D debe valer 1,1/7,0  . La distribución de tensiones 
normales a lo largo de BD valdrá 
 

y
1,1
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Se realiza seguidamente el equilibrio de fuerzas y el equilibrio de momentos. 
 

 Equilibrio de fuerzas 

 13091,0
1,1

4,04,0
1,1

7,0

1,1

7,0

  dyydyN  

 
 Equilibrio de momentos 

 

 119757,0
1,1

4,0
4,0

1,1

7,0

2
1,1

7,0




  dyydyyNe  

 
 
 
 

 
Es decir:  e = 0,915 m. Con lo cual, la zona en que puede actuar la fuerza N para que no existan 
compresiones en el cable es la que corresponde a  my 915,0 . 
 
Para que en el hormigón no se produzcan tracciones, la situación límite es la que se representa 
en la figura 3 
 

 
 

Fig.  3 Distribución límite de tensiones para que no se produzcan tracciones en el hormigón 
 
Si la tensión en B vale   , la distribución de tensiones en BD debe valer 
 

  7,0
4,0




 y
  

 
Y al igual que antes, 
 

 Equilibrio de tensiones: 
 

   


   0678,010107
4,0

7,0
7,0

4,0
4,010107

4,0

7,0
4,0 4

1,1

7,0

4
1,1

7,0

dyydyN

 
 

 Equilibrio de momentos: 
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  07777,07,0
4,0

4,04,0'
1,1

7,0

1,1

7,0

dyyydyyNe  

 
Es decir, e’ = 1,147 m. 
 
Por lo tanto, para que se cumplan las dos condiciones anteriores, la distancia e de la fuerza N al 
punto G debe estar comprendida entre 
 
  .147,1915,0 mem   
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Problema 4.12  La sección de paredes delgadas de la figura 1 (el espesor es constante 
e igual a 1,5 cm) está sometida a un momento flector de dirección variable fM  de 

valor kNmM f 120 . Indicar la posición del momento que produce el máximo valor de 

la tensión de tracción en A . Indicar asimismo el valor de dicha tensión. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.12 

 
Solución 
 
 En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad de la sección 
 

 
Fig. 2 Posición del centro de gravedad. 

 
Las coordenadas del punto A respecto al centro de gravedad son  5,22;5,22 A . 
Los momentos de inercia respecto a los ejes x2 y x3 así como el producto de inercia 
valen: 
 

4
2 375.57 cmI   
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4
3 875.16 cmI   

4
23 125.10 cmI   

 
832

2332 105,687.865 cmIII   

 
Las tensiones en el punto A valen: 
 

    

  



sin73684,14cos10526,2sin1063125cos875.151103862,1

sin573755,22101255,22cos101255,22168755,22
105,865675

12000

5

3










A

 
 
Para obtener el máximo, se deriva respecto de   
 





cos73684,14sin10526,20 
d

d A  

 
de donde se obtiene: 
 

087,817tan    
 
La máxima tensión en A valdrá 
 

  aA MP
cm

kN
86,14888645,14max

2
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Problema 4.13  La sección en T de la figura 1.a está sometida a un momento flector 

fM  de eje horizontal y de signo tal que produce compresiones en la fibra superior. 

Dichas compresiones valen MPa40 . Estando la viga cargada se suelda la chapa 
inferior (figura 1.b) y una vez soldada se elimina el momento flector. Hallar las 
tensiones resultantes en la nueva chapa soldada. 
 

 
 

Fig.1 Secciones correspondientes al problema 4.13 
 
Solución 
 
 En la figura 2 pueden verse las características geométricas y mecánicas de la 
sección a) 
 

 
Fig. 2 Características geométricas y mecánicas de la sección a) 

 
En la sección a), las tensiones de compresión en la fibra superior valen: 

 

2440
1150

75,3
cmkNMPa

M f
A 


  

 
de donde se obtiene 
 

kNmcmkNM f 267,127,1226   

 
El momento de inercia de la sección b) respecto a un eje horizontal que pasa por su 
centro de gravedad vale: 
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4
2 400.4 cmI b   

 
Con lo cual, al quitar fM  (o lo que es lo mismo, aplicar un momento igual y de sentido 

contrario) las tensiones en la chapa inferior valen: 
 

       escompresionMPa
cm

kNM f
B 9,2779,2

4400

107,1226

4400

10
2
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Problema 4.14  En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1 
actúa un momento flector kNmM f 302   situado en un plano vertical y con sentido tal 

que produce compresiones en la fibra superior. Estando la pieza en carga, se suelda la 
chapa AB quedando la sección que se representa en la figura 2. Una vez realizada la 
operación anterior se retira el momento flector 2fM . Determinar la distribución final 

de tensiones normales en la recta AC. 
 
Notas: 

 El espesor de todas las paredes es constante y vale 1 cm. 
 Los momentos de inercia de la sección en L valen: 

 
4

22 4950cmI       4
33 67,1866 cmI       4

23 1800cmI   

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.14 

 

 
Fig.2. Sección modificada 
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Solución 
 
 Cuando actúa el momento flector kNmM f 3002   la tensión normal en los 

puntos A y C valdrá 
 

 
MPa

m

kN
A 160100016,0

1018001067,18664950

10180004,01067,186609,030,0
30

2
8

16216

88
1 




 





 
 

MPaC 120
1018001067,18664950

10180004,01067,186609,0
30

16216

88
1 









  

 
La sección en U tiene el centro de gravedad situado a 15 cm de la fibra inferior. El 
momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por dicho centro de gravedad 
vale 
 

423'
2 112501520230

12

1
cmI   

 
Las tensiones que se producirán en A y C como consecuencia de retirar el momento 
flector 2fM  serán: 

 

MPa
m

kN
A 401040

1011250

15,030
30

2

3

8

2 






  

 

MPaC 40
1011250

15,030
8

2 



   

 
Con lo cual, las tensiones finales en A y C valdrán 
 

MPaAAA 1204016021    

MPaCCC 804012021    
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Problema 4.15 Una viga UPN 160 con momentos de inercia  I2 = 925 cm4  y  I3 = 85,3 cm4 
está sometida a un momento flector Mf = 4 kNm según el eje  n- n’  inclinado 22º respecto a x3   
y que tracciona el punto A. Determínese el eje neutro y calcúlese  σmax.  

 
 

 
Fig. 1 Sección UPN 160 correspondiente al problema 4.15 

 
 
Solución 
 
Las componentes del momento M según cada uno de los ejes serán 
 
 Mf2 = M cos 22 = 3,71 kN m 
 Mf3 = -M sin 22 = -1,5 kN m 
 
La expresión de las tensiones se escribe 
 

232483482
3

3
3

2

2 1758500401080
103,85

5,1

10925

71,3
xxx

m

kNm
x

m

kNm
x

I

M
x

I

M ff 





   

 
La fibra neutra se obtiene igualando σ = 0 , o sea: 
 
 401080 x3 + 1758500 x2 = 0 
 
es decir 
 
 x3 + 4,3844 x2 = 0 
 
En la figura 2 puede verse representada la fibra neutra 
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Fig. 2 Fibra neutra 

 
 
Las tensiones máximas se producirán en el punto B  y serán de compresión 
 

    MPamkNm
m

kNm
m

m

kNm
03,1141140300466,0

103,85

5,1
08,0

10925

71,3 2
4848max 
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Problema 4.16 La sección, cuya forma y dimensiones, se indican en la figura 1, está sometida 
a un momento flector M aplicado en su centro de gravedad G y formando 30º en sentido 
negativo, con la horizontal. 
 
Las tensiones admisibles del material son: 
 

 a compresión   MPac 10  

 a tracción   MPaT 6  
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.16 

 
 
Se pide: 
 Valor máximo de M que puede soportar la pieza. 
 
 
Solución 
 
 El centro de gravedad está situado a una distancia de 52,857 cm. respecto a la fibra 
inferior (ver figura 2). Los momentos de inercia respecto a unos ejes horizontal y vertical que 
pasan por el c.d.g. valen 
 
 I2 = 3,021 × 106 cm4 = 3,021 × 10-2 m4 
 I3 = 9,066 × 106 cm4 = 9,066 × 10-2 m4 
 
Las componentes del momento M respecto a los ejes valen: 
 
 Mf2 = M cos30 = 0,866 M 
 Mf3 = -M sin30 = -0,5 M 
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Fig. 2 Posición del centro de gravedad 

 
Las tensiones normales se escriben: 
 

22322
3

3
3

2

2

10066,9

5,0

10021,3

866,0
x

M
x

M
x

I

M
x

I

M ff

 



  

 
Igualando a cero se obtiene la fibra neutra 
 
   x3 + 0,1924 x2 = 0 
 
 En la figura 2 puede verse representada la fibra neutra. Como puede observarse, los 
puntos más alejados de la fibra neutra (y por tanto, los de mayor tensión) son el A y el C. 
 

 Tensiones en C (tracción) 
 

2
22

600068,0
10066,9

5,0
27143,0

10021,3

866,0
mkNMPaMc 














   

 Tensiones en A (compresión) 
 

    2
22

10000104,0
10066,9

5,0
52857,0

10021,3

866,0
mkNMPaMA 














 

 
 

De las anteriores expresiones se obtienen dos valores de M: 
 
M1 = 492,1 kNm  y  M2 = 576,1 kNm 
 
Se elige el menor valor, y por lo tanto 
 
   M = 492,1 kNm 
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Problema 4.17 Un momento flector, de valor  M0 = 1,5 kNm que actúa en un plano vertical, 
se aplica a una viga cuya sección se muestra en la figura 1. Hallar: 
 

a) La tensión normal en el punto A. 
b) El ángulo que forma el eje neutro con el plano horizontal. 

 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.17 

 
 
Solución 
 
Los momentos de inercia respecto a los ejes x2 y x3 valen 
 

46
2 1018,4 mI   

46
3 1025,3 mI   

46
23 1087,2 mI   

4122
2332 103481,5 mIII   

 

Las tensiones en cualquier punto valen: 
 

    2223332323322
2332

1
IxIxMIxIxM

III ff 


  

 
Teniendo en cuenta que 
 

kNmM f 5,12   

03 fM  

  mmmx A 05,0503   

  mmmx A 08,0802   

 

resulta que 
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   MPamkNA 82,181001882,01087,208,01025,305,05,1
103481,5

1 2666
12




 


 
La fibra neutra viene dada por 
 

023233  IxIx  

 
es decir: 
 
 0883,0 23  xx  

 
O sea, que el ángulo que forma la fibra neutra con el eje x2 vale 
 

   º3,54883,0tan 1    
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Problema 4.18 La sección recta de una viga en voladizo de longitud  L = 1,5 m es la indicada 
en la figura 1. La viga está sometida a una carga uniformemente repartida  p = 3,5 kN/m, 
contenida en el plano vertical que contiene la línea media del perfil. Para la sección del 
empotramiento, se pide: 
 
 1.Hallar el eje neutro. 
 2.Calcular la tensión máxima de tracción y de compresión. 
 
 

 
Fig. 1 Viga y sección del problema 4.18 

 
 
Solución 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y fibra neutra 
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 En la figura 2 se indica la posición del centro de gravedad. Respecto a dos ejes, 
horizontal y vertical, que pasan por el c.d.g. los momentos de inercia valen 
 

484
2 104,2415,241 mcmI   

484
3 107,367,36 mcmI   

484
23 1028,4528,45 mcmI   

8162
2332 1077,6812 mIII   

 
 
Las tensiones normales vienen dadas por 
 

    2223332323322
2332

1
IxIxMIxIxM

III ff 


  

 
El momento flector vale 
 

mkN
L

PM f 9375,3
2

5,1
5,3

2

22

2   

03 fM  

 
La fibra neutra vendrá dada por 
 

023233  IxIx  

 
es decir: 
 

0234,1 23  xx  

 
En la figura 2 puede verse representada la fibra neutra. 
De la observación de la figura 2 se deduce que las máximas tensiones de tracción se 

producirán en el punto A, y las máximas de compresión en el punto B. 
 

   


 


288
16

3,1459711028,450112,0107,36055,09375,3
1077,6812

1
mkNA

MPa97,145  
 

   


 


288
16

4,1446491028,450188,0107,36045,09375,3
1077,6812

1
mkNB

MPa65,144  
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Problema 4.19 Dada la pieza, cuya forma y dimensiones se indican en la figura 1 y en la que 
las tensiones admisibles, son : 
 
  a compresión:  MPaC 12  

  a tracción:  MPaT 6  

 
Se pide: 
 
Hallar la máxima distancia d, por encima del borde superior, a la que puede actuar una fuerza 
de compresión de 2000 kN, situada sobre el eje de simetría de la pieza. 
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.19 

 
 
Solución 
 
 El centro de gravedad de la sección, está situado a una distancia de 57,273 cm. de la 
fibra inferior de la sección. Respecto a un eje horizontal que pase por el c.d.g., el momento de 
inercia vale: 
 
  I2 = 5,353 × 106 cm4  
 
y el área   A = 4400 cm2 
 
 Las coordenadas del punto de aplicación de la fuerza de compresión serán 
 
 02 e  

    dde  727,42273,572060203  

 
 Las tensiones en la fibra superior de la sección (tensiones de compresión) valdrán: 
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MPacm
cm

cmdkN

cm

kN
12727,42

10353,5

737,422000

4400

2000
462








  

 
de donde:  d = 3,554 cm. 
 
Análogamente para la fibra inferior 
 

    MPacm
cm

cmdkN

cm

kN
6273,57

10353,5

737,422000

4400

2000
462





  

 
de donde  d = 6,554 cm. 
 
El menor de los dos valores es la solución buscada. Es decir 
 
  .554,3 cmd   
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Problema 4.20 En la sección que se representa en la figura 1 el espesor de todas las paredes 
es el mismo (e =1,1 cm). Cuando actúa un esfuerzo axil de compresión de valor             N = 120 
kN  en el punto medio de AB, hallar: 

 Máxima tensión de tracción 
 Máxima tensión de compresión 
 Distribución de tensiones normales 

 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema resuelto 4.20 
 
 
Solución 
 
Las características mecánicas de la sección valen (ver figura 2) 
 
A = 209 cm2 
g2 = 9,474 cm 
I2 = 127.142 cm4    I3 = 20.843 cm4 
 
La máxima tensión de tracción se produce en C  o en D y vale  
 

 
   tracciónMPa

cm

kN
c 45,5545,0

20843

474,930474,9120

209

120
2



  

 
 
La máxima tensión de compresión se produce en la línea AB y vale: 
 

  compresiónMPa
cm

kN
A 9,1009,1

20843

474,9120

209

120
2

2




  

 
En la figura 2 puede verse la distribución de tensiones 
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Fig. 2 Situación del centro de gravedad y distribución de tensiones 
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Problema 4.21 Se aplica una carga vertical de 4,8 kN en el punto A de un poste de madera, 
de sección rectangular, 80 por 120 mm. 
 

a) Hallar las tensiones normales en las cuatro esquinas de una sección horizontal 
(dirección del plano x2 x3). 

b) Localizar el eje neutro de la sección. 
 
 

 
Fig. 1 Sección y pilar del problema 4.21 

 
 
Solución 
 
Los momentos que produce la carga en A valen  
 
 NmmmkNmmkNM f 192192408,42   

 
   NmmmkNmmmmkNM f 12012035608,43   

 
El área y momentos de inercia valen 
 
 A = 9,6 × 10-3 m2 
 I2 = 5,12 × 10-6 m4 
 I3 = 11,52 × 10-6 m4 
 

a) Tensiones en B  
 

   
MPa

m

mmNm

m

mmNm

m

N
B 375,1

1052,11

60120

1012,5

40192

106,9

4800
464623














   

 
   

MPa
m

mmNm

m

mmNm

m

N
D 625,2

1052,11

60120

1012,5

40192

106,9

4800
464623














   

 
   

MPa
m

mmNm

m

mmNm

m

N
E 375,0

1052,11

60120

1012,5

40192

106,9

4800
464623
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 MPa
m

mmNm

m

mmNm

m

N
C 625,1

1052,11

60120

1012,5

40192

106,9

4800
464623













 

 
 

b) En cuanto al eje neutro, su expresión es: 
 

0
1052,11

120

1012,5

192

106,9

4800
6

2
6

3
3











 

xx
 

 
Es decir 
 
 1-75 x3-20,83 x2 = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 228 

Problema 4.22 En la sección de paredes delgadas de la figura 1 todas las paredes tienen el 
mismo espesor e = 0,8 cm. El radio del círculo vale R = 15 cm. En el punto C actúa un esfuerzo 
axil de compresión de valor N. Hallar: 

 Fibra neutra 
 Valor de N de forma que las máximas tensiones de compresión no superen los 90 Mpa. 
 Distribución de tensiones normales en la línea AB.   
  

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema resuelto 4.22 

 
 
Solución 
 
Las características mecánicas de la sección valen : 
 
A = 99,4 cm2 
I2 = 10.282,3 cm4   I3 = 8.482,3 cm4 
 
Las excentricidades del esfuerzo axil N cuando actúa en C valen: 
 

 cmee 61,10221532   

 
La distribución de tensiones en cualquier punto valdrá por tanto 
 

3

22

2

33

I

xeN

I

xeN

A

N
  

 
y sustituyendo: 
 











04,875,9
1

4,99
23 xxN  

 
Para obtener la fibra neutra se anula la anterior distribución de tensiones: 
 

0
04,875,9

1 23 
xx

 

 
La fibra neutra puede verse representada en la figura 2 
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Fig. 2 Fibra neutra 

 
 
Por otro lado, la máxima tensión normal se producirá en el punto D (fig.  2) de coordenadas: 
 
 
 x2D = 11,57 cm    x3D = 9,55 cm 
 
Las tensiones normales valdrán 

N
N

03439,0
04,8

57,11

75,9

55,9
1

4,99









  

 

y si    2990 cmkNMPa    , entonces sustituyendo 
 

 kNN 69,261
03439,0

9
   

 
Por lo que respecta a la distribución de tensiones normales en AB, será lineal con valores en A y 
B dados por 
 

MPa
cm

kN
A 8,6668,6

75,9

15
1

4,99

69,261
2









  

 

MPa
cm

kN
B 23,14423,1

75,9

15
1

4,99

69,261
2
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Problema 4.23 Sobre un soporte vertical, de sección rectangular ABCD, tal como se 
representa en la figura, actúa sobre el punto E, de coordenadas  e2 = 0,06 m.,  e3 = 0,12 m., 
una fuerza vertical N de compresión de 480 kN.  
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.23 

 
 
Se pide: 
 

1. Tensiones en los cuatro vértices A, B, C, D indicando el sentido de las mismas. 
 

2. Definir la línea frontera, entre las zonas de la sección soporte que está a compresión y 
la que está a tracción. Dibujar claramente esta línea. 

 
 
Solución 
 
 La fuerza N de compresión aplicada en E es equivalente a una fuerza N de compresión 
aplicada en G más dos momentos 
 
 mkNmkNeNM f  6,5712,048032  

 mkNmkNeNM f  8,2806,048023  

 
Las tensiones en un punto cualquiera valen: 
 

2
3

3
3

2

2 x
I

M
x

I

M

A

N ff   

 
siendo 
 A = 0,24 m2 
 I2 = 0,0072 m4 
 I3 = 0,0032 m4 
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Sustituyendo para los puntos A, B, C y D 
 

MPam
m

mkN
m

m

mkN

m

kN
A 2,62,0

0032,0

8,28
3,0

0072,0

6,57

24,0

480
442










  

  MPam
m

mkN
m

m

mkN

m

kN
B 6,22,0

0032,0

8,28
3,0

0072,0

6,57

24,0

480
442










  

    MPam
m

mkN
m

m

mkN

m

kN
C 2,22,0

0032,0

8,28
3,0

0072,0

6,57

24,0

480
442










  

  MPam
m

mkN
m

m

mkN

m

kN
D 4,12,0

0032,0

8,28
3,0

0072,0

6,57

24,0

480
442










  

 
La ecuación de la fibra neutra vendrá dada por 
 

23 0032,0

8,28

0072,0

6,57

24,0

480
0 xx 


  

 
es decir 
 
  1 + 4 x3 + 4,5 x2 = 0 
 
 En la figura 2 puede verse representada la zona traccionada y la zona comprimida. 
 
 

 
 

Fig. 2 Zona traccionada y comprimida 
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Problema 4.24 En la sección en doble T de la figura 1, se aplica en el punto A una 
fuerza P, de compresión. Sabiendo que las máximas tensiones de compresión no deben 
superar los 82,73 MPa, hallar la P máxima admisible. 
 
 Propiedades de la sección: 
 - Área. A = 48,13 cm2 
 - Módulos resistentes de la sección: W2 = 404,76 cm3      W3 = 47,69 cm3 
 

 
Fig. 1 Sección doble T correspondiente al problema 4.24 

 
 
Solución 
 
 Las máximas tensiones normales se producirán en los puntos B, C, D y E. La expresión 
de las tensiones viene dada por 
 

23

2

32

3
2

3

2
3

2

3

xI

eN

xI

eN

A

N
x

I

eN
x

I

eN

A

N
  

 
Las excentricidades e2 y e3 (coordenadas de A) valen: 
 
 e2 = 3,81 cm = 0,0381 m. 
 e3 =-10,27 cm = -0,1027 m. 
 
Las tensiones en los cuatro puntos citados valen: 
 

   
MPa

m

m

m

m

mB 73,82
1069,47

0381,0

1076,404

1027,0

1013,48 363624














   

 
MPa

m

m

m

m

mC 73,82
1069,47

0381,0

1076,404

1027,0

1013,48 363624














   

 
MPa

m

m

m

m

mD 73,82
1069,47

0381,0

1076,404

1027,0

1013,48 363624
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MPa

m

m

m

m

mE 73,82
1069,47

0381,0

1076,404

1027,0

1013,48 363624














   

 
Se obtienen cuatro valores de Ρ  
 
 Ρ1 =  65,64 kN  ; Ρ2 = 109,92 kN 
 Ρ3 = -97,92 kN  ; Ρ4 = -245,2 kN 
 
La solución corresponde al menor valor 
 
  Ρ = 65,64 kN (compresión) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 234 

Problema 4.25 Un pilar cuya sección recta se representa en la figura 1 está sometido, a 
través de una placa suficientemente rígida situada en su parte superior, a una carga de 
compresión  N = 150 kN  aplicada en el punto A. Se pide: 
 

1. Determinar la situación del eje neutro. 
2. El estado de tensiones que la carga N origina, indicando los valores máximos de las 

tensiones a tracción y a compresión. 
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.25 

 
 
Solución 
 
El área y momentos de inercia de la sección valen: 
 
 A = 1.600 cm2 = 0,16 m2 
 I2 = 1.413.333,3 cm4 = 1,413 × 10-2 m4 
 I3 = 613.333,3 cm4 = 0,613 × 10-2 m4 
 I23 = -700.000 cm4 = 0,7 × 10-2 m4 
 I2 I3- I23

2 = 0,3768 × 10-2 m8 
 
Las tensiones en un punto cualquiera valen: 
 

     









  842222332232333

2332 103768,0

150

16,0

150

m

kN

m

kN
IxIxeIxIxe

III

N

A

N  

     
2

2
3

2
2

2
3

2 10413,1107,045,0107,010613,04,0 xxxx  

32 22349364605,937 xx   

 
El eje neutro se obtendrá igualando a cero las tensiones, es decir, 
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0349.22460.365,937 32  xx  

 
En la figura 2 puede verse representada la fibra neutra y la distribución de tensiones. 
 
 

 
Fig. 2 Fibra neutra y distribución de tensiones 
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Problema 4.26 La sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1 está sometida 
a un esfuerzo axil de compresión. Se desea saber su posición para que la fibra neutra sea una 
recta que pase por los puntos A y B.   
 
El espesor es  constante y vale  e = 1 cm. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.26 

 
 
Solución 
 
 En la figura 2 puede verse la posición del c.d.g. de la sección 

 

 
Fig. 2 Posición del centro de gravedad 

 
Los momentos de inercia respecto a los ejes x2 y x3 valen 
 
I2  = 5.625 cm4 
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I3  = 2.625 cm4 
I23  = 1.125 cm4 
 
y el área  
 
A = 60 cm2 
 
y los radios de giro 
 

222
2 75,93 cm

A

I
r   

232
3 75,43 cm

A

I
r   

2232
23 75,18 cm

A

I
r   

 
Sean e2 y e3 las excentricidades del esfuerzo axil de compresión (y por tanto su posición). 
 
La fibra neutra viene dada por 
 

01 34
23

2
3

2
2

2
232

2
33

24
23

2
3

2
2

2
233

2
22 








 x
rrr

rere
x

rrr

rere
 

 
y sustituyendo: 
 

0
3750

75,4375,18

3750

75,1875,93
1 3

32
2

32 





 x
ee

x
ee

 

 
 
La recta AB tiene por ecuación 
 
 0053333,008,01 32  xx  

 
e identificando coeficientes 
 

08,0
3750

75,1875,93 32 
 ee

 

 

05333,0
3750

75,4375,18 32 
 ee

 

 
Resolviendo el sistema: 
 
 e2 = 2,5 cm   e3 = -3,5 cm 
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Problema 4.27 Se considera la sección de la figura 1. En el punto A actúa un esfuerzo axil de 
compresión N. Determinar el valor de N si las tensiones de compresión en la sección no pueden 
superar los 220 MPa. 
 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.27 
 
 
Solución 
 
Las características mecánicas de la sección valen: 
 
A = 65,5 cm2 
I2 = 7.450 cm4 
I3 = 2.669 cm4 
I23 = -782 cm4 
I2I3-I23

2 = 19.272.526 cm8 
 
La posición del centro de gravedad puede verse en la figura 2. 
La distribución de tensiones viene dada por 
 

     


 2223322323332
2332

IxIxeIxIxe
III

N

A

N  

      2323 450.778238,4782669.273,1
526.272.195,65

xxxx
NN

 

 32 000062,0001623,0
5,65

xxN
N

  

 
 La fibra neutra se obtiene igualando las tensiones a cero. Es fácil comprobar que la 
mayor tensión de compresión se produce en el punto más hacia la derecha del ala inferior. 
Dicho punto tiene de coordenadas ( 14,38 ; -7,73). Las tensiones valdrán: 
 

   NN 03908,073,7000062,038,14001623,001527,0   
 
y como MPa220 , igualando se obtiene 
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N = 562,8 kN 
 
 

 
Fig. 2 Posición del centro de gravedad. 
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Problema 4.28 Un pilar cuya sección se representa en la figura 1 está sometido a una carga  
kN150  de compresión aplicada en el punto A.. 

 
Hallar: 
 
a) Distribución de tensiones 
b) Núcleo central 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.28 

 
 
Solución 
 
 La posición del centro de gravedad puede verse en la figura 2 
 

 
Fig. 2 Ejes y centro de gravedad 
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Los momentos de inercia respecto a los ejes x2 x3 valen 

 
I2 = 303.666 cm4 
I3 = 79.444 cm4 
I23 = -69.510 cm4 

 

y el área 
 

A = 200 cm2 
 
La carga  kN150  que actúa en el punto A se traslada al punto G, con lo cual aparecen unos 
momentos 
 

mkNM f  602  

mkNM f  35,223  

 
Las tensiones normales vienen dadas por 
 

    
A

P
IxIxMIxIxM

III ff 


 2332232323322
2332

1  

 
 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones 
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Aplicando esta expresión 
 

5,7796,5676,32 23  xx  

 
Las coordenadas x2 y x3 vienen expresadas en metros, y las tensiones σ en MPa. En la figura 3 
puede verse representada la distribución de tensiones. 
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Problema 4.29 Una sección de acero de paredes delgadas de 40 cm  40 cm y 1 cm de 
espesor (ver figura 1) se rellena de hormigón. Hallar y dibujar la zona por donde puede 
moverse una fuerza axil de compresión para que en ningún punto de la sección haya 
tracciones. 
 

10
hormigón

acero

E

E
n  

 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.29. 

 
Solución 
 
 El área mecánica *A  se obtendrá a partir de las áreas del acero aA  y del 

hormigón hA . Es decir,  

 
2* 3200404014401010 cmAAA ha   

 
 El momento de inercia mecánico *I , respecto a un eje horizontal que pasa por el 
centro de gravedad, se obtiene a partir del momento de inercia del hormigón hI  y del 

momento de inercia del acero: 
 

4* 000.64010 cmIII ha   

 
Dada la simetría existente en la sección el núcleo central será cuadrado. Para obtener su 
vértice inferior se impone la condición que cuando actúa un esfuerzo axil de compresión 
N  en dicho vértice, las tensiones en la fibra superior son nulas. 
 














*****

20
1

20
0

AI

e

A

N

I

eN

A

N  

 
en donde e  es la excentricidad de la fuerza N . 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 244 

De la ecuación anterior se obtiene 
 

cm
AI

e 10
20

200.3000.640

20

**

  

 
En la figura 2 puede verse representado el núcleo central 
 

 
Fig.2 Núcleo central 
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Problema 4.30  La sección que se representa en la figura 1 está sometida a un esfuerzo 
axil de compresión N que actúa en el punto A. Determinar el valor máximo que puede 
alcanzar el esfuerzo N si las máximas tensiones de compresión son de MPa20  y las 
máximas de tracción de MPa5  
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.30. 

 
Solución 
 
 En la figura 2 pueden verse representados los ejes horizontales y vertical que 
pasan por el centro de gravedad de la sección. Respecto a dichos ejes los momentos de 
inercia valen 
 

4
2 34513,1 mI   

4
3 9434,21 mI   

 
Al ser el eje 3x  de simetría, el producto de inercia 23I  es nulo. 

 

 
Fig. 2 Ejes coordenados y centro de gravedad de la sección. 

 
El área de la sección vale: 
 

238,4 mA   
 
con lo cual 
 

2
2 3071,0 mAI    ;  2

3 01,5 mAI   

 
Las coordenadas del punto A respecto a los ejes 32 xx  valen:   94,0;2,2 A . Con lo 

cual, las excentricidades del esfuerzo N son: 
 

me 2,22     ;  me 94,03   
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La distribución de tensiones se escribe: 
 

 232
3

3
2

3

2

2

3

3

22

2

33

439,00609,31
2,294,0

1

2,294,0

xx
A

N
x

AI
x

AIA

N

I

xN

I

xN

A

N

I

xNe

I

xNe

A

N













 

 
La fibra neutra se obtendrá igualando las tensiones a cero: 
 

0439,00609,31 23  xx  

 
En la figura 3 puede verse representada la fibra neutra 'ff   
 

 
Fig. 3 Fibra neutra 

 
Los puntos más alejados de la fibra neutra son el A y el B, por lo cual en dichos puntos 
se producirán las máximas tensiones: en A de compresión y en B de tracción. 
 Las coordenadas de B son:   56,0;5,4B  
 Las tensiones en A y B valdrán: 
 

   2200002,2439,094,00609,31
38,4

mkN
N

A   

 
es decir, 
 

kNN 8,087.181  
 

   250005,4439,056,00609,31
38,4

mkN
N

B   

 
O sea 

kNN 5,142.82   
 
Entre 1N  y 2N  se elige el menor valor: 
 

kNN 5,142.8  
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Problema 4.31 En la sección que se representa en la figura 1.a) actúa un esfuerzo axil 
de compresión situado en el punto A, .2000kNN  , aplicado en el punto A. Hallar las 
tensiones en el punto B. 
 
Estando la sección cargada, se construye la porción de sección que se sombrea en la 
figura 1.b), la cual tiene un módulo de elasticidad doble que la sección antigua. Una 
vez fraguado el hormigón y estando ambas partes perfectamente adheridas, se quita el 
esfuerzo axil N. Hallar las tensiones en el punto C. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.31.  a) Sección homogénea.   b) Sección mixta. 

 
Solución 
 
 En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad correspondiente a 
la sección homogénea, estando las cotas expresadas en metros 
 

 
Fig. 2 Posición del centro de gravedad en la sección homogénea 

 
El área vale 248,0 mA   y los momentos de inercia 
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4

2 0208,0 mI   
4

2 0252,0 mI   
 
Las coordenadas de los puntos A y B son:  50,0;15,0A ,  30,0;45,0 B . 
La tensión normal en el punto B valdrá: 
 

     CompresiónMPamkN
NN

A

N
B 61355,1555,15613

0252,0

45,015,0

0208,0

3,05,0 2 







 
Cuando a la sección se le agrega la zona sombreada, se convierte en una sección mixta. 
En la figura 3, puede verse representada la posición del centro de gravedad mecánico. 
 

 
Fig. 3. Posición del centro de gravedad mecánico en la sección mixta. 

 
El área mecánica (referida a la zona de menor módulo de elasticidad) vale 4* 32,1 mA  .  
 
Los momentos de inercia mecánicos valdrán: 
 

4*
2 10302,0 mI   

4*
3 0963,0 mI   

 
El hecho de quitar el esfuerzo axil N de la sección mixta, tiene el mismo efecto que 
mantenerlo y aplicar un esfuerzo N de sentido contrario. 
 
 Las coordenadas de los puntos A y C respecto a los ejes horizontal y vertical que 
pasan por el centro de gravedad mecánico valen:  2273,0;15,0A  y  4273,0;45,0C . 
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 Con lo cual, la tensión normal en el punto C se escribe 
 

 tracciónMPamkNc 605,917,9605
0963,0

15,045,02000

10302,0

2273,04273,02000

32,1

2000
2 2 
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Problema 4.32  La sección que se representa en la figura 1 es de paredes delgadas. El 
espesor es constante e igual a 1,2 cm . Indicar el punto en donde debe actuar un 
esfuerzo axil de compresión, para que la fibra neutra pase por los puntos A y B. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.32 

 
 
Solución 
 
 Los momentos de inercia de la sección, respecto a los ejes 2x  y 3x  valen: 

 
4

2 58573 cmI   
4

3 70057 cmI   

 
y el área    2240cmA   
 
Con lo cual, los radios de giro valen 
 

222
2 6,306

240

73585
cm

A

I
r   

 

232
3 42,240

240

57700
cm

A

I
r   

 
Con lo cual, la ecuación de la fibra neutra se escribe 
 

2
3

22
2

2

3310
r

xe

r

xe
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Por otro lado, la ecuación de la recta AB se expresa: 
 

23 875,75

025,3

875,75

1
10 xx   

 
Identificando términos: 
 

875,75

1
2

2

3 
r

e
 

 

875,75

025,3
2

3

2 
r

e
 

 
Con lo cual, las coordenadas del punto buscado valen: 
 

cm
r

e 04,4
875,75

2
2

3   

 

cm
r

e 59,9
875,75

025,3 2
3

2 
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Problema 4.33 En la sección de paredes delgadas de la figura 1, las dos paredes 
horizontales tienen un módulo de elasticidad 6E, mientras que en el resto de la sección 
vale E. En la sección actúa un esfuerzo axil de compresión de valor N situado en el 
punto A. Se pide: 

 Punto en que se producen las máximas tracciones 
 Valor de N para que las máximas tracciones no sobrepasen los 150 MPa 
 Fibra neutra 
 Valor de la curvatura 

 
Notas: 

 El espesor de las paredes es constante y vale 1 cm. 
 Los momentos de inercia mecánicos (referidos al material de módulo de 

elasticidad E) respecto a los ejes 2x  y 3x  valen 
4*

2 4,35799 cmI   
4*

3 262633cmI   

 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema resuelto 4.33 

 
 
Solución 
 
 El área mecánica de la sección vale 2* 66,385 cmA  . Se supondrá que N viene 
expresado en kN, mientras que se tomará como unidad de longitud el centímetro.  
 La distribución de tensiones en toda la sección se escribe 
 

















 





457,196413,4
1

66,385262633

35

4,35799

20

66,385
23

23

xxNn
x

N
x

NN
n  

 
La fibra neutra vendrá dada por 0 , es decir (ver figura 2) 
 

0
457,196413,4

1 23 
xx
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Fig. 2. Fibra neutra 

 
A partir de la figura 2, es evidente que los puntos de mayor tracción serán el B o el C  
 

N
N

B 012428,0
457,19

35
1

66,385

6












  

 

N
N

C 013245,0
457,19

35

6413,4

20
1

66,385












  

 
Con lo cual, el punto en que se tienen mayores tracciones es el punto C. 

Si 
2

15150
cm

kN
MPaC   , resulta: 

 
N013245,015   

 
Es decir: kNN 5,1132  
 
La curvatura respecto al eje 2x  valdrá 
 

EE

N

IE

M f 63269,0

4,35799

20
*
2

2
2 


  

 
La curvatura respecto al eje 3x  vale: 

 

EE

N

IE

M f 150923,0

262633

35
*
3

3
3 


  

 
La curvatura total vale: 
 

E

65336,02
3

2
2    
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Problema 4.34  En la sección maciza de la figura 1, compuesta por dos materiales, 
actúa una fuerza F1 de compresión, tal que las máximas compresiones valgan MPa15 . 
Posteriormente, se aplica una segunda fuerza F2 también de compresión y situada 
sobre la línea 'AA  . 

Hallar el valor y la posición de F2 para que bajo el efecto de ambas fuerzas, F1 
y F2, las tensiones de compresión en la zona de módulo de elasticidad E sean 
constantes y valgan MPa15 . 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.34 

 
Solución 
 
 El área mecánica de la sección así como el momento de inercia mecánico 
(referidos al material de módulo de elasticidad E) valen: 
 

22* 8,0800040408080 mcmA   
 

4433* 0362667,0667.626.34040
12

1
8080

12

1
mcmI   

 
Debido a F1, las tensiones de compresión en el punto 1 (ver figura 2) valen: 
 

 
1

11
1 4559,3

0362667,0

4,02,0

8,0
F

FF



  

 
Y en el punto 2 (dentro de la zona de módulo de elasticidad E2 ): 
 

 
1

11
2 7059,4

0362667,0

2,02,0

8,0
2 F

FF
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Fig.2. Posición de los puntos 1 y 2 

 
Al ser 12   , se igualará la tensión 2  al valor de MPa15 : 
 

MPaF 157059,4 1   

kNMNF 5,3187
7059,4

15
1   

 
Para que una vez introducido F2 las tensiones sean constantes, la resultante de F1 y F2 
deben pasar por el centro de gravedad de la sección (figura 3) 
 

 
Fig.3. Posición de la fuerza F2 

 
Tomando momentos respecto a G: 
 

6375,02,0 12  FFy  
 
y además: 

MPa
A

FF
15

*
21 


 

Es decir: 
 

my 07234,0  

kNF 5,812.82   
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Problema 4.35 La sección que se representa en la figura 1 está sometida a un esfuerzo axil 
excéntrico de compresión de valor N1 de tal forma que la fibra neutra sea la recta m-m’. Si las 
máximas tensiones valen MPam 25 , 

 
1. Determinar el valor de N1. 
2. Determinar asimismo la posición de N1 respecto a los ejes principales 

 32 ˆ,ˆ xGxG  siendo G el centro de gravedad de la sección. 

 
Seguidamente ( y sin quitar N1 ) se aplica en el punto A  un nuevo esfuerzo axil kNN 5002  , 
también de compresión.  
 
Se pide: 
 

1. Determinar la nueva fibra neutra dibujando su posición. 
2. Indicar las zonas de la sección que estarán traccionadas y las que estarán 

comprimidas. 
3. Valor de la máxima tensión de compresión y punto en que se produce. 
4. Si se produjeran tracciones, punto en que se produce la máxima tensión de 

tracción. 
5. Curvatura χ de la sección ( E = 30 GPa ). 

 
 
NOTA: Todo el ejercicio se realizará en ejes principales. 
 

 
 

Fig. 1. Sección correspondiente al problema resuelto 4.35 
 
 
Solución 
 
Las propiedades mecánicas de la sección valen  
 
Área:  A = 2.000 cm2 
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Momentos de inercia: 
 

4

232323
2

667.314.1

2970107010
12

1
1110901090

12

1
2640104010

12

1

cm

I





 
 

4

232323
3

167.602.1

5,1610701070
12

1
5,610909010

12

1
5,4340101040

12

1

cm

I





 
000.723295,1610705,61110905,4326401023 I  

   
Ejes principales de inercia: 

 02957,5
667.314.1167.602.1

000.72322
2tan

23

23 








II

I
  

 
 º377,39  
Momentos de inercia principales y radios de giro 

 4
2 265.721ˆ cmI    4

3 569.195.2ˆ cmI   

 22
2 63,360ˆ cmr    22

3 78,097.1ˆ cmr   

 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y ejes principales 

 
 
La ecuación de la fibra neutra m-m’ respecto a los ejes principales vale 
 
  041,161ˆ45,3ˆ 23  xx  

La ecuación general de la fibra neutra viene dada por 
 

  
2

3

22
2

2

33

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆˆ
10

r

xe

r

xe
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es decir, 
 

  2
2

3
3 ˆ

78,1097

ˆ
ˆ

63,360

ˆ
10 x

e
x

e
  

 
e identificando coeficientes se obtiene la posición de N1 
 
 cme 46,23ˆ2     cme 23,2ˆ3   

 
La distribución de tensiones normales viene dada por 
 




















79,46

ˆ

72,161

ˆ
1

200078,1097

ˆˆ

63,360

ˆˆ
1

2000
23122331 xxNxexeN

  

 
Las coordenadas 2x̂  y  3x̂  del punto A valen: 

 
cmx A 67,66ˆ2     cmx A 79,4ˆ3   

 
Y como las máximas tensiones se producen en el punto A se tendrá: 
 

98,83479,46

67,66

72,161

79,4
1

2000
11

max

NN









  

 

Y como  2
max 5,225 cmkNMPa  , 

 
 compresiónkNN 46,20875,298,8341   

 
Las tensiones en el punto A debidas exclusivamente a N2 valen 
 




















47,16

ˆ

29,75

ˆ
1

2000
ˆ

78,1097

67,66
ˆ

63,360

79,4
1

2000
232

23
2 xxN

xx
N

  

 
Las tensiones debidas a N1 y N2 valdrán (expresadas en kN/cm2): 
 




















47,16

ˆ

29,75

ˆ
1

2000

500

79,46

ˆ

72,161

ˆ
1

2000

46,2087 2323 xxxx
  

 

23 ˆ037486,0ˆ003134,0294,1 xx   
 
La fibra neutra se obtiene igualando a cero la expresión anterior 
 

23 ˆ037486,0ˆ003134,0294,10 xx   

 
En la figura 3 puede verse representada la fibra neutra 
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Fig. 3 Fibra neutra 

 
El punto de mayor tensión es el punto A, por lo que 
 

  MPacmkNA 78,37778,367,66037486,079,4003134,0294,1 2   
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Problema 4.36 La sección de la figura 1a se pretensa mediante un cable con una sección de 
25 cm2, situado en el centro de la parte inferior de la pieza. 
 
La tensión de compresión en la parte inferior de la sección, después del pretensado, debe ser de 
30 Mpa. Una vez fabricada, se coloca sobre apoyos, tal como se indica en la figura 1 b. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.36 

 
A continuación se hormigona la parte superior de la sección, resultando una viga con la 
sección de la figura 1 c. 
 
Una vez endurecido el hormigón, se carga la viga con una fuerza F en el centro de su luz. 
 

a) Hallar dicha fuerza, considerando que la máxima tensión de compresión en el 
hormigón es de 35 MPa y que la tensión de tracción es nula. 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 261 

b) Calcular, asimismo, los esfuerzos en el cable y las tensiones en la sección central de la 
viga, en todas las fases del proceso. 

 
Datos: 
 
 -Peso específico del hormigón: 25 kN/m3 
 -Relación de los módulos de elasticidad: n = Ea / Eh = 8 
 
Solución 
 
Características geométricas de la sección a : 
 

 
mx Gh 2828,0

10257,02,01,08,0

6,08,01,01,010257,02,0
4

4

3 



 



 

 

 m
AnA

AynAy
x

ah

aGahGh
G 2674,0

102582175,0

10251,082175,02828,0
4

4
*
3 








 



 

 
 

 24* 2375,0102582175,0 mA    
 

 nIII ah  22
*
2  

 

       

 
4

422

2223

01814,0

55,4658141815,9588803,795742181074,26255,1225
2

1

1074,2625702020257020
12

1
74,266080108010

12

1

m

m







 



 
 

1. Se pretensa el acero, aparecerá una tensión que valdrá: 

 tracciones
A

T

a

I
a   

 
2. Una vez endurecido el hormigón, se corta el cable y este esfuerzo será transmitido al 

hormigón que quedará por tanto comprimido y sometido a un esfuerzo axil T. Al actuar 
este esfuerzo axil en un punto que no es el centro de gravedad será equivalente a una 
compresión pura más un momento flector (ver figura 2). 

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 262 

Fig. 2 Sección sometida a flexión compuesta 
 
 
Las nuevas tensiones que actúan sobre el acero y el hormigón serán: 
 

 
 

8
01814,0

1674,0
8

2375,0*
*
3*

2








eTT

nx
I

eT
n

A

TII
a  

 

 
01814,02375,0*

3*
3*

2

xeTT
x

I

eT

A

TII
h





  

 
 La tensión de compresión en la parte inferior de la sección debe ser de 30 MPa: 
 

    TPah  2674,02282,92105,41030 6
max  

 
  kNT 277,4492  
 
 La tensión final en el acero valdrá: 
 
 

 MPaII
a

I
aa 59018

01814,0

1674,0
8

2375,0

1

1025

1
277,4924

2

4












   

 
3. Acción del peso propio: El peso propio actuará sobre la sección mixta. El punto de la 

viga en el cual actúe un momento mayor es  aquel en que tendremos  unas  tensiones 
mayores. Este punto será el centro de luz. 

 
Fig .3 Ley de momentos flectores debidos a la carga uniformemente 

 repartida del peso propio 
 

El peso específico del hormigón vale: 
 

  
m

kN
m

m

kN
Ap hh 4375,52175,01025 2

3
3    

 
 Se supone el peso del acero despreciable. 
 

  
 

kNm
m

m

kNpL
M f 875,97

8

12
4375,5

8

22

max   

 
 Las nuevas tensiones que actuarán sobre el acero y el hormigón serán: 
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a
III
a MPn

I

xM
225,78

01814,0

1674,0875,97
*
2

*
3 


  

 

  3

*
3

*
2

*
3 53,5395

01814,0

875,97
x

x

I

xMIII
h 


  

  

   traccionesMPaFINAL
a 225,1597225,71590   

 

  *
3

*
3

*
3 061,36915,18395,5456,41915,18 xxxFINAL

h   

 

   mx 7326,0*
3   MPaA 50,7  

 

   mx 0674,0*
3   MPaB 345,21  

 

   mx 2674,0*
4   MPaC 56,28  

 
 

4. Se hormigona la parte superior, las características mecánicas de la nueva sección 
valdrán (figura 4): 

 

 
Fig. 4 Sección y ejes locales 

 
 

 
 

 
cm

AA

AxAx
x

NUEVOh

NUEVOhNUEVOHORMG

G 64,71
201705,237

2017011075,2374,16
*

**
.3

**
3**

3 










 
 

 

   
44

23*2*

63
**

63
*

22
*

2
**

2

11718,071,21871811

2017064,7111020170
12

1

mcm

AxxIIII NUEVO
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m

kN
mm

m

kN
Aq NUEVA

h 50,87,12,025
3

   

 
La nueva carga uniformemente repartida actuará sobre la sección inicial representada en 
la figura 1. 
El momento flector máximo se producirá en la sección centro de luz y valdrá: 

 

  kNm
Lq

M f 153
8

12
5,8

8

22

4   

 
 Sección centro de luz: 
 

 Acero: 

 
MPam

kN

I

xM fIV
a 29,118

01814,0

1674,0153

*
2

*
34 





  

 

MPaFINAL
a 515,608129,11225,5971   

 
 

 Hormigón: 
 

MPax
x

m

kN

I

xM fIV
h

*
3

*
3

*
2

*
34 434,8

01814,0

153






  

 

MPaxxxFINAL
h

*
3

*
3

*
3 627,27915,18434,8061,36915,18 

 
                      x3

* referido al centro de gravedad de la sección inicial. 
 

 MPaA 3245,1  
 
 MPaB 777,20  
 
 MPaC 3025,26  

 
Una vez endurecido el hormigón, se carga la viga con una fuerza F en el centro 
de su luz. Esta fuerza F actúa sobre toda la nueva sección (figura 5). 
 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos flectores 
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Sección centro de luz: 
 

 Acero: 
 

 
F

FxFV
a 246,1268

11718,0

6164,03
8

11718,0

3 **
3 





  

 MPaFFINAL
a

310246,12635,1598   

 
 Hormigón: 

 

**
3

**
3 601,25

11718,0

3
xF

xFV
h 


  

 MPaxFxFINAL
h

**
3

3*
3 10601,25627,27915,18    

 
Se imponen las condiciones: 

 Máxima compresión: 
 

1. En la fibra superior de la sección final  mx 4836,0**
3    sólo actúa el 

momento flector debido a F. 
 

4836,010601,2535 3   F  
 

kNF 2827  
 

2. En la fibra superior de la sección inicial  mx 7326,03  , donde 

actúan todos los momentos flectores: 
 

7326,0627,27915,182836,010601,2535 3   F  

kNF 5003  
 

 No tracciones en toda la sección. La fibra en la cual podemos encontrar las 

máximas tracciones es la fibra inferior:  mx 7164,0**
3   

 

    07164,010601,252674,0627,27915,18 3   F  
 
   kNF 1434  
 

La condición más restrictiva es la que nos da la fuerza más pequeña. 
 
 kNF 1434  
 
La distribución de tensiones final será: 
 

 MPaa 54,1769101434246,126515,1608 3    

 

 
**

3
*

3 7118,36627,27915,18 xxh   
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 mx 4836,0**
3    MPaD 7538,17  

 

 mx 2836,0**
3    MPaA 087,9  

 

 mx 5164,0**
3    MPaB 819,1  

 

 mx 7164,0**
3    0C  

 
 

 
Fig. 6 distribución de tensiones final 
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Problema 4.37 En la sección que se indica en la figura 1, hallar el lugar geométrico de los 
puntos sobre los que puede actuar un esfuerzo axil de compresión N para que todas las 
correspondientes fibras neutras pasen por A. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.37 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse la disposición del centro de gravedad. 
 

 
Fig.2 Ejes coordenadas y posición del centro de gravedad 

 
 

El área de la sección vale: 2904 cmA  , y los momentos de inercia: 
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4
2 85,283.136 cmI   

4
3 9,115.272 cmI   

4
23 1,145.91 cmI   

 
Los radios de giro valdrán: 
 

222
2 756,150 cm

A

I
r   

232
3 013,301 cm

A

I
r   

2232
23 824,100 cm

A

I
r   

44
23

2
3

2
2 214.35 cmrrr   

 
La ecuación de la fibra neutra se escribe 
 

01 34
23

2
3

2
2

2
232

2
33

24
23

2
3

2
2

2
233

2
22 








 x
rrr

rere
x

rrr

rere
 

 
Es decir: 
 

0
35214

824,100013,301

35214

824,100756,150
1 3

23
2

32 





 x
ee

x
ee

 

 
Cuando un haz de fibras neutras pasa por A, los correspondientes centros de presiones estarán 
sobre una recta. Pueden hallarse dos puntos de esta recta hallando los centros de presiones 
correspondientes a una fibra neutra horizontal y a otra vertical que pasen por A: 
 

 Ecuación de la fibra neutra horizontal que pasa por A: 

0
1072,27

1 3 



x

 

 
con lo cual, identificando coeficientes: 
 

0824,100756,150 32  ee  

 

1072,27

1

35214

824,100013,301 23




 ee
 

 
Resolviendo el sistema: 
 
 cme 69,52     cme 51,83   

 
 Ecuación de la fibra neutra vertical que pasa por A: 

0
328,21

1 2 



x
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Identificando nuevamente coeficientes 
 

328,21

1

35214

824,100756,150 32




 ee
 

 
0824,100013,301 23  ee  

 
Resolviendo el sistema: 
 
 cme 51,292    cme 88,93   

 
con lo cual, la ecuación de la recta que pasa por las dos excentricidades halladas será 
(fig.3) 
 
 54,5522,0 23  xx  

 
Fig.3 Lugargeométrico del centro de presiones 
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Problema 4.38 La sección que se representa en la figura 1 es de hormigón pretensado. La 

tensión de pretensado en los cables de acero vale MPaa
p 1200 . Hallar la distribución de 

tensiones en el hormigón debidas al pretensado. La sección   vale 25,0 cm . 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.38 

 
Solución 
 
En la figura 2 se representa el sistema de ejes adoptado así como el centro de gravedad 
mecánico. 
 

 
Fig.2 Sistema de ejes y centro de gravedad mecánico 
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El área mecánica vale 
 

 2* 718 cmA   
 
siendo el valor del momento de inercia mecánico respecto a un eje horizontal que pasa por el 
centro de gravedad: 
 

 4* 7,402.96 cmI   
 

Las tensiones de pretensado en el acero valen MPaa
p 1200 , con lo cual, la fuerza de 

pretensado en cada cable vale: 
 

- Cables superiores 
 

kNcmMPaFs 605,01200 2   

 
- Cables inferiores 

 

kNcmMPaFi 24021200 2   

 
Cuando se cortan los cables de pretensado, la sección mixta está sometida a dos fuerzas sF  

situadas donde los dos cables del ala superior y una fuerza iF  en el cable del alma, con lo cual 

la sección está sometida a un esfuerzo axil de valor 
 
   kNFFN is 3602406022   

 
y a un momento flector 
 

   
kNm

FFM isf

716,16

1131,02400869,06021369,025,005,01369,022




 

 
Las tensiones en la fibra superior valdrán 
 

   compresiónMPa
cm

cmkNm

cm

kN
x

I

M

A

N f 64,2
7,96402

69,13716,16

718

360
4213*

2

*1 




 
 

   compresiónMPa
cm

cmkNm

cm

kN
x

I

M

A

N f 576,9
7,96402

31,26716,16

718

360
4223*

2

*2 




 
En la figura 2 puede verse representada la distribución de tensiones normales en el hormigón a 
lo largo del eje 3x . 
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Fig.3 Distribución de tensiones en el hormigón 
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Problema 4.39 En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1 actúa en el 
punto A un esfuerzo axil de tracción N. El espesor de las paredes es constante e igual a 1 cm. 
Se desea conocer el valor de N para que las máximas tensiones no sobrepasen los MPa300 . 
Hallar asimismo la fibra neutra. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 4.39 

 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad así como los ejes adoptados. 
 

 
Fig.2 Ejes y posición del centro de gravedad 

 

El área vale 2100 cmA  . Los momentos de inercia valen: 
 

4
2 3,933.14 cmI   

4
3 600.39 cmI   

4
23 400.14 cmI   

 
La expresión de las tensiones se escriben 
 

    222332232333 IxIxeIxIxe
N

A

N



  

 

siendo  482
2332 1084,3 cmIII   

 
y las excentricidades 
 
 cme 422   
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 cme 83   

 
Tomando como unidades el kN  y el cm , la distribución de tensiones valdrá: 
 

    23238
3,933.14400.1442400.14600.398

1084,3100
xxxx

NN



  

 
Es decir: 
 

 23 133,0075,01
100

xx
N

   

 
La fibra neutra se obtendrá igualando a cero la expresión anterior: 
 
 0133,0075,01 23  xx  

 
En la figura 3 puede verse representada la fibra neutra 
 

 
Fig.3 Posición de la fibra neutra 

 
 
Las máximas tensiones se producen en A, con lo cual: 
 

  N
N

A 07186,042133,08075,01
100max    

 

y como 2
max 30300 cmkNMPa  , igualando 

 
  kNN 5,417  
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Problema 4.40 En la sección que se representa en la figura 1 actúa un esfuerzo axil de 
compresión N. Determinar el valor de N y su posición respecto a unos ejes que pasen por el 
centro de gravedad si: 
 

- La fibra neutra es la recta 'ff   cuya pendiente es 0,5 

- Las tensiones de compresión en el punto A valen MPa21  
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.40 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 puede observarse la posición del centro de gravedad así como los ejes adoptados. 
 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y ejes adoptados 

 
El área de la sección y los momentos de inercia valen: 
 

 2736cmA   

 4
2 188.91 cmI   

 4
3 228.258 cmI   

 4
23 817.86 cmI   

 
y los radios de giro: 
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 22
2 8,123

736

118.91
cmr   

 

 22
3 9,350

736

228.258
cmr   

 

 22
23 96,117

736

817.86
cmr   

 

 44
23

2
3

2
2 6,205.31 cmrrrr   

 
La ecuación de la fibra neutra propuesta 'ff   es: 
 
 74,105,0 23  xx  

y normalizando: 
 
 0106,0053,01 32  xx  

 
Por otro lado, la expresión de la fibra neutra debida a un esfuerzo axil de compresión vale: 
 

 01 3

2
232

2
33

2

2
233

2
22 





 x

r

rere
x

r

rere
 

 
Siendo 2e  y 3e  las excentricidades del esfuerzo N, es decir, las coordenadas del punto en donde 

actúa el esfuerzo respecto a los ejes de la figura 2. Es decir, 
 

 0
6,31205

96,1179,350

6,31205

96,1178,123
1 3

23
2

32 





 x
ee

x
ee

 

 
E identificando coeficientes se obtiene el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 
 

 053,0
6,31205

96,1178,123 32 
 ee

 

 

106,0
6,31205

9,35096,117 32 
 ee

 

 
y resolviendo: 
 
 cme 89,62        cme 1,63   

 
Las tensiones en cualquier punto valdrán: 
 

  32 106,0053,01 xx
A

N
  

 
y particularizando para el punto A de coordenadas: 
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 cmx A 96,122   
 
 cmx A 04,293   

 

   N
N

00461,004,29106,096,12053,01
736

  

 
y como MPa21 , resulta que N vale 
 
 kNN 75,455  
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Problema 4.41  Se desea pretensar la viga recta de 35 metros de luz y sección que muestra la 
figura 1. 
 
El postensado será curvo, de tal forma que, actuando el peso propio y el postensado, las 
tensiones en todas las fibras superiores sean nulas y la tensión de compresión máxima en la 
sección central sea de 35 MPa (n = 10). 
 
Hallar: 
 

a) Trazado del cable y esfuerzo de postensado que tendrá la viga. 
b) Área del cable, si para esta fase las tensiones máximas en el acero valen 1200 MPa. 
c) A continuación se inyecta la vaina de forma que haya adherencia perfecta entre el 

hormigón y el acero. Se carga la viga con una carga uniformemente repartida de valor 
p kN / m. Calcular el valor de p de forma que: 

 
c.1) En la sección central en el hormigón no existan tracciones. 
c.2) En la sección central las máximas tensiones de compresión en el hormigón no   
       sobrepasen 35 MPa. 
c.3) En la sección central las máximas tensiones en el acero no sobrepasen 1700 MPa. 

       d) Distribución de tensiones normales en la sección central. 
 

 
Fig. 1 Sección y viga correspondiente al problema 4.41 

 
Solución 
 
El peso propio es una carga uniformemente repartida que nos dará la ley de momentos flectores: 
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Fig. 2 Ley de momentos flectores debida al peso propio 
 
 

   222 22,57,18244,10
2

1

2

3544,10

2

1

2
xxxxxpx

PL
xM f 


  

 
En el postensado la ley de momentos flectores será (figura 3): 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores debida al postensado 

 
 
  xeTM f   

 
La distribución de tensiones será función de la sección de la viga en que nos situemos y de la 
altura respecto al centro de gravedad. 
 

          xyy
I

xeT
xyy

I

xx

A

T
x G

x
G

xh
h 







222,57,182  

La inercia xI  debe ser función de la sección x, pero la superfície de la vaina es despreciable 

respecto a la de toda la sección, por este motivo se supone el momento de inercia xI  constante. 

Del mismo modo el centro de gravedad debe ser función de la sección, sin embargo se 
considerará constante a efectos de cálculo. 
 
 La tensión en todas las filas superiores debe ser cero: 
 

    
07787,0

1045,1162
7787,0

1045,1162

22,57,182

104176 44

2

4












 

xeTxxT
xs

h  

 
De donde se obtiene la primera ecuación: 
  

      10698,696,3483,12233946,2 2  xeTxxTxs
h  

 
La tensión de compresión máxima en la sección central no debe superar los 35 MPa: 
 

    
7213,0

1045,1162
7213,0

1045,1162

22,57,182

104176 44

2

4












 

xeTxxT
xi

h  
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    xeTxxTxi
h  205,649,3265,11333946,2 2  

 
 

 
20

2 35000205,65,1749,325,1765,11333946,25,17
m

kN
eTTi

h 

 
La segunda ecuación del sistema será: 
 
  243,44919205,63946,2 0  eTT  

 
Resolviendo:  kNT 98,7586  
 

El trazado del cable será:    241088,60240,03575,0 xxxe   
 
 
b) La tensión  de postensado del cable debe ser menor a 1200 MPa. 
 

 3102001 
a

a A

T  

 

    De donde se obtiene   231032,6 mAa
  

 
c) Se inyecta hormigón a la vaina, de modo que la adherencia es perfecta y la sección se        
convierte en mixta. 
Características mecánicas de la sección central: 
 
   mee 5662,05,17 0   

 

 
   

  mcm
n

n
yG 6456,056,64

2,632,634176

2,6394,5613,722,63417613,72* 



  

 
 

    
  442

4

24*

13398,053,1339891356,6419,152,63
4

56,6413,722,6341761045,1162

mcmn
R

I













  

 
 
La viga se carga con una carga uniformemente repartida de valor p que nos dará la ley de 
momentos flectores: 
 

 2

2

1

2
xpx

pL
M f   

 
La cual, en la sección central toma el valor    kNmpM f 125,1535,17   

 
 Si existen tracciones en la sección, las máximas se producirán en la fibra inferior 
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mx 6456,03   

 
 

2
31035

13398,0

6456,0125,153

m

kNp
f 


  

 

m

kN
p 43,47  

 
 Las máximas compresiones en la sección central se hallan en la fibra superior: 

 
mx 8544,03   

 

2
31035

13398,0

8544,0125,153

m

kNp
f 


  

 
mkNp 84,35  

 
 Las máximas tensiones en el acero no deben superar los 1700 MPa. Inicialmente el 

acero tiene una tracción de 1200 MPa, por lo cual no puede aumentar más de 500 MPa 
de tracción. 

 
 

2
310500

13398,0

4937,0125,153

m

kN
n

p
a 


  

 
mkNp 614,88  

 
La condición más restrictiva es aquella que nos da una carga uniformemente repartida 
menor:  mkNp 84,35  

d) La distribución de tensiones en la sección central se indica en la figura 4. 

 
 

Fig. 4 Distribución de tensiones 
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Problema 4.42 Hallar y dibujar el núcleo central de la sección de paredes delgadas de la 
figura 1. Todas las paredes tienen el mismo espesor: 1 cm. 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.42 
 
Solución 
 
Las propiedades mecánicas de la sección valen: 
 

 Centro de gravedad 
 

x3g = 7,5 cm.   x2g = x3g 
 

 Momentos de inercia y radios de giro 
 

4
32 5625cmII    4

23 3375cmI   

 4
2 9000ˆ cmI    4

3 2250ˆ cmI   

 22
2 150ˆ cmr     22

3 5,37ˆ cmr   

 
 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y ejes principales de inercia 
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La ecuación de la fibra neutra se escribe 
 

2
3

22

2
2

33

ˆ

ˆˆ

ˆ

ˆˆ
10

r

xe

r

xe
  

 
es decir 
 

2
2

3
3 ˆ

5,37

ˆ
ˆ

150

ˆ
10 x

e
x

e
  

 
 Para determinar el núcleo central se rodea la sección con las rectas envolventes, 
determinándose los centros de presiones correspondientes a cada una de ellas. En este caso, se 
tendrá que determinar el centro de presiones correspondiente a las rectas AB, BC y AC.  
 

 Recta AB  
La ecuación de la recta AB se escribe 
 

23 ˆ0943,0ˆ0943,010 xx   

 
e identificando términos con la ecuación de la fibra neutra 
 

cme 54,35,370943,0ˆ2   

cme 14,141500943,0ˆ3   

 
y dado que la relación entre las excentricidades repecto a los ejes principales y los ejes 
x2 , x3  se escribe 

 
 

 
Sustituyendo valores 
 

cme 50,122     cme 5,73   

 
 

 Recta BC 
Por simetría respecto al eje 2x̂  
 

cme 5,72     cme 5,123   

 
 

 Recta AC 
La ecuación de la recta AC se escribirá 
 

23 ˆ0943,0ˆ010 xx   

 
e identificando términos con la ecuación de la fibra neutra 
















 










3

2

3

2

ˆ

ˆ

45cos45sin

45sin45cos

e

e

e

e
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0ˆ3 e     cme 54,3ˆ2   

 
y también 
 

cme 5,22    cme 5,23   

 
 En la figura 3 puede verse representado el núcleo central 
 

 
Fig. 3 Núcleo central 
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Problema 4.43 En el soporte de hormigón cuya sección se representa en la figura 1. 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.43 
 
 
SE PIDE: 
 

1. Hallar y dibujar el núcleo central. 
2. Máximas tracciones de tracción y compresión, cuando en el punto A actúa una fuerza P 

normal a la sección y de valor kN500.2 . 

3. Área de aplicación de una fuerza N, para que se cumpla que 4
m
m




 

 
 

Siendo: 
   m   módulo de la máxima tensión a compresión. 

   m   módulo de la máxima tensión a tracción. 

 
Solución 
 
1. Para obtener el núcleo central, habida cuenta de las simetrías, será suficiente obtener 

únicamente un punto, por ejemplo el que corresponde a la fibra neutra coincidente con 
la fibra inferior de la sección. 

 

01
2

2

0
33 









r

xe
N  

 

 Sustituyendo 
 

  mcmx 5,0500
3   
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  2
2

4
22

2 113333,0
64,0

0725333,0
m

m

m

A

I
r   

  cmme 65,222265,03   

 
 En la figura 2 puede verse representado el núcleo central 
 

 
 

Fig. 2 Núcleo central 
   
 

2. Cuando una fuerza Ρ actúa en A, las excentridades valen 
 

e2 = 0,15 m    e3 = 0,30 m 
 
 

Las máximas tensiones de compresión se producirán en el punto B y las máximas de tracción en 
el punto C. 
 

 compresiónMPa

m
m

mkN
m

m

mkN

m

kN
B

661,11

5,0
0725333,0

15,02500
5,0

0725333,0

30,02500

64,0

2500
442













  

           
 

     tracciónMPam
m

mkN
m

mkN

m

kN
C 85,35,0

0725333,0

15,02500
5,0

0725333,0

3,02500

64,0

2500
42












             
 

3. El área de aplicación de la fuerza N será un cuadrado con los cuatro vértices situados en 
los ejes coordenados. Bastará obtener un punto R (figura 3). 
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Fig. 3 Área de aplicación de N 
 
 
La fibra neutra (r) deberá estar situada tal como indica la figura 3 si se quiere garantizar que la 
relación entre las máximas tensiones de compresión y de tracción valga 4. 
 
Las tensiones en la fibra superior valdrán 
 









 5,0

113333,0
1 3

3
2

3 e

A

N
x

I

eN

A

N
m  

 
Las tensiones en la fibra inferior valen 
 









 5,0

113333,0
1 3

3
2

3 e

A

N
x

I

eN

A

N
m  

 

y como  4
m

m




 

 
resulta que   e3 = 0,378 m = 37,8 cm 
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Problema 4.44 En la sección de paredes delgadas de la figura 1 (las dimensiones están dadas 
en centímetros) las paredes horizontales tienen un espesor de 1 cm y las verticales de 0,6 cm. 
Determinar: 

 Valor de x para que cuando actúe un momento flector situado en un plano vertical las 
máximas tracciones sean iguales a las máximas compresiones. 

 Núcleo central de la sección. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 4.44 

 
 
Solución 
 
 Para que las máximas tensiones sean iguales a las máximas compresiones, es preciso 
que el centro de gravedad de la sección esté situado en la mitad del centro, es decir 
 

x = 14,2 cm 
 
Con este valor, los momentos de inercia repecto a un eje horizontal y vertical respectivamente 
valen 
 
 I2 = 70.900 cm4 
 I3 = 119.657 cm4 
 
y el área 
 
 A = 170,4 cm2 
 
Los radios de giro valen 
 

 222
2 1,416 cm

A

I
r   

 232
3 2,702 cm

A

I
r   

 
 Para determinar el núcleo central se envuelve la sección mediante rectas que serán 
fibras neutras. Por otro lado, la ecuación de cada fibra neutra viene dada por 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 4: Momento flector                                                                 289 

 01 22
3

2
32

2

3  x
r

e
x

r

e
 

es decir 
 

 0
2,7021,416

1 2
2

3
3  x

e
x

e
 

 
a) Recta (1) como fibra neutra 

La ecuación de la recta (1) es 
 

 0
25

1 3 
x

 

 
Identificando términos 
 

25

1

1,416
3 

e
 

 
 Es decir 
 
  e3 = 16,64 cm   e2 = 0 cm 
 

b) Recta (2) como fibra neutra 
La ecuación de la recta (2) es 
 

 0
42,95

82,2

42,95
1 23 

xx
 

 
Identificando términos 
 

 
42,95

1

1,416
3 

e
    

42,95

82,2

2,702
2 

e
 

 
con lo cual 
 
 e3 = 4,36 cm    e2 = - 20,75 cm 

 
c) Recta (3) como fibra neutra 

La ecuación de la recta (3) se escribe 
 

 0
2,39

1 2 
x

 

 
Identificando términos: 
 

 
2,39

1

2,702
2 

e
 

 
con lo cual 
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 e3 = 0     e2 = -17,91 cm 

 
d) Recta (4) como fibra neutra 

La ecuación de la recta (4) se escribe 
 

 0
25

1 3 
x

 

 
con lo que, identificando términos se obtiene 
 
 e3 = -16,64 cm    e2 = 0 
En la figura 2 puede verse representado el núcleo central. 
 

 
Fig. 2 Núcleo central 
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Problema 4.45 Construir el núcleo central de las secciones representadas en la figura 1 
 

 
 

Fig. 1 Secciones correspondientes al problema 4.45 
 
 
Solución 
 
Sección a): 
Las coordenadas de los vértices del núcleo central son: 
 
 
 8,4;8,4

0;42,6
 

 
 8,4;8,4

0;42,6




 
 
 8,4;8,4

42,6;0


 

 
 8,4;8,4

42,6;0




 

 
Sección b) 
Las coordenadas de los vértices del núcleo central son 
 
 

 16,5;78,6

0;42,6


 
 
 56,13;0

0;42,6
 

 
 86,7;0

16,5;78,6
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Capítulo 5: 
Esfuerzo cortante 
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Problema 5.1 Hallar la distribución de tensiones tangenciales en las dos secciones de la 
figura 1, cuando actúa un esfuerzo cortante de valor Q, vertical ascendente de valor  Q=300 
kN. 
 

 
Fig.1 Secciones correspondientes al problema 5.1 

 
 
Solución 
 
1. Sección en U 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 433,6816 cmI   
 
La distribución de tensiones tangenciales viene dada por la expresión. 
 

 τ = 
2

23

Ie

mQ e  

 
Los valores de los momentos estáticos me2 (de acuerdo con la nomenclatura de la figura 2) valen 
 

 02,203,144,12 B
Aem  

 

   23,1417,17023,1415,802,202  C
Bem  

 

02,2017,1702 D
Cem  

 
con lo cual, 
 

 63,0
33,68164,1

02,20300





B

A
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     23,1417,170044,0
33,68161

23,1417,170300  



C

B
 

 
    02,2017,17003144,0

33,68164,1

02,2017,170300





D

C
 

 
 

 
Fig.2 Distribución de tensiones tangenciales en la sección en U 

 
2.  Sección en T 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

42,1642 cmI   
 
La distribución de tensiones valdrá (ver figura 3) 
 

 7545,0
2,16423,1

13,43,1300





 C

B

B

A
 

 
     213,438,107182682,0

2,16421

213,413,4203,1300  



D

B
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Fig.3 Distribución de tensiones en la sección en   
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Problema 5.2 La sección que se representa en la figura 1 es de paredes delgadas y espesor 
constante e. La longitud de cada una de las paredes es L. Entre sí forman un ángulo recto y 
cada una de ellas está inclinada 45º. Determinar, exclusivamente en función de e y L, la 
distribución de tensiones tangenciales y el valor de la sección reducida cuando actúa un 
esfuerzo cortante vertical. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.2 

 
 
 
Solución 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 3

3

1
LeI   

 
El momento estático en cualquier punto entre A y B vale 
 

      Lem
B

Ae 2
4

2
 

 
y entre B y A’ 
 

     


Lem
B

Ae 2
4

2
 

 
Cuando actúa un esfuerzo cortante vertical, la distribución de tensiones tangenciales vale (figura 
2). 
 

 
 

 


 


 L
Le

Q
Lee

LeQ

Ie

mQ e 2
4

23

3

1

2
4

2

3
3
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La sección reducida viene dada por 
 

 

 
Le

dL
e

e

Le

d
e

m

I
kA

L

O

e 6

5

2
4

22

9

1

2

62

2

2















 
 

 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.3 En la sección de la figura 1 hallar la distribución de tensiones tangenciales 
producidas por un esfuerzo cortante vertical de valor  kNQ 250  . Hallar asimismo el valor 
de la sección reducida. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.3 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a cualquier eje que pasa por el c.d.g. vale 
 

 41,0 mI   
 
El esfuerzo cortante que actúa vale MNkNQ 25,0250  . La distribución de tensiones 
tangenciales valdrá (figura 2) 
 

 
  22 25,15,2
1,02,0

212,025,0  





Ie

mQ eC

O
 

 

 
  2625,025,1

1,02,0

30sin212,025,0  



 O

B

O

A
 

 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 
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La sección reducida se obtiene a partir de  
 

 



 de

Q

d
e

m

I
kA

e
2

2

2

2

 

 

       
1

0

1

0

22222 25,02,0625,025,122,025,15,2  ddde  

 
con lo cual 
 

 2
2

25,0
25,0

25,0
mkA   
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Problema 5.4 La sección que se representa en la figura 1 está sometida a un esfuerzo cortante  
Q = 200 kN  vertical ascendente. El espesor de todas las paredes vale 1 cm. 
 
SE PIDE: 
 
Dibujar la distribución de tensiones tangenciales indicando claramente su sentido, el valor en 
los vértices de las paredes y el valor y posición de la máxima tensión tangencial. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.4 

 
Solución 
 

 
Fig. 2 Ejes y posición del centro de gravedad 

 
-Área: 
  

 217022022050220 cmA   
 
-Posición del centro de gravedad 
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 404025130170 gy  

 
 cmyg 53,28  

 
-Momento de inercia 
 

 
4

23223

63268

47,1140201
12

1
253,313022540501

12

1

cm

I




 

 
Distribución de tensiones tangenciales: 
 

 
   247,110914,2

63268

247,1200 3
2

 


 

cm

kN

Ie

mQ eB

C
 

 

   0626,0668,0
63268

47,21200
668,0 







 
A

B
 

 

 
    247,2110914,2839,3

63268

247,21200
2919,1 3  







 
 D

A
 

 

  0831,0
63268

53,28200
D

E
 

 
En la figura 3 puede verse representada la distribución de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.5 En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1, todas 
las paredes tienen 1 cm de espesor. Sobre dicha sección, actúa un esfuerzo cortante 
vertical ascendente de valor kNQ 50 . Hallar y dibujar la distribución de tensiones 
tangenciales acotando los valores de sus puntos más significativos. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.5 

 
Solución 
 
 El centro de gravedad está situado a 4,5 cm de la fibra inferior. En la figura 2 
pueden verse representados los ejes de la sección así como el eje local de cada una de 
las paredes 
 
 

 
Fig.2. Ejes locales 

 
El momento de inercia respecto de un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad 
vale: 
 

4
2 5,737.1 cmI   
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Utilizando como unidades el kN y el cm, las leyes de tensiones tangenciales se escriben: 
 

2

2

Ie

mQ e  

   25,0108777,2
5,1737

25,050 2  


 E
D

B
A  

 

 50 5 0,5 5 2 4,5
0, 28777 0,1295

1737,5
C E
B C


  

         

 
   25,15108777,2

5,1737

25,1550 2  


 F
C  

 
En la figura 3 puede verse representada la anterior distribución de tensiones 
tangenciales. Las unidades están dadas en MPa. 

 
Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.6  En la sección de la figura 1 de paredes delgadas, todas las chapas 
tienen el mismo espesor cme 1 , excepto la chapa horizontal BB’ en la cual el espesor 
vale cme 2' . En la sección actúa un esfuerzo cortante vertical ascendente 

kNQ 100 . Hallar y dibujar la distribución de tensiones tangenciales  
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.6 

 
Solución 
 
 El centro de gravedad está situado a 52,4519 cm de la fibra inferior (ver figura 
2). 

 
Fig.2. Centro de gravedad y ejes locales 

 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad 
vale 
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5 4
2 2,89 10I cm   

 
Por simetría, las tensiones tangenciales en E serán nulas. Además, las tensiones 
tangenciales en D de DE serán la mitad que las tensiones tangenciales en D de CD. 
 Los momentos estáticos de las distintas paredes respecto al eje 2x  valdrán: 
 

 25481,131'
'22   B

Ae
B
Ae mm  

 

  1,5567,2875481,27267,287'22
C
Be

C
Be mm  

 

 25481,2734,38812  D
Cem  

 
Para obtener el momento estático en la pieza DE se procede como sigue: 
 

   ddxdm E
De  304519,22cos3032  

 
e integrando: 

  



0

2 56,673sin90015,2116304519,22cos3015,2116 dm E
De  

Como puede comprobarse el momento estático es nulo para el punto   E  
Utilizando la expresión 
 

e

m

Ie

mQ ee 2
5

2

2

1078759,3

100


  

 
se obtiene la distribución de tensiones tangenciales, la cual puede verse representada en 
la figura 3 

 
Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.7  En la sección de la figura 1, todas las paredes tienen el mismo espesor 
cme 1 . Hallar el centro de esfuerzos cortantes de la sección 

 
 

Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.7
 

            Fig.2. Ejes locales 
 

 
Solución 
 
 Por simetría, el centro de esfuerzos cortantes estará situado en un eje horizontal 
que pase por el centro de gravedad. El momento de inercia de la sección respecto a 
dicho eje vale 
 

4
2 500.86 cmI   

 
Para determinarlo, se sitúa en la sección un esfuerzo cortante Q3 vertical, ascendente y 
que pasa por el centro de esfuerzos cortantes. De acuerdo con los ejes locales de la 
figura 2 la distribución de tensiones tangenciales, en las paredes horizontales, valdrá: 
 
 

3
43

2

23
100462,4

865001

35
Q

Q

Ie

mQ B
AeA

B 


 



  

3
43

2

23
107441,1

865001

15
Q

Q

Ie

mQ D
CeD

C 


 



  

3
4107441,1 QD

C
F
E    

3
4100462,4 QB

A
G
H    

 
La anterior distribución de tensiones tangenciales se representa en la figura 3 
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Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales en las paredes horizontales 

 
Tomando momentos respecto a cualquier punto de la pared vertical: 
 

3203
31015

2

156012,2
35

2

150694,6
2 QxQ 






 





   

 
De donde: 

cmx 77,320   
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Problema 5.8  En la sección de paredes delgadas de la figura 1 (espesor constante 
cme 1 ) actúa un esfuerzo cortante kNQ 500  vertical, ascendente. Hallar y dibujar 

la distribución de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.8 

 
Solución 
 
 El momento de inercia respecto al eje x2 vale 
 

4
2 4,35799 cmI   

 
La distribución de tensiones tangenciales vendrá dada por: 
 










22
2

2

2 0139667,0
4,357991

500

cm

kN
m

m

Ie

mQ
e

ee  

 
Dado que la sección es simétrica respecto a un eje vertical, la tensión tangencial será 
nula en los puntos D y D’ (figura 2) 
 
 

 
Fig.2. Ejes locales 

 
La distribución de tensiones tangenciales se escribe: 
 



      Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 5. Esfuerzo cortante                                      309                                   

    279334,00069834,02200139667,00139667,0 2
2

'  e
A
A m  

0B
C  

 sin5867,5sin200139667,00139667,0 2
2

'  e
D
D m  

 
En la figura 3 se representa la distribución anterior 
 
 

 
Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.9  La sección que se representa en la figura es de paredes delgadas. El 
espesor es constante e igual a 1,2 cm. En la sección actúa un esfuerzo cortante vertical, 
ascendente de valor kNQ 500 . Hallar la distribución de tensiones tangenciales. 
 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.9 

 
 
Solución 
 
 El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de 
gravedad (figura 2) vale 
 

4
2 585.73 cmI   

 
Las tensiones tangenciales, por simetría, serán nulas en el punto F (figura 2). La 
distribución de tensiones tangenciales viene dada por 
 
 








 

22
32

2

2 106624,5
735852,1

500

cm

kN
m

m

Ie

mQ
e

ee  
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Fig.2 Posición del centro de gravedad y ejes locales 

 
Los momentos estáticos respecto al eje x2 valen: 
 

 7,2375,192,12 E
Fem          

  2
2 6,07,235,592275,192,1257,23  D

Eem  

  22
2 3,05,82625,02,1206,0207,235,592  D

Cem  

   3,3625,302,12 B
Aem  

    2
2 6,03,361089225,302,12153,36  C

Bem  

 
con lo cual, la distribución de tensiones tangenciales se escribe 
 

 23 134199,07,23106622,5 cmkNF
E      

 
 223

23

103974,31342,0355,3

6,07,235,592106622,5

cmkN

D
E











 

   22323 10699,168,43,05,826106622,5 cmkND
C     

 
 223

23

10397,32055,01663,6

6,03,361089106622,5

cmkN

B
C











 

   23
' 2055,03,36106622,5 cmkNB

A
B
A     

 
En la figura 3 puede verse representada la anterior distribución 
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Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.10 En la sección de paredes delgadas de la figura 1 (las dimensiones están dadas 
en centímetros) las paredes horizontales tienen un espesor de 1 cm y las verticales de 0,6 cm. 
Determinar la distribución de tensiones tangenciales cuando actúa un esfuerzo cortante vertical 
ascendente de valor 100 kN. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.10 

 
Solución 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 400,89370 cmI   
 
En la figura 2 puede verse la distribución de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.11 Las dos secciones de paredes delgadas de la figura 1 tienen 20 cm de lado 
cada una y un espesor de 0,6 cm. Se distinguen en que la sección a) es cerrada, mientras que la 
b) está abierta por el punto A. Determinar la relación entre las tensiones tangenciales ba   

en el punto D (punto medio de la pared vertical derecha) de ambas secciones, cuando actúa un 
esfuerzo cortante Q, vertical ascendente. 
 

 
Fig. 1 Secciones correspondientes al problema 5.11 

 
 
Solución 
 
Dado que en la sección a) las tensiones tangenciales son nulas en los puntos medios de las 
paredes horizontales, el flujo de tensiones tangenciales en D valdrá: 
 
 

   
I

Q

I

Q

I

Q

I

mQ De
DD 906,015056,010106,0106,0 2    

 
En la sección b), el flujo de tensiones tangenciales en D vale: 
 

  
I

Q

I

Q

I

Q
D 1502506,056,010106,020'   

 
Por lo tanto: 
 

 667,0
150

90
'


D

D

b

a
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Problema 5.12 En la sección de paredes delgadas que se acota en la figura 1, el espesor es 
constante e igual a 1 cm. Sobre dicha sección actúa un esfuerzo cortante vertical ascendente de 
valor kN40 . Representar, acotándola convenientemente, la distribución de tensiones 
tangenciales indicando claramente el sentido de las mismas. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.12 

 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 47,902.3 cmI   
 
Los momentos estáticos valen (ver figura 2) 
 

 27 2
2  B

Aem  

 

213 2
2  C

Bem  

 

10602 B
Dem  

 

210160 2
2  E

Dem  

 

 27 2
2  L

Fem  

 

213 2
2  H

Lem  

 

10602 E
Lem  
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Fig. 2 Ejes locales 

 
 
Las tensiones tangenciales valen (se utilizarán como unidades el kN y el cm). 
 

  2
2 :

7,39021

40
cmkNunidadesme

  

 
Es decir: 
 

  2710025,1 22   B
A  

 

  21310025,1 22   C
B  

 

   106010025,1 2  D
B  

 

  21016010025,1 22   E
D  

 

  2710025,1 22   L
F  

 

  21310025,1 22   H
L  

 

   106010025,1 2  E
L  

 
 
En la figura 3 puede verse representada la distribución de tensiones tangenciales. 
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Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.13 En la sección en T de la figura 1, el espesor de todas las paredes vale cm8,0 . 
En dicha sección actúa un esfuerzo cortante vertical. Determinar el valor de la sección 
reducida. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.13 

 
 
Solución 
 
El centro de gravedad está situado a 3,214 cm. de la fibra superior. El momento de inercia 
respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 471,610 cmI   
 
Los momentos estáticos respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad valen 
(figura 2). 
 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y ejes locales  

 

  57,2214,38,02 C
Dem  

 

 57,22 B
Cem  

 

 2
2 4,057,242,51

2
214,38,0214,38,020  






 C

Aem  

 
La sección reducida vale: 
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 dm

eI

d
e

m

I
kA

ee
2
2

2

2
2

2
*  

 
La integral de los momentos estáticos al cuadrado vale: 
 

       
10

0

15

0

52222
2 10331925,04,057,242,5157,22  dddme  

 
y sustitutendo: 
 

 
  2

5

2
* 99,8

10331925,0

8,071,610
cmkA 




  

 
 
y también: 
 

 32,0
28

99,8*





A

k  
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Problema 5.14 Determinar la distribución de tensiones tangenciales cuando actúa un 
esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 200 kN en la sección dada en la figura 1. 
 

 
Fig. 1. Sección correspondiente al problema resuelto 5.14 

 
Determinar asimismo: 
 

1. Movimiento relativo de A con respecto a  B. 
2. Energía de deformación. 
3. Sección reducida. 
4. Si el esfuerzo cortante actuara horizontalmente en vez de actuar verticalmente, 

¿Cambiaría el valor de la sección reducida? 
 
Solución 
 
El centro de gravedad está situado a una distancia de 22,86 cm de la fibra inferior. 
El momento de inercia I2 vale: 
 

 444
2 10297,443,97142 mcmI   

 
De acuerdo con (5.15) la distribución de tensiones (se trabajará en Meganewton y metros) 
valdrá (ver figura 2): 
 
-Tramos AE y EC 
 

  78,79
10297,4

1714,02,0
4





 

C

E

C

A
 

 
-Tramo EGF 
 

 

  

 21714,044,4658,79

10297,4006,0

21714,0006,01714,0012,050,02,0
4











 

F

E  
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-Tramo BF y FD 
 

  4,106
10297,4

2286,02,0
4





 

F

D

F

B
 

 

 
Fig.2 Distribución de tensiones tangenciales 

 
 
El movimiento relativo entre el punto A y B se obtendrá a partir de 
 
 



  

















 

15,0

0

25,0

0

4,0

0

03,37
4,106

2
1714,044,4658,79

78,79

m
GG

d

G

d

G

d
d

G
d

AEFBAEFB

AB




 

 
(G se expresa en Mpa) 
 
Por lo que respecta a la sección reducida, se utilizará la expresión (5.72) 
 




A

e d
e

m
A

I
k


2
2

2
2  

 

    

  5
15,0

0

2

25,0

0

4,0

0

222
2

10234,8
014,0

2286,0014,0
2

006,0

21714,0006,01714,0012,05,0

012,0

1714,0012,0
2
















  





d

ddd
e

me
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con lo que 
 

 
18,0

10234,80126,0

10297,4
5

24





 



k  

 
Si el cortante actuara horizontalmente la sección reducida cambiaría, siendo igual a 5/6 del área 
de las alas, es decir 
 

 675,0
0126,0

0102,0

6

5

6

5' 
A

A
k alas  
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Problema 5.15 Se considera una viga mixta biapoyada sometida a una carga uniformemente 
repartida de valor mkNp 30 . Dicha viga está formada por una doble T de ala ancha sobre 
la que se coloca la subsección de hormigón. Para garantizar el funcionamiento solidario del 
hormigón con el acero se colocan unos pasadores de acero de 2 cm. de diámetro cada 50 cm. 
Determinar la tensión máxima que soportan los pasadores 
 

7 ha EEn  

 

 
Fig. 1 Viga y sección mixta correspondiente al problema 5.15 

 
Solución 
 
Las características mecánicas de la sección mixta (reducida al hormigón) son: 
 

 Área mecánica: 22* 309,00903 mcmA   

 Momento de inercia mecánico: 424*
2 1073,23697312 mcmI   

 
La ley de momentos flectores 2fM  se escribe 

 

 2
112 1590 xxM f   

 
En la figura 2 puede verse representada dicha ley de momentos flectores. 
Las tensiones normales en la zona de hormigón serán de compresión, y su módulo valdrá 
 

   3
2
1132

2
11

3*
2

2 159063,36
1073,2

1590
xxxx

xx
x

I

M f 



   

 
Si se realizan dos cortes en la viga separados entre ellos 50 cm (ver figura 2), es evidente que 
entre dichos cortes habrá dos pasadores. 
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Fig.2 Ley de momentos flectores y cortes en dos puntos C y D separados 50 cm. 

 
Las tensiones en el hormigón en las correspondientes secciones C y D valdrán 
 

   3
2
11 159063,36 xxx CCC   

     313
2
11 511145,549159063,36 xxxxx CCDDD    

 

 
Fig.3 Distribución de tensiones en el hormigón en las secciones C y D 

 
 
La resultante de las tensiones en la zona de hormigón de la sección C valdrá 
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3447,0

1447,0

36,0 dxF CC   

 
y análogamente para la sección D 
 

    
34470

14470

34470

14470

33313 5111455496060
,

,

,

,

CCDD dxxxx,,dx,F   

 
 

 
Fig. 4 Equilibrio de fuerzas en el hormigón 

 
Aparece por tanto una fuerza desequilibrada F de valor  CD FFF    y que deben absorber 

los pasadores 
 

  
3447,0

1447,0

3447,0

1447,0

33331 51116,045,5496,0 dxxdxxxFFF CCD  

 
Lógicamente F será máxima cuando x1C sea cero (zona de mayor cortante), por lo que 
 

  
3447,0

1447,0

33max 37,4451116,0 kNdxxF  

 
La tensión media en los pasadores valdrá 
 

 
p

p A

F

2
max  

 

siendo  pA  el área de cada pasador, es decir,  2cmAp   
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 MPa
cm

kN

cm

kN
p 6,7006,7

2

37,44
22
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Problema 5.16 Hallar la distribución de tensiones en el anillo circular de la figura 1 cuando 
actúa un esfuerzo cortante  T = 400 kN. 
 

1. Hallar esta tensión    en función de  . 

2. Hallar también la sección reducida de dicho anillo. 
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.16 

 
 
Solución 
 

1. Por simetría la tensión cortante en A es cero (ver figura 2) 
En un punto genérico M será: 
 

   






O

mmm sinr
I

T
cosrdre

eI

T 2

22

 

 
siendo T = 400 kN 
 

  4344
2 03841,060,065,0

4
merI m  

 

 

mrm 625,0
2

60,065,0



  

 
con lo cual 

 
 sin,)( 0684  

 
 



      Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 5. Esfuerzo cortante                                      328                                   

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 

 
 

2. La sección reducida viene dada por 
 

2

2

2
2

2

22
2

22

2

2
2

2

2
2

A
er

er

dre

T

drIe

IT

dr
e

m

I

d
e

m

I
kA

m

m

mm
m

ee









  

 
 
 Siendo A el área del anillo. 
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Problema 5.17 La sección de la figura 1 es de paredes delgadas. El espesor de cada una de 
las mismas es de 0,9 cm. y la distancia AB vale 30 cm. En dicha sección actúa un esfuerzo 
cortante horizontal Q dirigido hacia la derecha. Hallar: 

 Valor de Q de manera que las máximas tensiones tangenciales no sobrepasen los 30 
MPa. 

 Distribución de las tensiones tangenciales dando su valor explícito en los puntos más 
significativos de la sección. 

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.17 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje vertical que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 46,5429 cmI   
 
En los puntos de corte del eje horizontal de simetría con la sección, las tensiones tangenciales 
son nulas. Por otro lado, el momento estático, en cualquier punto, respecto a un eje vertical vale 
(figura 2). 
 

  



O

e eRdRRem sincos 2  

 

 
Fig. 2 momento estático en C respecto al eje OB 

 
 
Por tanto: 
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 Q
Q  sin0235785,0

6,54299,0

sin159,0 2





  

 

En la expresión anterior, si Q viene dado en kN, las unidades de   son 2cmkN . La tensión 

máxima se produce en B ( 1sin  ). Por tanto: 
 

 QcmkNMPa 0235785,0330 2
max   

 
O sea: 
 

 kNQ 23,127
0235785,0

3
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



      Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 5. Esfuerzo cortante                                      331                                   

Problema 5.18 En la sección de la figura 1 todas las paredes tienen el mismo espesor (e = 1,2 
cm). El módulo de elasticidad es el mismo para todas las paredes. 

 Hallar el valor de la sección reducidad a esfuerzo cortante vertical 
 Cuando actúa un esfuerzo cortante vertical de valor 500 kN, dibujar la distribución de 

tensiones tangenciales dando el valor en los puntos más significativos. 
 

 
Fig1 Sección correspondiente al problema 5.18 

 
 
Solución 
 
El área y el momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad 
valen, respectivamente 
 

 2312 cmA       2000173 cmI   
 
Por simetría, la tensión tangencial en los puntos medios de las paredes horizontales es nula. La 
distribución de tensiones tangenciales valdrá (figura 5.27.2). 
 

 
Ie

mQ e  

 

  10116,0
0001732,1

352,1500





A

O
 

 

 
   2001445,010116,05173,1

0001732,1

23515352,1500  



C

A
 

 

  04335,0
0001732,1

152,1500





C

O
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2001445,004335,06127,3

0001732,1

2152203520151515352,1500











E

C  

 

  04335,0E
O  

 

  10116,0H
O  

 

 2001445,010116,05173,1  E
H  

 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 

 
La sección reducida se determina a partir de 
 

 



 de

Q

d
e

m

I
kA

e
2

2

2

2

 

 
La integral vale: 
 

 

   

     

 









15

0

22

20

0

22

215

0

2

04335,0001445,004335,06127,3

001445,010116,05173,110116,02,14





dd

ddde
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con lo cual, operando y sustituyendo: 
 

 235,150 cmkA   
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Problema 5.19 Una viga, cuya sección recta se representa en la figura 1, está formada por la 
unión de dos vigas rectangulares de secciones ABCD y CDEF del mismo ancho y unidas 
monolíticamente a través de la cara común CD. De esta forma al deformarse la viga conjunta, 
es imposible que haya deslizamientos de una parte respecto a la otra, trabajando como una 
viga única. 
 

 
Fig. 1 Sección mixta correspondiente al problema resuelto 5.19 

 
 
El módulo de elasticidad E2 de la parte superior es el doble del módulo de elasticidad E1, de la 
parte inferior (E2 = 2E1). Se pide: 
  
 -Distribución de tensiones tangenciales y valor máximo de éstas, indicando donde se 
producen, cuando actúa un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 600 kN. 
 
Solución 
 
El centro de gravedad mecánico está situado a una distancia de 70 cm. de la fibra inferior, y el 
momento de inercia respecto a un eje horizontal y que pase por dicho centro de gravedad vale : 

4*
2 07893,0 mI   (homogeneizado respecto a E1). 

Las tensiones tangenciales serán verticales, ascendentes y constantes a lo largo de una línea 
horizontal (eje x2). La distribución vertical vendrá dada por (5.64). 
 

 
*
2

*
23

Ie

mQ e  

 
En lo sucesivo se utilizarán como unidades el meganewton y el metro. Por lo cual: 
 
-Tramo AC 
 

 
   25,020,152
07893,04,0

25,04,06,0  



C

A
 

 
-Tramo CE 
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   21,06,78244,1
07893,04,0

21,04,06,0
8244,1  




E

C
 

 
En la figura 2 puede verse representada la distribución anterior. 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.20 La sección de paredes delgadas que se representa en la figura .1 está 
sometida a un esfuerzo cortante, vertical ascendente de valor  kNQ 30 . Se desea saber: 

 Valor de la máxima tensión tangencial en BD. 
 Posición y sentido de dicha tensión tangencial. 
 Valor de la tensión tangencial en D para la pared BD. 

 
El espesor es constante y vale  .1 cme   
 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.20 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad. 
Los momentos de inercia valen: 
 

 44
2 105625,0 mI   

 44
3 102625,0 mI   

 44
23 101125,0 mI   

 
asimismo, 
 

 882
2332 10135,0 mIII   

 
 

 
Fig. 2 Centro de gravedad y fibra neutra 
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La fibra neutra correspondiente a un momento flector Mf2 viene dada por (expresión 4.82). 
 
 023233  IxIx  

 
y sustituyendo 
 
 23 2,0 xx   

 
El flujo de tensiones tangenciales viene dado por 
 

  32323
3

ee mImI
Q

e 


  

 
La máxima tensión tangencial en BD se producirá en el punto E, distante de B una cantidad 
igual a 
 

 cmBE 222,05,25,730   
 
con lo cual 
 

  34
2 1053,2115,001,022,0 mm Ee

  

 

  35
3 105,5025,001,022,0 mm Ee

  

 
con lo cual, sustituyendo: 
 

 
 ascendentesentidoMPa

E

38,13

105,5101125,01053,2102625,0
10135,010

1030 5444
82

3







 







 
 
 
En el puntoD de la pared BD los momentos estáticos valen: 
 

   34
2 1025,2075,001,030,0 mm De

  

 

   35
3 105,7025,001,030,0 mm De

  

  
Con lo cual 
 

 

 
 ascendentesentidoenMPa

D

25,11

105,7101125,01025,2102625,0
10135,010

1030 5444
82

3
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Problema 5.21 La sección de la figura 1 está sometida a un esfuerzo cortante vertical 
ascendente de valor  kNQ 100 . Determinar la distribución de tensiones tangenciales así 
como la sección reducida. 
 
 

 
 

Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.21 
 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 461002,3 cmI   
 
En el punto de corte del círculo con el eje vertical que pasa por el c.d.g. (punto A, figura 2) la 
tensión tangencia les nula. 
 
La distribución de tensiones tangenciales se escribe: 
 

 
Ie

mQ e  

 

    
 


O O

e

B

Ae figuravereRdeRmdm 2sincos 22  
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Fig.2 Momento estático en AB 

 
 
Con lo cual: 
 

  sin119,0
1002,38,1

sin8,160100
6

2





B

A
 

 

 
  2

6
000014338,0002229,0

1002,38,1

30cos2735,778,1100  



D

C
 

 

 
  2

6
000014338,0001082,0

1002,38,1

30cos2735,378,1100  



E

D
 

 
  2

6
000008278,0001656,006622,0

1002,38,1

30sin21008,1100
06622,0  




B

D

 

    60sin119,01192152,0F
B  

 

  00331126,0
1002,38,1

1008,1100
6





 I
H

I

G
 

 
  2

6
000016556,000331126,013245,0

1002,38,1

21008,1100
13245,0  




I

F

 
 
En las expresiones anteriores, el valor de   se expresa en centímetros y los valores de las 

tensiones vienen dados en 2cmkN . En la figura 3 puede verse representada la anterior 
distribución de tensiones tangenciales. 
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Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales 

 
 
Seguidamente se obtiene la sección reducida: 
 

 



 de

Q

de
Q

I

I

d
e

m

I
kA

e
2

2

2
2

2

2

2

2

 

 
La integral del denominador se escribe 
 

 

 

    





E

D

B

A

I

H

F

I

B

F

D

B

D

C

dede

dededededede





22

222222

22

2222

 

 
y sustituyendo los valores de las integrales 
 

   5815,242  de  

 
con lo que 
 

 267,416
5815,24

00010
cmkA   

 
 375,0k  
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Problema 5.22 En la sección que se indica en la figura, el espesor de las paredes AB y BC es 
de 20 cm, y en el resto de 10 cm. Hallar: 
 

 Distribución de tensiones tangenciales cuando actúa en la sección un esfuerzo 
cortante vertical descendente de valor kNQ 50  

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.22 

 
Solución 
En la figura 2 puede verse la posición del centro de gravedad. Respecto a unos ejes horizontal y 
vertical que pasan por dicho punto los momentos de inercia valen: 
 

 4
2 067,2 mI   

 4
3 054,4 mI   

 
Asimismo: 
 
Cuando actúa un esfuerzo cortante vertical  kNQ 50  
La sección es simétrica respecto al eje x3. Se realiza un corte en los puntos medios de A’B y AB 
introduciendo una tensión tangencial hiperestática 0 . Por simetría se estudiará únicamente la 

mitad de la sección. La distribución de tensiones correspondiente a la sección abierta será 
(figura 3). 
 

 763,19
067,22,0

817,02,050





 A

Oa

B

Aa  

 

  

  
25524,8763,1941,49

35355,0817,01,020425,09,241

067,21,0

42817,01,020425,050















 D

Aa

D

Ba  
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Fig. 2 Ejes y posición del centro de gravedad 

 
  

 474,10
067,21,0

433,01,050





D

Ha  

 

    
25524,8474,1014,102

35355,0433,019,2414,102
067,21,0

4245,01,04223,050











C

Da

 

 71,40
067,21,0

683,11,050





F

Ca  

 
Dado que, como puede observarse, 
 

  
ABD

a d 0  

 
resulta que  0o   y por tanto a  son las distribuciones finales de tensiones. 

 
En la figura 3 puede verse representada la distribución final de tensiones tangenciales 
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Fig. 3 Distribución final de tensiones tangenciales 
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Problema 5.23 Con el objeto de aumentar la resistencia a flexión de una tubería de 
conducción de agua, se le sueldan los dos perfiles en T que se acotan en la figura 1 

 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema resuelto 5.23 

 
Hallar las tensiones tangenciales provocadas por un esfuerzo cortante vertical, ascendente y de 
valor Q = 600 kN. 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal valdrá 
 

 4
2 7505651 cmI   

 
Fig. 2 Coordenadas locales 
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En la figura 2 se indican las coordenadas locales para cada una de las paredes de la sección. 
 
Como unidad de fuerza se utilizará el Meganewton y como unidad de longitud el metro. 
 
La distribución de tensiones tangenciales se escribirá: 
 
-Tramos CB y AB 
 

  91,24
1056575,1

65,06,0
2





 

B

A

B

C
 

 
-Tramos BD 
 

 
    265,087,6389,29

1056575,101,0

265,001,065,06,002,06,0
2

 



 

D

B

 
 
-Tramo circular 
 
Si se aísla un entorno del punto D, puede verse (figura 3) que el flujo de tensiones tangenciales 
en D de la pared BD debe ser igual a dos veces el flujo de tensiones tangenciales en D de las dos 
paredes curvas que concurren en D, es decir 
 

 BD
D

DE
D  2  

 

 
Fig.3 Flujo de tensiones tangenciales en D 

 
 
Es decir: 
 

 
 

1846,0
2

01,02,0

2








D
B

BD
DDE

D  

 
Con lo cual: 
 

  sin,,
,

sin,,

,

,E

D
7673112

10565761

45060

0150

18460
2

2





   

 
 
-Tramos FG y GH 
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  91,24
1056575,1

65,06,0
2





 

H

G

G

F
 

 
 
-Tramo GE 
 

  265,087,6389,29  E
G  
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Problema 5.24 La sección de paredes delgadas que se acota en la figura 1 está sometida a un 
esfuerzo cortante vertical ascendente de valor kNQ 50 . Determinar y dibujar la 
distribución de tensiones tangenciales ( dando los valores de las mismas en MPa) así como el 
sentido de las mismas. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.24 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 466750 cmI   
 
Se realiza un corte en el punto medio de BC introduciendo un cortante hiperestático o . Dicho 

cortante producirá la distribución de tensiones tangenciales que puede verse en la figura 2. La 
distribución de tensiones en la sección abierta vendrá dada por (unidades de tensión en MPa y 
valores de   dados en metros). 
 

 MPa
cmcm

cmcmkNB

Aa

C

Oa

B

Oa  74,19
667502,1

202,150
4





 ( en metros) 

 
 

  MPa

cmcm

cmkNF

Ca

22,0684,98076,5

667507,0

22,07,050

7,0

2,1
15,074,19

4













 

 
 

  MPa

cmcm

cmkNE

Ba

22,0684,98152,10

667507,0

22,07,050

7,0

2,1
15,074,192

4













 

 

MPaF
Oa

E
Oa

E
Da  74,19  
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Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales: a) Tensiones hiperestáticas. b) Tensiones de la 

sección abierta. 
 
 

Se impone la condición 
 

   0 d  

 
es decir: 
 
   0240,0714,1230,040,0076,5  o  

MPao 0298,1  

 
 
La distribución de tensiones tangenciales final será 
 

  74,19 B
Aa

B
A  

 

  74,19 D
Ea

D
E  

 

  74,190298,1  o
B
Oa

B
O  

 

  74,190298,1  o
C
Oa

C
O  

 

  22,0684,9887,6714,1   o
F
Ca

F
C  

 

  22,0684,98387,8714,1   o
E
Ba

E
B  

 

  74,190298,1  o
E
Oa

E
O  
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  74,190298,1  o
F
Oa

F
O  

 
En la figura 3 puede verse representada la anterior distribución de tensiones. 
 

 
Fig. 3 Distribución final de tensiones tangenciales 
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Problema 5.25  La sección que se representa en la figura 1 está sometida a un esfuerzo 
cortante Q, vertical, ascendente, de valor  kNQ 100 . El espesor de las paredes es 
constante e igual a 1 cm. Hallar y dibujar la distribución de tensiones tangenciales, 
acotando sus valores más significativos. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.25 

 
Solución 
 
 La sección tiene un eje horizontal como eje de simetría. Respecto a dicho eje el 
momento de inercia vale 
 

4
2 7,166.26 cmI   

 
 Para la obtención de la distribución de tensiones tangenciales la sección es una 
vez  hiperestática. Se abre la sección practicando un corte en el punto B de la barra BC e 
introduciendo en dicho punto una tensión tangencial hiperestática 0  (figura 2) 

 

 
Fig.2. Punto de corte y ejes locales. 

 
La distribución de tensiones tangenciales de la sección abierta se escribe: 
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2

2

Ie

mQ e
a   

 057324,015
7,166.26

100
C

Ba  

     2154501082165,3215450
7,166.26

100 3   D
Ca  

    154501082165,315450
7,166.26

100 3  E
Da  

   2251082165,3225
7,166.26

100 3   F
Aa  

 
En la figura 3 puede verse la distribución de tensiones tangenciales de la sección abierta 

 
Fig.3.Distribución de tensiones tangenciales de la sección abierta 

 
Por otro lado, la distribución de tensiones tangenciales debida a la hiperestática 0  

puede verse representada en la figura 4 
 

 
Fig. 4. Distribución de tensiones tangenciales debida a 0  
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y como 
 

    00  dd a  

 
se obtiene 
 

MPacmkN 69,666878875,0 2
0   

 
En la figura 5 puede verse representada en MPa la distribución final de tensiones 
tangenciales 
 

 
Fig.5 Distribución final de tensiones tangenciales. 
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Problema 5.26 En la sección de paredes delgadas de la figura 1, el espesor de las paredes es 
constante y vale cme 8,0 . En el centro de esfuerzos cortantes de dicha sección actúa un 

esfuerzo cortante vertical ascendente de valor kNQ 500 . 
Hallar y dibujar la distribución de tensiones tangenciales. 

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema resuelto 5.26 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pase por el centro de gravedad vale: 
 

 4
2 6,225.35 cmI   

 
La sección es una vez hiperestática. Se realiza un corte en 0 introduciendo en dicho punto una 
tensión tangencial hiperestática 0  (sentido ascendente en 0). 

La distribución de tensiones tangenciales de la sección abierta será (figura 2) 
 

 
2

10194,14
2

2 2
3

22

0

 



I

Q

I

QA
a  

 

    114,0454,0832 
I

QB
Aa  

 

 2310097,711355,07253,2
2

8192  













 

I

QC
Ba  
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Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta 

 
 
 

    34066,0359,624448 
I

QD
Ca  

 

 2' 007097,034066,0172,13
2

24928  













 

I

QD
Da  

 
 

    34066,0172,1324928'
' 

I

QC
Da  
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 2'
' 007097,034066,0359,6

2
24448  














 

I

QB
Ca  

 

    114,07253,28192'
' 

I

QA
Ba  

 

 230
' 10097,711355,0454,0

2
832  














 

I

Q
Aa  

 
 
La integral a lo largo de todas las paredes de la sección de las tensiones tangenciales de la 
sección abierta vale 
 

   cmkNda 41,1355  

 
Por otro lado: 
 

    000 17620162016320162016  d  

 
Con lo cual: 
 

 2
0 7,7

176

41,1355
cmkN  

 
En la figura 3 puede verse la distribución de las tensiones tangenciales hiperestáticas. 
 

 
 

Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales hiperestáticas 
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La distribución final de tensiones tangenciales se escribe: 
 

  3
000 10194,147,7  A

a
A  

 

 114,0246,7 B
A  

 
2310097,711355,09747,4  C

B  

 

 34066,0341,1 D
C  

 
2' 007097,034066,0472,5  D

D  

 

 34066,0472,5'
' C

D  

 
2'

' 007097,034066,0341,1  B
C  

 

 114,09747,4'
' A

B  

 
230

' 10097,711355,0246,7  A  

 
 
En la figura 4 puede verse dibujada la distribución final de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig. 4 Distribución final de tensiones tangenciales 
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Problema 5.27 En la sección en cajón que muestra la figura 1 actúa un esfuerzo cortante 
vertical descendente de valor kNQ 0002 . El espesor en las alas es doble que en las almas, 
siendo el de estas últimas de 1,5 cm. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.27 

 
 
Hallar: 

 Distribución de tensiones tangenciales. 
 Movimiento relativo del punto B especto al punto A ( GPaG 5,87 ). 

 Energía de deformación y valor de la sección reducida. 
 
Solución 
 
El c.d.g. está en el eje vertical de simetría y situado a 1,59 metros de la fibra inferior. El 
momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale 
 

 484 108327,08327,0 cmmI   
 
Puesto que la sección es simétrica respecto a un eje vertical que pasa por el c.d.g. se escribirá la 
distribución de tensiones tangenciales únicamente en media sección.  
Como la sección es cerrada, se abre dando sendos cortes en los puntos medios de AC y AC’ e 
introduciendo unas tensiones hiperestáticas 0 . 

En la sección abierta, la distribución de tensiones tangenciales se escribe (figura 2a). 
 
 

  2
8

10217,0
108327,03

9130002 




C

D

O

C

O

A
aa  

 
 

   242
8

10119,010217,0953,1
108327,05,1

2915,122591320002   





A

E
a

 
 

 
   2

8
1038,044,0

108327,03

15930002
44,0 





E

B
a  
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242

8

101022,010217,0626,1

108327,05,1

2cos915,11509132259130002





 







C

B
a

 

 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones: a) Sección abierta  b) Tensiones hiperestática 

 
Debe cumplirse que a la integral cerrada a lo largo del circuito AEBC sea nula 
 

   
AEBC AEBC

dd 00   

 
Es decir: 
 

     



























AE EB

C

B

A

C

aaa dd
B

C
d

E

B
d

A

E
024 0000   

 
 
y sustituyendo los valores e integrando 
 
 0884176,208 0    

 
es decir, 
 

 MPacmkN 11,1111,0 2
0   

 
La distribución final de tensiones será: 
 

  210217,0 
C

D
 

 

  210217,0111,0 
O

A
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  210217,0111,0 
O

C
 

 

 242 1012,010217,039,2   
A

E
 

 

  21038,0546,0 
E

B
 

 

 242 101022,010217,041,1   
B

C
 

 
En la figura 3 puede verse representada la distribución final de tensiones. 
 
 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales 

 
 
El movimiento relativo del punto B respecto a A valdrá 
 

   
AE EB

AB mm
GPa

cmkN
d

G
d

G
681,0

5,87

6,595  

 
La energía de deformación debida al esfuerzo cortante se puede escribir 
 

      de
G

dA
kAG

Q
WQ

22

2

1

2

1

2

1
 

 
siendo kA la sección reducida. Es decir: 
 

 



 de

Q
kA

2

2

 

 
La integral del denominador vale: 
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BC

CD OA OC AE EB

d

dddddde





2

222222

5,12

325,1323232

 

 
y sustituyendo: 
 

   5,47342  de  

 
Con lo cual, la sección reducida valdrá: 
 

 
  2

2

15,894
5,4734

0002
cmkA   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



      Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 5. Esfuerzo cortante                                      361                                   

Problema 5.28 La sección de paredes delgadas de la figura 1 está sometida a un cortante 
vertical ascendente de valor 150 kN. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.28 

 
 
El espesor de las paredes verticales es de 0,5 cm y el de las horizontales 0,8 cm. 
 

1. Tomando como incógnitas hiperestáticas las tensiones tangenciales en los puntos más 
cercanos a B de las paredes AB y BC, hallar: 

 
a) La distribución de tensiones tangenciales de la sección abierta, indicando 

 Expresión analítica de las leyes, indicando claramente las 
coordenadas locales elegidas. 

 Dibujo de las tensiones señalando los valores más significativos y el 
sentido de las tensiones. 

b) Valor y sentido de la distribución de tensiones tangenciales debido a las 
tensiones tangenciales hiperestáticas. 

c) La distribución de tensiones tangenciales de la sección cerrada con las mismas 
indicaciones señaladas en el apartado a). 

 
2. Energía de deformación de la pieza AD. (E = 210 GPa ,  v = 0,2) 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pase por el c.d.g. vale  I1 = 5800 cm4. 
La distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta valdrá (ver figura 2) (se usan 
como unidades el MN y el m). 
 

 62,258
108005

1,015,0
8





 

B

Aa  

 
   21,02,5862759,82

108005

21,015,0

005,0

008,02,062,258
8

 






 

D

Aa
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 6,258724,51
108005

15,01,0

008,0

005,0
2

2,0
1,02,02,5862759,82

8




















 

 

D

Ea

 
 

 21,02,5862  E
Ba  

 

 6,258C
Ba  

 
   21,02,5862376,41

108005

21,015,0

005,0

008,01,06,258
8

 






 

F

Ca  

 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta 

 
La distribución de tensiones tangenciales debido a las incógnitas hiperestáticas 1  y  2   
pueden verse representados en la figura 3. 
Por lo cual, integrando a través del circuito ADEB  
 

   

08966,2632,004,12,0759,82
2

1
2,0724,512

2,06,12,02,06,12,0

21

21111








ADEB

hipa d

 

 
lo cual constituye la primera ecuación. 
 
La segunda ecuación se obtiene de integrar a lo largo del circuito cerrado BEFC. 
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  08612,1084,032,02,0376,41

2

1
1,086,2522,06,12,06,11,0

21

2122







BEFC

hipa d
 

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 
 
 MPa789,241   
 
 MPa486,32   
 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales debido a las hiperestáticas 

 
 

789,2462,2581   a
A
B  

 

  097,4321,02,58626,1 1   a
D
A  

 

935,266,2581   a
D
E  

 

    24,4521,02,58626,1 21   a
E
B  

 

486,36,2582   a
C
B  

 

  798,3521,02,58626,1 2   a
F
C  

 
 
En la figura 4 puede verse la distribución final de tensiones tangenciales. 
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Fig. 4 Distribución final de tensiones tangenciales. 
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Problema 5.29 Hallar la distribución de tensiones tangenciales en la sección de la figura 1 
cuando un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 500 kN actúa en la sección. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondientes al problema 5.29 

 
 
El esfuerzo cortante pasa por el centro de esfuerzos cortantes. Determinar asimismo la posición 
de éste. 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale 
 

 4000.54 cmI   
 
Dado que existen dos celdas cerradas, existirán dos tensiones tangenciales hiperestáticas. Para 
calcularlas, se realizan los dos cortes de la figura 2 
 

 
Fig.2 Tensiones tangenciales hiperestáticas 

 
La distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta valdrá (figura 3). 
 
 

  13889,0
000.545,1

155,1500






Ie

mQ eB

A
 

 

 
    21500926,041667,10

000.541

215125.11500  



C

Ba  
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   13889,0944,6

000.545,1

155,1125.1500





C

Da  

 

  21500926,0  A
Da  

 

  13889,0F
Aa  

 

  21500926,01667,4  E
Fa  

 

  13889,0778,2 D
Ea  

 
 

 
Fig.3 Distribución de tensiones en la sección abierta (unidades: kN/cm2) 

 
Imponiendo las condiciones 
 

  
I

d
G

0
 

 

 
II

d
G

0
 

 
siendo   las tensiones totales (suma de las correspondientes a la sección abierta más las 
hiperestáticas), se obtiene: 
 
 70,65945190 21    
  
 556,18013045 21    
 
Es decir, 
 

 2
1 424,3 cmkN     2

2 204,0 cmkN  
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La distribución final de tensiones tangenciales se escribirá: 
 

  13889,0424,31  B
Aa

B
A  

 

  21500926,0281,55,1 1   C
Ba

C
B  

 

  13889,052,31  D
Ca

D
C  

 

  21500926,0442,55,15,1 21   D
Aa

D
A  

 

  13889,0204,02  F
Aa

F
A  

 

  21500926,086,35,1 2   F
Ea

F
E  

 

  13889,0574,22  D
Ea

D
E  

 
 
En la figura 4 puede verse la distribución final de tensiones tangenciales 
 

 
Fig. 4 Distribución final de las tensiones tangenciales. 

 
 
Para determinar el centro de esfuerzos cortantes, se toman momentos de todas las tensiones 
respecto al punto D. 
 
 55,273.5tensM  

 
El momento respecto al punto D, producido por el cortante kNQ 500  situado en el centro de 
esfuerzos cortantes vale 
 
 CQ xM 500  
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Igualando 
 
  DdederechalaacmxC 56,10  
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Problema 5.30 La sección indicada en la figura está sometida a un esfuerzo cortante vertical 
ascendente  Q = 400 kN. El espesor de todas las paredes es constante y vale 1 cm. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.30 

 
Una vez cargada la sección, se suelda la chapa AB también de 1 cm. de espesor, descargándose 
seguidamente la sección. 
 
Determinar la distribución de tensiones tangenciales una vez la sección ha sido descargada. 
 
 
Solución 
El centro de gravedad de la sección a) está situado a 26 cm de la fibra inferior, y el momento de 

inercia aI 2  respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale  I2 = 55467 cm4. 
Por lo que respecta a la sección b) el centro de gravedad se sitúa a 23,33 cm. de la fibra inferior 

y el momento de inercia vale  4
2 61333 cmI b  . 

En adelante las mismas que se utilizarán sin el meganewton (MN) y el metro (m). 
Dado que en los puntos de corte del eje vertical de simetría con la sección las tensiones 
tangenciales son nulas, se puede escribir (ver figura 2). 
 
 

 38,115
1046755

4,016,0
8





 

C

E

E

A
 

 
   216,015,72115,46

1046755

216,04,0
2,038,1152

8
 




 

D

E
 

 

 08,173
1046755

4,024,0
8





 

D

B
 

 
 

Se introduce seguidamente la pared AB, proceso en el cual no se generan tensiones. 
Seguidamente se retira el esfuerzo cortante Q, lo cual es lo mismo que mantenerlo y aplicar un 
esfuerzo igual y de sentido contrario –Q. Para hallar la nueva distribución de tensiones 
tangenciales producidas por –Q se corta la sección por el punto A de las paredes AE y AE´, 
introduciéndose dos tensiones tangenciales hiperestáticas (figura 3) que por simetría serán 
iguales. 
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Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales en la sección a) 
 
 

 
Fig.3 tensiones tangenciales hiperestáticas 

 
 
Se determina en primer lugar la distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta 
(figura 4). 
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Fig. 4 Distribución de tensiones tangenciales en la sección b) abierta 
 
 

 72,108
1033361

4,01667,0
8





 

E

Ca

E

Aa  

 
   21667,018,65249,43

1033361

21667,04,0
2,072,1082

8
 




 

E

Da  

 
   21667,018,652

1033361

21667,04,0
8

 



 

B

Aa  

 

   5,15134,4
1033361

4,02323,0

2

1
24,01667,04,018,652

8





 

D

Ba  

 
 
Para determinar el valor de la incógnita hiperestática se impondrá la condición de que el 
desplazamiento relativo entre ambos labios del corte sea nulo, es decir 
 

 0


 d
GAEDBA

hipa 
 

 

    
0

24,02,04,02,0484,23 1 






AEDBA

hipa GG

d 
  

 
 
De donde se obtiene  MPa68,141   
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Por lo tanto, la distribución de tensiones tangenciales debidas al proceso de descarga será (ver 
figura 5). 
 
 

  72,10868,141  E
Aa

E
A   

  

 72,108 C
Ea

C
E  

 

 21667,018,65281,281   E
Da

E
D  

 

 21667,018,65236,292 1   B
Aa

B
A  

 

  5,15134,101  B
Aa

D
B  

 
 

 
Fig. 5 Distribución de tensiones tangenciales producidas por la descarga 

 
 
Las tensiones finales se obtendrán sumando las tensiones producidas por Q = 0,40 MN en la 
sección a), a las producidas por Q = -0,40 MN en la sección b), es decir 
 

 66,668,1472,10868,1438,115 E
A  

 

 66,672,10838,115 C
E  
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    2485,34666,634,1721667,018,65281,28216,015,72115,46  E
D

 

 58,2134,105,15134,1008,173 B
D  

 

 21667,018,65236,29  B
A  

 
 
En la figura 6 puede verse representada la anterior ley de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig. 6 Valor final de las tensiones tangenciales 
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Problema 5.31 En el centro de gravedad de la sección de la figura 1 actúa un cortante 
ascendente Q. Hallar el valor de Q, considerando que la tensión tangencial máxima es de 

.3240 MPa  
 

 
                                                         Fig.1 Sección abierta 
 
 
Después de la aplicación del cortante Q, se suelda en el lado AB del perfil de la figura 1 una 
pieza de paredes delgada cerrada, de sección rectangular. Resulta la sección de la figura 2. El 
material de las dos piezas es el mismo. 
 

 
Fig.2 Sección ampliada 

 
Una vez soldadas las dos piezas se libera la fuerza Q. Hallar la distribución final de tensiones 
tangenciales (se prescindirá de los efectos debidos al momento torsor). 
 
 
Solución 
 
El momento de inercia de la sección abierta respecto a un eje horizontal que pasa por el centro 
de gravedad vale  
 

 4
2 246.51 cmI   

 
Dado que la sección abierta es simétrica, es suficiente con calcular la distribución de tensiones 
de la mitad de la misma. La distribución de tensiones tangenciales viene dada por la expresión 
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2

2

Ie

mQ e  

 

 Q
I

Q
e

Ie

QC

A
0003415,05,175,17

22



 

     Q
I

QB

A
25,17000019513,00123,025,175,17182

2

 

 

  QD
B  0003415,0006147,0   

 
La tensión máxima se produce en el punto medio de AB y vale -0,01529 Q. 
Igualando la máxima tensión tangencial a la tensión admisible: 
 

 
23

24

3

240
01529,0

cm

kN
MPaQ   

  
 kNQ 24,906  
 
En la figura 3 se puede ver la distribución de tensiones tangenciales. 
 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta 

 
Cuando se juntan las dos piezas y se elimina el cortante Q, el efecto es el mismo que dejarlo y 
aplicar un esfuerzo cortante igual y de sentido contrario. Para hallar la distribución de tensiones 
tangenciales es preciso dar un corte (en este caso por H) e introducir una tensión tangencial 
hiperestática 0 . 

El momento de inercia '
2I  de la nueva sección valdrá 

 

 4
2 492.102 cmI   

 
La distribución de tensiones tangenciales de la sección ampliada, abierta serán (figura 4). 
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  15474,000017075,0  
 QB

Aa
C
Aa

E
Aa

F
Ea  

 
 

    25,1700884,057,525,17000009756,000615,0   
 QB

Aa
B
Aa

G
Fa

 
 

   1547,0785,20001707,0003073,0  
 QB

A
D
B

H
B

G
H  

 
  

 
Fig. 4 Distribución de tensiones tangenciales en la sección ampliada, abierta. 

 
 
Analizando un detalle la distribución de tensiones en la figura 4 se deduce que 

00   

Sumando las dos distribuciones de tensiones, se obtiene la distribución final de tensiones, que 
puede verse representada en la figura 5 
 

 
Fig. 5 Distribución final de tensiones 
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Problema 5.32 Determinar la distribución de tensiones tangenciales en la sección de la figura 
1 cuando actúa un esfuerzo cortante Q,, vertical, descendente de valor Q = 100 kN. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.32 

 
Solución 
 
Los momentos de inercia respecto a los ejes x2  x3  valen 
 

 4
2 30519 cmI   

 4
3 1472 cmI   

4
23 9744 cmI   

82
2332 15970716 cmIII   

 

 
Fig. 2 Tensiones tangenciales hiperestáticas 
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La sección es cerrada con dos celdas. Será, por tanto, preciso efectuar dos cortes e introducir en 
ellos dos tensiones tangenciales hiperestáticas (figura 2) 
 
Dado que 02 Q   y  kNQ 1003  , la distribución de tensiones tangenciales en la sección 

abierta viene dada por 
 

  323232
2332

3
eea mImI

III

Q



  

 

    2014886,00407,02109744201472
15970716

100  B

Aa  

 

 
   

 220012851,00816,1

5097442202001472
15970716

100







C

Ba
 

 

 
    

200091,00407,0

2cos1097442sin201472
15970716

100







C

Aa
 

 

 2014886,00407,0  D
Ea  

 

  220012851,00816,1  D
Ca  

 

 200091,00407,0  C
Ea  

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta 
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La distribución anterior puede verse representada en la figura 3 
 
Para determinar las tensiones tangenciales hiperestáticas se impone la condición. 
 

 0 
d

GI

 

 

 0 
d

GII

 

 
La primera integral se escribe 
 

   01   ACBCAB
GG

d

G

d

G

d

AC

C

A
BC

C

Ba

AB

B

Aa

  

 
de donde se obtiene 
 
 0361,52612,65 1    
 
es decir, 
 

 2
1 25,1 cmkN  

 
Análogamente 
 

 2
2 25,1 cmkN  

 
Sumando las tensiones correspondientes a la sección abierta a las tensiones hiperestáticas se 
obtiene: 
 

 2014886,00407,025,1  B
A  

 

  220012851,01684,0  C
B  

 

 200091,00407,025,1  C
A  

 

 2014886,00407,025,1  D
E  

 

  220012851,01684,0  D
C  

 

 200091,00407,025,1  C
E  

 
 
La distribución final de tensiones puede verse representada en la figura 4 
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Fig. 4 Distribución final de tensiones 
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Problema 5.33 La sección de la figura (el espesor de las paredes es constante e igual a 
1,5 cm) está sometida a un esfuerzo cortante vertical, ascendente, Q3 de valor 

kNQ 9003  . Hallar y dibujar la distribución de tensiones tangenciales. 

 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.33 

 
Solución 
 
 En la figura 2 pueden verse los ejes locales de la sección así como la posición 
del centro de gravedad de la misma. 
 Los momentos de inercia respecto a los ejes 2x  3x  valen: 

 
44

2 107375,5 cmI      44
3 106875,1 cmI      44

23 100125,1 cmI   
482

2332 10656875,8 cmIII   

 

 
 

Fig.2. Ejes locales y posición del centro de gravedad 
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Dado que 02 Q , el flujo de tensiones tangenciales viene dado por: 
 

 323232
2332

3
ee mImI

III

Q
e 


  

 
La distribución de momentos estáticos se escribe: 
 

 25,375,12  B
Aem  

 25,115,75,12 B
Cem  

   25,75,1135025,75,15,3375,10122  D
Bem  

 75,335,10125,225,15,10122 E
Dem  

 25,115,75,13 B
Aem  

 25,225,13  B
Cem  

 25,115,75,15,3375,3373 D
Bem  

 25,75,15,3373  D
Eem  

 
 Introduciendo los anteriores valores en la expresión del flujo de las tensiones 
tangenciales se obtiene la distribución de las mismas. Dicha distribución puede verse 
representada en la figura 3 
 

 
Fig.3. Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 5.34  En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1 
actúa un esfuerzo cortante vertical ascendente kNQ 200 . Estando la pieza en carga, 
se suelda la chapa AB quedando la sección que se representa en la figura 2. Una vez 
realizada la operación anterior se retira el esfuerzo cortante 3Q . Determinar la 

distribución final de tensiones tangenciales en la recta AC. 
 
Notas: 

 El espesor de todas las paredes es constante y vale 1 cm. 
 Los momentos de inercia de la sección en L valen: 

 
4

22 4950cmI       4
33 67,1866 cmI       4

23 1800cmI   

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 5.34 

 
 

 
Fig.2.Sección modificada 
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Solución 
 
 La posición del centro de gravedad de la sección original en L puede verse 
representada en la figura 3 
 

 
Fig.3. Posición del centro de gravedad 

 
El flujo de tensiones tangenciales viene dado por 
 

2
2332

2332
3 III

ImIm
Qe ee




  

 
El cociente  2

23323 IIIeQ    vale: 

 

 
95

22
2332

3 103333,3
180067,18664950

200
cmkN

III

Q 





  

 
Los momentos estáticos de la pared AC (figura 3) respecto a los ejes 2x  y 3x  valen: 

 

 
2

21221
2

2

 C
Aem  

43 C
Aem  

 
Por lo que, la distribución de tensiones tangenciales de AC se escribe 
 

 

 cmen
cm

kN

C
A





2
2

2
5

1

06666,103111,0

41800
2

2167,1866103333,3
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 Una vez se suelda la pared AC se retira el cortante Q3, es decir, se le deja tal cual 
está pero se le añade uno igual y de sentido contrario actuando en la nueva sección. 
Dicha sección tiene, respecto al eje x2, un momento de inercia de valor 
 

411250 cmI   
 
La distribución de tensiones tangenciales viene dada por 
 

'
2em

Ie

Q
  

 
El cociente IeQ  vale 
 

5
01778,0

112501

200

cm

kN

Ie

Q



  

y como 

 cmencmm C
Ae  3

2
'
2 30015

22
151520 






   

La distribución de tensiones tangenciales vendrá dada por 
 

 cmen
cm

kNC
A 

2

22

2 334,52667,0
2

00889,030015
2

01778,0 







  

 
Sumando 21  y  la distribución final vendrá dada por 
 

2
2

21 334,579996,002222,0
cm

kNC
A

C
a

C
A    

 
Dicha distribución puede verse representada en la figura 4 
 

 
Fig.4. Distribución final de tensiones tangenciales. 
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Problema 5.35 En la sección de la figura 1, el espesor de las paredes vale 1 cm. Hallar: 
 

a) Distribución de tensiones tangenciales cuando actúa un esfuerzo cortante vertical 
ascendente de valor kNQ 200   

b) Centro de esfuerzos cortantes 
 

 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.35 

 
 
Solución 
 

a) En la figura 2 puede verse la posición del c.d.g. Respecto a unos ejes x2 x3, que pasan 
por dicho punto, los momentos de inercia valen 

 
 

4
2 3651.6 cmI   

 
4

3 281.12 cmI   

 
4

23 204.10 cmI   

 
82

2332 315.576.677 cmIII   

 
La distribución de tensiones tangenciales viene dada por 

 

    3222332232332
2332

1
ee mIQIQmIQIQ

III
e 


  

 
Los momentos estáticos 2em  y  3em  valen: 

 

4,302 B
Aem  
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 24,307602  C
Bem  

 

  197,06,19030.12 D
Cem  

 

 234,163  
A

B
me  

 

66,8963 
B

C
me  

 

 66,846,03373  
C

D
me  

Dado que Q2= 0, la distribución de tensiones tangenciales se escribe 
 

  
2001506,01594,0

234,16204.102004,30281.12200
315.576.677

1







B

A  

 

     
20018125,00841,004,3

66,896204.1020024,30760281.12200
315.576.677

1







C

B

 

  
 Fig. 2 Distribución de tensiones 
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   20006714,0097133,072,266,846,0337204.10200

197,06,19030.1281.12200
315.576.677

1

}

{







D

C

 
 
 En la figura 2 puede observarse la distribución de tensiones 
 

b) Tomando momentos de las tensiones respecto al punto C: 
 

 
25

0

44,098.250 cmkNdM B
AC   

 
Este momento debe ser igual al producido por Q3 situado en el centro de esfuerzos 
cortantes, el cual se supone situado a una distancia cx2  del punto C. Es decir 

 
44,098.22 Qx c  

 
44,098.22002 cx  

 
o sea: 
 

.49,102 cmx c   (está por tanto situado a la izquierda de C) 

 
Para determinar la ordenada del centro de esfuerzos cortantes, es preciso calcular la 
distribución de tensiones tangenciales en AB cuando actúa un esfuerzo cortante 
horizontal Q2 

 

  

  2
2

2

32222322
2332

000047,0001993,0

234,16636514,3010204
315.576.677

1

Q

Q

mIQmIQ
III ee

B

A
















 

  
 Tomando meramente momentos respecto a C: 
 

    dQQx c  
25

0

2
223 000047,0001993,050  

 
 cmx c 9,183   

 
Por lo tanto, las coordenadas x2c y x3c del centro de esfuerzos cortantes, referidas al 
centro de gravedad valen 
 

cmxx cc 15,1966,8 22   

 
cmxx cc 7,09,186,196,19 33   
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Problema 5.36 Determinar el centro de esfuerzos cortantes C de una viga de pared delgada 
cuya sección transversal se ilustra en la figura 1. El espesor de la barra AB es t1, el de la barra 
DE es t2 y el de la barra central t0.. 
 

 
Fig. 1 Sección de paredes delgadas correspondiente al problema resuelto 5.36 

 
Solución 
 
El centro de esfuerzos cortantes se obtendrá directamente tomando momentos respecto al punto 
F en vez de utilizar la expresión (5.59). 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal y que pase por FC vale 
 

 3
22

3
112 12

1

12

1
hthtI   

 
Si actúa un esfuerzo cortante vertical, ascendente que pase por C, la distribución de tensiones 
tangenciales en DE vale 
 

 
2

2

22

I

h
Q

E

D







 




  

 
Por lo que, tomando momentos respecto al punto F 
 

 
2

2
2

22
8

3

2

I

h
Q

htbQe   

 
es decir, 
 

 
2

3
22

12 I

htb
e   

 
Nótese que si  t1 = t2  y  h1 = h2 , entonces  e = b/2 
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Problema 5.37 En la sección que se acota en la figura 1 se pide: 
 
Hallar la distribución de tensiones tangenciales, acotando los valores más significativos, 
motivadas por un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor Q = 600 kN. Indicar el punto 
del eje x2  por el cual debe pasar para que no haya momento torsor. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema resuelto 5.37 

 
 
Solución 
 
Para mayor claridad, en la figura 2 pueden verse representados los ejes de las paredes de la 
sección. 
 
Para la distribución de tensiones tangenciales se utilizarán como unidades el meganewton (MN) 
y el metro (m). Dicha distribución se obtendrá a partir de la expresión (5.15), es decir (ver figura 
3): 
 
-Tramos 1,2 y 2,3 
 

  54,190
109,47074

2365,06,0
8

2

23

2

2

1





 Ie

mQ e  

 
-Tramos 2,5 
 

 







 







 





 

2
2365,068,805162,57

2
2365,0

109,47074

6,0

018,0

027,02054,19
8

5

2
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Fig. 2 Ejes de la sección correspondiente al problema resuelto 5.5 

 
-Tramos 5,7 y 5,6 
 

  54,1902
1

6
5

7
5   

 
-Tramo 9,10 
 

    



  08,068,805

109,47074

08,06,0
8

10

9
 

 

 
Fig. 3 Distribución de tensiones tangenciales 
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Por lo que respecta a la posición del centro de esfuerzos cortantes, puede utilizarse la expresión 
(5.59) o bien directamente tomar momentos respecto al punto 4 de las fuerzas externas (600 kN) 
y de las fuerzas internas (tensiones tangenciales). Procediendo de esta última forma: 

   02,0578,216,0
3

2
379,008,06,0 2 cx  

 
de donde se obtiene 
 
 metrosx c 077,02   

 
que da la posición del centro de esfuerzos cortantes. 
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Problema 5.38 En la sección de paredes delgadas cuya forma y dimensiones se indican en la 
figura 1, el espesor es constante en toda la pieza vale e . 
Se pide: 
 
Determinar el centro de esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.38 

 
 
Solución 
 
Lógicamente, por motivos de simetría el centro de esfuerzos cortantes se halla situado sobre el 
eje x2. El momento de inercia respecto a dicho eje vale 
 

 38333,3 aeI   
 
Cuando actúa un cortante Q ascendente la distribución de tensiones tangenciales en la pared 
vertical vale (figura 2). 
 

 
  

Q
aeaeaeaee

aeaeQ














3

2

23

2 13043,0261,03261,0

8333,3

225,1   

 
Tomando momentos respecto al punto E. 
 

 

  
BC

aQ
ae

Qea
adeEFM 431,13261,04565,043261,0

6

2
7321,1int 

 
 
 QxM ext 0  
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Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales en la pared vertical 
 
 
Igualando, 
 
 ax 431,10   

 
y también 
 
 aaaOF 301,0431,17321,1   
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Problema 5.39 Determinar el centro de esfuerzos cortantes O de una viga de pared delgada y 
espesor uniforme, cuya sección se indica en la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.39 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el c.d.g. vale 
 
 tI 8,428  
 
siendo t el espesor de cada pared. 
 
La máxima tensión tangencial en cada pared vale: 
 

  
8

42
2

max
j

jj

j

h

I

Q

It

hh
tQ

  

 
La integral de las tensiones tangenciales en cada pared vale 
 

  
I

I
Q

ht

I

Q
htQ jj

jjmaxj 
123

2
3

  

 
y como 
 

 t
t

II 7,1707,12
12

3
21   
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 t
t

I 4,8716,10
12

3
3   

 
resulta 
 

 QQ
t

t
QQ 40,0

8,428

7,170
21   

QQ
t

t
Q 20,0

8,428

4,87
3   

 
Tomando momentos respecto al punto A 
 
   Ql,,Q,,Q, C 085627200627400  

 
es decir 
 
 cm,lC 595  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



      Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 5. Esfuerzo cortante                                      397                                   

Problema 5.40 En la sección que se representa en la figura 1 se pide determinar la posición 
del centro de esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig. 1 Sección correspondiente al problema 5.40 

 
 
Solución 
 
El momento de inercia respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de gravedad vale 
 

 4357,962 cmI   
 
Se determina, en primer lugar, la distribución de tensiones tangenciales. Para ello, se realiza un 
corte en el punto medio de AB y se introducen unas tensiones hiperestáticas 0 . 

La distribución de tensiones tangenciales en la sección abierta se escribe (ver figura 2). 
 

 
Fig. 2 Distribución de tensiones tangenciales: a) Sección abierta. b) Tensiones hiperestáticas. 

 
 

QQ
eI

mQ eB

Oa
23

2
2 1052,0

357,9625,0

25,0  


  

 

  33 10975,518,17
357,9625,0

75,55,0
1018,17  




 Q
Q

Q
C

Ba   

 

  Q
Q

Q
D

Ca
3

2
3 10sin36,3418,135

357,9625,0

sin75,55,0
1018,135  
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Q
QA

Oa
23

2

1052,0
357,9625,0

25,0  



  

 

  Q
Q

Q
D

Aa
33 10975,518,17

357,9625,0

75,55,0
1018,17  




   

 
 
Debe cumplirse que 
 

   0
11

    d
G

d
G

d oa   

 
 

 

QQ

ddda

912,510

75,5sin36,3418,13575,19
2

18,1718,135
52,02

3

75,5

0

2

0

2






















  




 

   00 06,69  d  

 
Es decir 
 
 006,69912,5 0  Q  

 
o sea: 
 

 Q3
0 106,85   

 
Tomando momentos de las fuerzas internas (tensiones) respecto al centro del semicírculo: 
 

 

  QQd

dM

43,61075,56,85sin36,3418,13575,5

75,196,85
2

18,1718,135
75,56,8552,075,195,02

3
2

0

75,5

0

2
int




















 













 
 

QxM Cext 2  

 
Igualando (figura 3) 
 
 cmx C 43,62   
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Fig. 3 Posición del centro de esfuerzos cortantes 
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Problema 6.1 La sección que se acota en la figura 1 está sometida a un momento torsor de 
valor tM . Sabiendo que las máximas tensiones tangenciales admisibles valen max 80 MPa  , 

hallar: 
a) Valor que puede alcanzar tM  

b) Giro por unidad de longitud 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.1 

 
 
Solución 
 
Sea: 
 

1tM  el momento torsor que actúa en la pared AB 

2tM  el momento torsor que actúa en la pared BC 

3tM  el momento torsor que actúa en la pared CD 

 
De acuerdo con la expresión 6.47 el ángulo específico de torsión   debe ser el mismo para cada 
una de las paredes, es decir: 
 

1 2 3
3

3 3 3 3
1 1 2 2 3 3

1

1 1 1 1
3 3 3 3

t t t t

i i
i

M M M M

G b e G b e G b e G b e




   


 

 
O sea: 

 
     

33
1 1

1 3 3 3 3
3

1

25 1,5 84,375
0,446

189,2325 1,5 40 0,8 25 1,5
t t t t t

i i
i

b e
M M M M M

b e
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 33

2 2
2 3

3

1

40 0,8
0,108

189,23t t t t

i i
i

b e
M M M M

b e



  


 

 
 3 1 0, 446t t tM M M   

 
La tensión tangencial máxima en cada una de las paredes valdrá 
 

 
 

1
max 1 22

1 1

0, 446
0,02379

1 1
25 1,5

3 3

t t
t

M M
M

b e
   

 
 

 

 
 

2
max 2 22

2 2

0,108
0,01266

1 1
40 0,8

3 3

t t
t

M M
M

b e
   

 
 

 

             max max3 1
0,02379 tM    

 

Con lo cual, si 2
max 80 8MPa kN cm   , igualando 

 
8 0,02379 336,28 3,3628t tM M kN cm kN m       

8 0,01266 631,91 6,3191t tM M kN cm kN m       

8 0,02379 3,3628t tM M kN m     

 
Lógicamente se elije el menor valor de todos ellos, por lo que 
 

3,3628tM kN m   

 
De acuerdo con (6.47) el ángulo específico de torsión valdrá: 
 

3 4

3,3628
0,0627

1 1
85000 189,23

3 3

t

i i
i

M kN m
rdn m

G b e MPa cm
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Problema 6.2 En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1, hallar: 
c) Valor del máximo momento torsor que puede resistir la sección si las máximas 

tensiones admisibles valen max 250 MPa   

d) Módulo de torsión 
e) Si el módulo de Elasticidad transversal vale 91G GPa , hallar el ángulo específico 

de torsión. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.2 

 
Solución 
 
 El momento torsor total tM  se descompone en cinco momentos  1 5tiM i   , 

uno para cada una de las cinco chapas que conforman la sección (figura 2). 
 

 
Fig.2 Descomposición del momento torsor 

 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsión                                                                               404 
 

El ángulo específico de torsión debe ser el mismo para cada una de las chapas: 
 

1 5

3 3 3
1 1 5 5

1 1 1
3 3 3

t t t

i i
i

M M M

G b e G b e G b e
    


  

 
Es decir: 

3
3

3
3 1

1
3

1
3

j j
j j

tj t t
i

i i i
i

G b e b e
M M M

b eG b e
 


 

 
Y como: 
 

3 3 4
1 1 10 0,5 1,25b e cm    

3 3 4
2 2 15 1,5 50,625b e cm    

3 3 4
3 3 40 0,5 5b e cm    

3 3 4
4 4 2 2 50,625b e b e cm   

3 3 4
5 5 1 1 1, 25b e b e cm   

3 4108,75i i
i

b e cm  

 
Se obtiene: 
 

1

1, 25
0,01149

108,75t t tM M M   

 

2

50,625
0,46552

108,75t t tM M M   

3

5
0,04598

108,75t t tM M M   

4 2 0, 46552t t tM M M   

5 1 0,01149t t tM M M   

 
Las tensiones tangenciales máximas para cada chapa valdrán: 
 

 max
21

3

tj

j

j j

M

b e
   

 max 1
2

0,01149
0,01379

1
10 0,5

3

t tM M  


 

 max 2
2

0,46552
0,04138

1
15 1,5

3

t tM M  
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 max 3
2

0,04598
0,01379

1
40 0,5

3

t tM M  


 

   max max4 2
0,04138 tM    

   max max5 1
0,01379 tM    

 
Igualando cada una de estas tensiones máximas a max 250 MPa   y tomando para tM  el 

mínimo valor resultante se obtiene: 
 

6,0416tM kNm  
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Problema 6.3 Hallar el momento torsor que puede actuar en la sección de la figura 1 si 
la máxima tensión tangencial admitida es de 60 MPa .Comparar este momento con el 
que podría aguantar la misma sección si se cerrara mediante una pared AB de 7 mm de 
espesor. 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.3 

 
Solución 
 

a) Sección abierta 
 
El módulo de torsión J valdrá 

 

 3 3 3 3 41 1
50 1,2 30 0,8 15 1 38,92

3 3i i
i

J b e cm         

 
El ángulo específico de torsión vale: 

 

38,92
t tM M

G J G
  


 

 
Asimismo las tensiones tangenciales máximas en una pared cualquiera “j” valen: 

 
 max jj

G e   

 
Con lo cual (figura 2): 

 

  2
max 1

1 60 6
38,92

tM
MPa kN cm      

  2
max 2

0,8 60 6
38,92

tM
MPa kN cm      
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  2
max 3

1,2 60 6
38,92

tM
MPa kN cm      

 

 
Fig.2 Numeración de las paredes de la sección 

 
Con lo cual, tomando para tM  el menor valor que satisface las desigualdades 

anteriores: 
 

194,6 1,946tM kN cm kN m     

 
b) Sección cerrada 

 
En el caso de una sección unicelular cerrada, la tensión tangencial en una pared 
cualquiera j vale: 
 

2
t

j
j

M

A e
   

 
siendo A el área encerrada por el conjunto de las líneas medias de cada pared: 
 

250 15
30 975

2
A cm


    

 
con lo cual, 
 

2 975 6 0,7 8190 81,9tM kN cm kN m         
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Problema 6.4 Una sección de paredes delgadas (figura 1) está sometida a un momento 
torsor  tM  de tal forma que las máximas tensiones tangenciales valgan 20 MPa . 

Estando la sección en carga, se suelta la pared AB y posteriormente se libera el 
momento torsor. Hallar, al final del proceso, las tensiones tangenciales máximas en 
cada una de las paredes. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.4 

 
 
Solución 
 

c) Sección abierta 
 
El módulo de torsión vale: 

 

 3 3 3 41 1
30 1 20 1,2 21,52

3 3i i
i

J b e cm       

 
Las máximas tensiones tangenciales en cada pared valen: 
 

  2
max 11

1 0,04647 20 2
21,52

t t
t

M M
e M MPa kN cm

J
        

  2
max 22

1, 2 0,05576 20 2
21,52

t t
t

M M
e M MPa kN cm

J
        

 
Resolviendo las desigualdades anteriores y tomando para tM  el menor valor: 

 
35,87 0,3587tM kN cm kNm    

 
d) Sección cerrada 

 
Cuando se cierra la sección mediante la pared AB, la sección se convierte en cerrada. El 
área encerrada por la sección vale: 
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220 30
300

2
A cm


   

 
El hecho de descargar la sección es equivalente a mantenerla cargada y aplicar un 
momento torsor igual al aplicado y de sentido contrario. Ello provoca unas tensiones 
tangenciales de valor: 
 

' 2
1

1

35,87
0,06 0,6

2 2 300 1
tM

kN cm MPa
A e

    
 

 

' 2
2

2

35,87
0,05 0,5

2 2 300 1,2
tM

kN cm MPa
A e

    
 

 

' 2
3

3

35,87
0,0747 0,747

2 2 300 0,8
tM

kN cm MPa
A e

    
 

 

 
Las máximas tensiones tangenciales en cada pared serán la suma de las 
correspondientes a la sección abierta y a la cerrada, es decir: 
 

 '
max 1

2 0,6 2,6 MPa     

 '
max 2

2 0,5 2,5 MPa     

 '
max 3

0 0,747 0,747 MPa     
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Problema 6.5 Una sección de paredes delgadas de la figura 1, todas las paredes tienen 
un espesor de 0,8 cm. En ella actúa un momento torsor  tM  de sentido antihorario. Se 

pide: 
 Valor de tM  para que las máximas tensiones tangenciales no superen los 

30 MPa . 

 Para el valor de tM  obtenido previamente, hallar la distribución de tensiones 

tangenciales. 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.5 

 
Solución 
 
Sean (ver figura 2): 

1 : valor de la función de Prandtl en el recinto 1 

2 :  valor de la función de Prandtl en el recinto 2 

12 1 2:    

 

 
Fig.2 Función de Prandtl en las diferentes paredes de la sección 
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 Celda 1: 

Área: 2 220 3 16 960 0,096A cm m      

   1
1 2

16
20 16 16 20 48 2 0,096

0,8 0,8
G

            

 
 Es decir: 
 

1 2136 16 0,1536 0G      

 
 Celda 2: 

Área: 2 220 16 320 0,032A cm m     
 

   2
2 1

16
20 16 20 2 0,032

0,8 0,8
G

         

 
 Es decir: 
 

1 216 72 0,0512 0G      

 
Para la tercera ecuación se tiene en cuenta que: 
 

2t i i
i

M A   

 
Es decir: 

1 22 0,096 2 0,032 tM      

1 20,192 0,064 tM    

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 
 

1 4,119 tM   

2 3, 267 tM   

 
Con lo cual: 
 

21
max

4,119
30000

0,008
tM

kN m
e m

     

 
Es decir: 
 

30000 0,008
58,25

4,119tM kNm


   

 
La distribución de tensiones tangenciales puede verse representada en la figura 3, siendo 
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1 30 MPa   

2 23,79 MPa   

12 6, 20 MPa   

 

 
Fig.3 Distribución de tensiones tangenciales 
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Problema 6.6 En la sección de paredes delgadas que se representa en la figura 1 se 
pide: 
 

a) Determinar el módulo de torsión de la sección 
b) Cuando actúa un momento torsor antihorario 150tM kNm , hallar la 

distribución de tensiones tangenciales así como el sentido de los flujos. 
c) Comparar el módulo de torsión con el que tendría una sección unicelular del 

mismo contorno exterior 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.6 

 
Solución 
 
Sea i  la función de Prandtl en cada una de las celdas (figura 2). Como es sabido, el 

flujo de tensiones tangenciales en cada una de las paredes interiores viene dado por: 
 

ij i j     

 
Mientras que en las paredes exteriores: 
 

i i   

 
Fig.2 Definición de la función de Prandtl y de los flujos de tensiones tangenciales. 

 
Se realiza la integración por celdas, de forma que para cada celda: 
 

 
 

 
2i i j i

ji ji ij

d d
G A

e e

         

 
siendo   la longitud del contorno de la celda, e el espesor de cada pared, A  el área 
encerrada por las paredes de la celda y   el ángulo específico de torsión. 
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 Celda 1: 2

1 20 20 400A cm    

 

 1 1 2

20 20 20 20
2 400

0,8 0,8 0,8 0,6
G          

 
 

 
 Celda 2: 2

2 400A cm  

 

   2 2 1 2 3

20 20 20 20
2 400

0,8 0,8 0,6 0,6
G             

 
 

 
 

 Celda 3: 2
3 400A cm  

 

   3 3 2 3 4

20 20 20 20
2 400

0,8 0,8 0,6 0,6
G             

 
 

 
 Celda 4: 2

4 400A cm  

 

 4 4 3

20 20 20 20
2 400

0,8 0,8 0,8 0,6
G          

 
 

 
Las expresiones anteriores juntamente con 
 

1 2 3 42 400 2 400 2 400 2 400 150 15000kNm kNcm             

 
forman un sistema de cinco ecuaciones con cinco incógnitas. Resolviendo se obtiene: 
 

1 4, 2339   ; 2 5,1411   ; 3 5,1411   ; 4 4, 2339   

 
0,3591G   

 
Con lo cual: 
 

1 1 4, 2339
kN

cm
    

2 2 5,1411
kN

cm
    

3 3 5,1411
kN

cm
    

4 4 4, 2339
kN

cm
    

12 1 2 0,9072
kN

cm
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23 2 3 0      

34 3 4 0,9072
kN

cm
      

 
y también: 
 

1
1 2

1

4, 2339
52,92

0,8

kN
MPa

e cm

     

2
2 2

2

5,1411
64,26

0,8

kN
MPa

e cm

     

3
3 2

3

5,1411
64,26

0,8

kN
MPa

e cm

     

4
4 2

4

4, 2339
52,92

0,8

kN
MPa

e cm

     

12
12 2

12

0,9072
15,12

0,6

kN
MPa

e cm

       

23 0   

34
34 2

34

0,9072
15,12

0,6

kN
MPa

e cm

     

 
En la figura 3 puede verse la distribución de flujos y en la 4 la distribución de tensiones 
tangenciales. 
 

 
Fig.3 Distribución de flujos 

 
 

 
Fig.4 Distribución de tensiones tangenciales 
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El módulo de torsión J  vendrá dado por 
 

4 4

3

150
4,18 10

0,3591

tM kNm
J m

kNG
cm


     

 
Una sección unicelular con el mismo contorno exterior tendría un área 
 

20, 2 0,8 0,16A m    
 
por lo que: 
 

2 2
' 4 44 4 0,16

4,096 10
0,2 10 0,008

A
J m

d
e



   


 

 
Es decir, el módulo de torsión prácticamente no cambia. 
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Problema 6.7 Hallar la distribución de tensiones tangenciales en la sección cerrada de 
la figura 1 sometida a un momento torsor 400tM kN m  actuando en sentido 

antihorario. Determinar, asimismo, el giro por unidad de longitud y el módulo de 
torsión. El espesor de las paredes es constante e igual a 0,2 m. 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.7 

 
Solución 
 
 El momento torsor total  400tM kN m  se puede descomponer en: 

 

1 2 3t t t tM M M M    

siendo 
 

1 3t tM M  : Momento torsor que actúa en las alas abiertas. 

2tM  : Momento torsor que actúa en la parte de la sección que está cerrada. 

 
a) Estudio de 1tM  y 3tM  

Como se sabe, el giro por unidad de longitud para cada una de las alas viene dado por: 
 

1 3

1 3

t tM M

G J G J
    

 
siendo 

3 3 4
1 3

1
1,2 0,2 3,2 10

3
J J m      

 
b) Estudio de 2tM  

Sea i  el valor de la función de Prandtl en el contorno interior de cada una de las celdas 

(ver figura 2) 
 

 
Fig.2 Función de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales en la parte cerrada de la sección.         
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El flujo de tensiones tangenciales en las paredes comunes a dos celdas vale: 

 

ij i j     

 
Mientras que en las paredes exteriores 

 

i i   

 
Se realiza la integración por celdas, de forma que para cada una de ellas: 

 

 
 

 
2i i j i

ji ji ij

d d
G A

e e

         

 
siendo d el diferencial de longitud de cada pared, e  el espesor, A  el área encerrada 
por las paredes de la celda y   el ángulo específico de torsión. 

 

 Celda 1: 2
1

1 1,8
1,5 2,1

2
A m


    

 

 
2 2

1 1 2

1,8 0,8 1,5 1 1,5
2 2,1

0,2 0,2 0,2 0,2
G   

 
       

 
 

 
 Celda 2:  2

2 3 1,5 4,5A m    

 

   2 2 1 2 3

3 3 1,5 1,5
2 4,5

0,2 0,2 0,2 0,2
G             

 
 

 
 Celda 3:  

 

 
2 2

3 3 2

1,8 0,8 1,5 1 1,5
2 2,1

0,2 0,2 0,2 0,2
G   

 
       

 
 

 
Las expresiones anteriores, juntamente con 

 

1 2 3 22 2,1 2 4,5 2 2,1 tM         

 
forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. 
 
Resolviendo: 

 

1 3 20,0498 tM     ;   2 20,0646 tM    ;   20, 2402 tG M   

 
Con lo cual, el módulo de torsión 2J  valdrá 
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4

2 4,1632tM
J m

G 
   

 
Dado que el giro   en todas las subsecciones debe ser el mismo:
 

   
1 2 3

3 3
1 2 3 1 2 3

400 95,93

3,2 10 4,1632 3,2 10
t t t tM M M M

G J G J G J G J J J GG


 
     

     

 
con lo cual: 
 

1 1 95,93 0,307tM J kNm    

2 2 95,93 399,38tM J kNm    

3 1 0,307t tM M kNm   

 
Como puede observarse, la práctica totalidad del momento torsor es absorbida por la 
parte cerrada de la sección. 
 
Las tensiones tangenciales máximas en la parte abierta de la sección valen: 

 

1
max 2

2 2
1 1

0,307
19,19 0,01919

1 1
1,2 0,2

3 3

tM kN
MPa

mb e
    

 
 

 
En la parte cerrada de la sección el flujo de tensiones tangenciales vale: 

 

1 1 20,0498 0,0498 399,38 19,89tM kN m       

2 2 20,0646 0,0646 399,38 25,80tM kN m       

3 3 20,0498 0,0498 399,38 19,89tM kN m       

 12 1 2 0,0498 0,0646 399,38 5,91 kN m          

 23 2 3 0,0646 0,0498 399,38 5,91 kN m         

 
Y las tensiones tangenciales: 

 

1
1 2

1

19,89
99,45 0,09945

0,2

kN
MPa

e m

      

2
2 2

2

25,80
129 0,129

0,2

kN
MPa

e m

      

3
3 2

3

19,89
99,45 0,09945

0,2

kN
MPa

e m

      

12
12 2

12

5,91
29,55 0,02955

0,2

kN
MPa

e m

         

23
23 2

23

5,91
29,55 0,02955

0,2

kN
MPa

e m
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En la figura 3 pueden verse dibujadas las tensiones tangenciales 

 

 
Fig.3 Distribución de tensiones tangenciales 

.         
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Problema 6.8 Determinar el módulo de torsión de la sección de paredes delgadas que 
se representa en la figura 1. El espesor de cada pared es el mismo para toda la sección 
y vale e . 
 

 
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.8 

 
Solución 
 
Se aplica a la sección un momento torsor tM  de sentido antihorario. Si i  es el valor de 

la función de Prandtl en los contornos interiores de cada celda, se obtendrán los flujos 
de tensiones tangenciales representados en la figura 2, en donde 

 

i i   

ij i j     

 

 
Fig.2 Función de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales. 

 
La integral 
 

 
 

 
2i i j i

ji ji ij

d d
A G

e e

         

 
Se aplica a cada una de las dos celdas  1, 2i  . En la expresión anterior, d  es el 

diferencial de longitud de cada pared, e  es el espesor de la misma, A  el área encerrada 
por las paredes de la celda y   el ángulo específico de torsión. 
 

 Celda 1: 2
1 6A a  

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsión                                                                               422 
 

  2
1 1 2

3 2 3 2
2 6

a a a a
a G

e e e e
          

 
 

 
 Celda 2: 2

2 4A a  

 

  2
2 2 1

2 2 2 2
2 4

a a a a
a G

e e e e
          

 
 

 
Las expresiones anteriores juntamente con: 
 

2 2
1 22 6 2 4 ta a M      

 
Forman un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas. Resolviendo: 
 

1 2
0,0515 tM

a
   

2 2
0,0478 tM

a
   

3
0,0349 tM

G
a e

   

 
y puesto que el módulo de torsión J  se escribe: 
 

tM
J

G
  

 
sustituyendo: 
 

328,65J a e  
 
 Si la pared interior no existiera, puede calcularse que el módulo de torsión 'J  
valdría 
 

2 4
' 34 400

28,57
5 2

2

A a
J a e

d a a
e e e

  
   
 

 

 
Es decir, un valor prácticamente idéntico al obtenido anteriormente. 
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Problema 6.9 En la sección que se representa en la figura 1, el espesor de las paredes 
es constante 2e cm . Hallar el módulo de torsión así como el valor y la distribución 

de tensiones tangenciales causadas por un momento torsor tM  de valor 300kN m  y 

sentido antihorario 
 

        
Fig.1 Sección correspondiente al problema 6.9 

 
 
Solución 
 
 Sean 1 , 2  y 3  los valores de la función de Prandtl en los contornos 

interiores de cada celda (figura 2). El flujo de tensiones tangenciales se escribe: 
 

i i   

ij i j     

        
Fig.2 Función de Prandtl y flujo de tensiones tangenciales. 

 
Realizando para cada una de las celdas i  la integral 
 

 
 

 
2i i j i

ji ji ij

d d
A G

e e

         

Se obtiene: 
 

 Celda 1: 2
1 0,5A m  

 1 1 2

1 2 1
2 0,5

0,02 0,02 0,02
G   

 
       

 
 

 
 Celda 2: 2

2 2A m  

   2 2 1 2 3

2 2 1 1
2 2

0,02 0,02 0,02 0,02
G              
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 Celda 3: 2
3 0,5A m  

 3 3 2

1 2 1
2 0,5

0,02 0,02 0,02
G   

 
       

 
 

 
Además 
 

1 2 32 0,5 2 2 2 0,5 300kN m         

 
 Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 

1 36,41 kN m   

2 56,85 kN m   

3 36,41 kN m   
23355,77G kN m   

 
Las tensiones tangenciales valdrán: 

 

1 1
1 2

1 1

36,41
1820,5 1,8205

0,02

kN
MPa

e e m

        

2 2
2 2

2 2

56,85
2842,5 2,8425

0,02

kN
MPa

e e m

        

3 3
3 2

3 3

36,41
1820,5 1,8205

0,02

kN
MPa

e e m

        

12 1 2
12 2

12 12

36,41 56,85
1022 1,022

0,02

kN
MPa

e e m

    
        

23 2 3
23 2

23 23

56,85 36,41
1022 1,022

0,02

kN
MPa

e e m

    
      

 
En la figura 3 puede verse representada la distribución de tensiones tangenciales 
 

   
Fig.3 Distribución de tensiones tangenciales. 
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Problema 6.10 La ménsula que se representa en la figura 1 (con alabeo impedido en el 
punto B) está sometida a un momento torsor en su extremo A  de valor 0,5T kN m . 
Se desea hallar las máximas tensiones normales y tangenciales en las secciones 

1 3x m , 1 2x m  y 1 0x m  

 
Fig.1 Ménsula correspondiente al problema 6.10 

 
Solución 
 
 El centro de gravedad y el centro de esfuerzos cortantes coinciden. Ambos 
estarán situados en el alma de la sección y a media altura. 
 

a) Coordenadas sectoriales   (ver figura 2) 
 

15
7,5

2
B
A     

75C
B   

75 7,5D
C    

 
En la figura 3 a) puede verse representada la ley anterior. 
 

 
Fig.2 Cálculo de las coordenadas sectoriales 
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b) Coordenadas sectoriales   
 

21 75 10 75 10
0,6 75 30 0,4 0,6 56,25

24 2 2o

dA
cm

A


            

 
  

 
con lo cual 

 

7,5 56,25B
A     

75 56,25 18,75C
B     

75 7,5 56,5 18,75 7,5D
C         

 
En la figura 3 pueden verse representadas las coordenadas sectoriales. 
 

 
Fig.3 a) Coordenadas sectoriales    2cm   b) Coordenadas sectoriales normalizadas  2cm  

 
c) Módulo de alabeo. 

 
El módulo de alabeo I  se escribe 

   
10 30 10

2 22 2

0 0 0

6

4 4 7,5 56,25 0,6 18,75 0,4 18,75 7,5 0,6

56250

I dA d d d

cm

    

 
             

 


   

 
d) Módulo de torsión J  

 

 3 3 3 3 41 1
10 0,6 30 0,4 10 0,6 2,08

3 3i i
i

J b e cm         

 
Si se toma 0,25  , el parámetro de torsión   valdrá  
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56250
2,5 260,02

2,08

E I
cm

G J
     

 
- Ecuación diferencial de la torsión no uniforme. 

 
Dicha ecuación se escribe 
 

3
21 1

3
1 1

d dT

G J dx dx

    

 
cuya solución general es: 
 

1 1
1 1 2 3 1

x x T
c c e c e x

G J
       

 
y derivando hasta tres veces: 

 

1 131 2

1

x xcd c T
e e

d x G J
 

 
    

1 1

1

2
31 2

2 2 2
x xcd c

e e
d x

 
 

   

1 1

1

3
31 2

3 3 3
x xcd c

e e
d x

 
 

   

 
Las constantes de integración se obtendrán de imponer las condiciones de contorno 
 

a) Empotramiento: 
 

 Giro nulo:  1 1 0 0x    

 Alabeos nulos: 
1

1
0

1

0x

d

d x


   

 
b) Extremo libre: 

 
Las tensiones normales son nulas (bimomento nulo): 

 

1

1

2
1

2
0x L

d

d x


   

    
Imponiendo las mencionadas condiciones de contorno se obtiene: 

 

 2

1 2

1
2,49

1

L

L

e T T
c

e G J G J
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2 2
0,0544

1 L

T T
c

e G J G J


   


  

 
2

3 2
2,55

1

L

L

e T T
c

e G J G J






 


 

 
A partir de estos valores se obtienen las expresiones para tM , bimomento B  y 

momento de alabeo M  

1 1

1

1

5
2,60021 0,5 1

3,494t

L x x
ch ch

d
M G J T

Ldx ch

 



    
   
      
        

 

 

1
2 2

21 1 1
2 2
1 1

5
0,3721

2,6002

L x
sh

d d x
B E I G J T sh

Ldx dx ch


  



 




     

 

1
3 3

21 1 1
3 3
1 1

5
0,1431

2,6002

L x
ch

d d x
M E I G J T ch

Ldx dx ch


  








       

Particularizando para 1 3x m ,  1 2x m   y  1 0x   se obtiene la tabla I 

 
 1 3x  1 2x  1 0x 

tM 0,312 0,251 0 
B 0,315 0,531 1,246 
M 0,188 0,249 0,5 

Tabla I.  Valores de tM  (kNm), B  (kNm2) y M  (kNm) para 1 3x m ,  1 2x m   y  1 0x   
 

I) Tensiones tangenciales debidas a tM  

 
Las tensiones tangenciales debidas a tM  son las correspondientes a alabeo no 

impedido. Por lo tanto, la distribución de tensiones tangenciales varía linealmente 
dentro del espesor de la pared (figura 4) 
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Fig.4 Variación de las tensiones tangenciales debidas a tM  dentro del espesor de una pared 

 
La tensión tangencial m  en una pared cualquiera j vale 

 

 
31

3

j
m tj

i i
i

e
M

b e
 


 

 
Con lo cual: 
 

 Pared AB Pared CD 
 

 
 

8
3 3 3

0,006 0,006
288461,5

1 2,08 100,1 0,006 0,3 0,004 0,1 0,006
3

m t t tAB
M M M   

    

 
 

 Pared BC 

  8

0,004
192307,7

2,08 10m t tBC
M M  


 

 
Con lo cual se puede confeccionar la tabla II 
 

 
 1 3x m 1 2x m 1 0x m  

 m AB
  90 72,40 0 

 m BC
  60 48,27 0 

Tabla II.  Tensiones tangenciales en MPa debidas a tM  
 

II) Tensiones tangenciales debidas a M  

 
Las tensiones tangenciales debidas a M  son constantes en todo el espesor de la pared y 

su valor viene dado por 
 

M
m

e I


 


   



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsión                                                                               430 
 

 
siendo m  el momento estático sectorial 
 

0

2m e d


    

 
Por lo tanto: 

   2

0

2 7,5 56, 25 0,6 1,125 2 15 253,125B
Am d



           (en cm4  si   se 

expresa en cm) 

 2

0

1,125 2 10 15 253,125 2 18,75 0, 4 225 15C
Bm d



              (en cm4  si   

se expresa en cm) 

   2

0

225 15 30 2 18,75 7,5 0,6 253,125 1,125 2 5D
Cm d



               (en cm4  

si   se expresa en cm) 

         
Fig.5 Distribución de tensiones tangenciales debidas a M : a) Sección 1 3x m   b) Sección 

1 2x m   c) Sección 1 0x    (empotramiento) 
 
Con lo cual, la distribución de tensiones tangenciales vale: 
 

 2

8 3
12

253,125 1,125 2 15
10 10

0,006 56250 10
B
A M 


  



 
  

 
 

 
8 3

12

225 15
10 10

0,004 56250 10
C
B M 
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 2

8 3
12

1,125 2 5 253,125
10 10

0,004 56250 10
D
C M 


  



 
  

 
 

 
En la figura 5 puede verse la distribución de tensiones tangenciales debidas a M  para 

las secciones 1 3x m ,  1 2x m   y  1 0x   

 
Las expresiones anteriores proporcionan los resultados en MPa  si M  se expresa en 

kN m  
 

III)  Tensiones normales 
 
Las tensiones normales son las debidas al bimomento B , y vienen dadas por: 

 

 2
B

I
 



    

 
Con lo cual, si las tensiones se expresan en MPa  y el bimomento B  en 2kN m , se 

obtiene: 
 

   
4

3
12

2 7,5 56,25 10
10 3,56 7,5 56,25

56250 10
B
A B B


 




 

  
     


 

 
4

3
12

2 18,75 10
10 66,67

56250 10
C
B B B




 

 
    


 

 

   
4

3
12

2 18,75 7,5 10
10 3,56 18,75 7,5

56250 10
D
C B B


 




 

  
     


 

 
estando   dado en cm. 
 
 En la figura 6 vienen representadas las tensiones normales para las tres secciones 
indicadas. 
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Fig.6 Distribución de tensiones normales debidas al bimomento B : a) Sección 1 3x m   b) Sección 

1 2x m   c) Sección 1 0x    (empotramiento) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 6. Torsión                                                                               433 
 

Problema 6.11 La viga de la figura 1 a) tiene la sección recta indicada en la figura 1 
b). En el punto centro luz actúa un momento torsor de valor 3 kN m . Se pide: 
 
Hallar la distribución de tensiones normales y/o tangenciales en los puntos de máximo 
momento torsor tM  (torsión uniforme), máximo momento de alabeo M  y máximo 

bimomento B . 

 
Nota: El espesor de las paredes horizontales es de 0,6 cm y el de las paredes verticales 
de 0,8 cm. 
 
 

 
Fig.1 Pieza correspondiente al problema 6.11 

 
 
Solución 
 
 En la figura 2 se dibuja la posición del centro de torsión así como las 
coordenadas de sección 
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Fig.2 Cálculo de las coordenadas sectoriales 

 
e) Coordenadas sectoriales    

 
25

12,5
2

C
A

    

10,53
125 5,265

2
F
B B        

25
388,25 12,5

2
G
E F

       

256,625H
D D    

40 10,53
256,625 14,735

2
L
M H   
     

 
Área de la sección: A=128 cm2 
 

20 50 10 25

0

0 0 10 25

2

1
0,6 0,8 0,6 0,8

256,625

C F G L
A B E M

dA
d d d d

A A

cm


        

 

 
              
  



    

 
f) Coordenadas sectoriales   

 
Se normalizan las coordenadas sectoriales anteriores: 
 

12,5 256,625C
A     

125 5,265 256,625 5,265 131,625F
B         

388,25 12,5 256,625 131,625 12,5G
E         

256,625 256,625 0H
D     

256,625 14,735 256,625 14,735L
M        

 
En la figura 3 pueden verse representadas las coordenadas sectoriales. 
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g) Módulo de alabeo 

 
Para calcular el módulo de alabeo se realiza la integral 
 

2 64 10.324.561,83I dA cm     

 
 

Fig.3 Coordenadas sectoriales. a) Coordenadas sectoriales  . b) Coordenadas sectoriales normalizadas 
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h) Módulo de torsión 

 

 3 3 3 3 3 3 41 1
20 0,6 50 0,8 20 0,6 40 0,6 50 0,8 22,83

3 3i i
i

J b e cm             

 
Tomando 0,25  , el parámetro de torsión   se escribe 
 

1063,3
E I

cm
G J

    

 
i) Ecuación diferencial de la torsión no uniforme 

 
La ecuación se escribe 

3
21 1

3
1 1

d dT

G J dx dx

    

cuya solución general es: 

1 1
1 1 2 3 1

x x T
c c e c e x

G J
       

que también puede escribirse 

1 1
1 1 2 3 1

x x T
a a ch a sh x

G J


 
   

      
   

 

y derivando tres veces: 
 

31 2 1 1

1

ad a x x T
sh ch

d x G J


   

   
     

   
 

1

2
31 2 1 1

2 2 2

ad a x x
ch sh

d x


   

   
    

   
 

1

3
31 2 1 1

3 3 3

ad a x x
sh ch

d x


   

   
    

   
 

 
Las constantes  1a , 2a  y 3a  se obtendrán imponiendo las condiciones de contorno en la 

viga. Para ello, y por simetría, se considera únicamente la mitad izquierda de la viga. En 

ella la ley de momentos torsores vale 
3

1,5
2

T kN m  . Además, en el punto B, 

también por simetría, los alabeos son nulos. 
 

c) Empotramiento: 
 

 Giro nulo:  1 1 0 0x    

 Alabeos nulos: 
1

1
0

1

0x

d

d x


   

 
d) Punto centro luz 
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 Alabeos nulos:
1

1

6
1 2

0L
x

d

d x


 

  

    
Imponiendo las mencionadas condiciones de contorno se obtiene (a partir de ahora, y si 
no se indica lo contrario, se utilizarán como unidades el kN y el metro): 
 

1

6 10,633 6 1 1
1 1,5 1 4,38

6 10,6336
10,633

a T ch ch
G J G J

shGJ sh






                            
  
  

 

2 1

1
4,38a a

G J
    

 

3

1,5 10,6333 1
15,95

T
a

G J G J G J

 
       

A partir de estos valores se obtienen las expresiones de los momentos tM , M  y del 

bimomento B . 

 

1 1 1

1

1 1

4,38 1 15,95 1 1,5

0,412 1,5 1,5

t

d x x
M G J G J sh ch

dx G J G J G J

x x
sh ch


   

 

 
     

 

  

 

1

3
21 1 1

3 3 3

1 1

4,38 1 15,95 1

0,412 1,5

d x x
M E I G J sh ch

dx G J G J

x x
sh ch


 

   

 



 
      

 

  

 

 

1

2
21 1 1

2 2 2

1 1

4,38 15,95

4,38 15,95

d x x
B E I G J ch sh

dx

x x
ch sh

 
   

 

 

 
    

 

 

 

En la tabla 1 se dan los anteriores valores para diferentes puntos 1x   

 
1 ( )x m tM  M B

1 0x  0 1,5 4,38 

1 1x  0,0322 1,4678 2,90 

1 2x  0,0513 1,4487 1,44 

1 3x  0,0577 1,4423 -0,0045 

1 4x  0,0513 1,4487 -1,44 

1 5x  0,0322 1,4678 -2,90 

1 6x  0 1,5 -4,38 
Tabla 1.  Valores de tM , M  y  B  
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Como puede comprobarse, en este caso el momento tM  es muy pequeño al tener toda 

la estructura muy elevado el grado de confinamiento. 
 

IV) Distribución de tensiones tangenciales debidas a tM  

 
Las tensiones tangenciales debidas a tM  son las correspondientes a alabeo no 

impedido. Por lo tanto, la distribución de tensiones tangenciales varía linealmente 
dentro de la pared (figura 4) 
 

 
Fig.4 Distribución de tensiones tangenciales, en el espesor de una pared, debidas a tM  

 
La máxima tensión tangencial m  en una pared cualquiera j vale: 
 

  j
m tj

e
M

J
   

 
Con lo cual, las máximas tensiones tangenciales debidas a tM  valdrán 

 

8 2

0,008
0,0577 2022 2,022

22,83 10m

kN
MPa

m
    


 

 
V) Tensiones tangenciales debidas al momento de alabeo M  

 
El momento de alabeo M  es máximo en los puntos A y B. Para cualquiera de ellos 

vale 1,5M kN m   

 
Las tensiones tangenciales debido a M  son constantes en todo el espesor de la pared y 

su valor viene dado por: 
M

m
e I


 



   

 
siendo m  el momento estático sectorial. Viene dado por: 

 

0

2m e d
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Con lo cual: 

  2

0

2 0,6 12,5 256,625 7,5 307,95B
Am d



           

  2

20

2 0,6 12,5 256,625 7,5 307,95 3159C
Bm d



            

   
0

3159 2 0,8 5, 265 131,625 4, 212 50 3159F
Bm d



              

     
10

2 0,6 131,625 12,5 7,5 232,95 10G
Fm d



           

     
10

2 0,6 131,625 12,5 7,5 82,95 10F
Em d



   


       

2

25

2 0,8 14,735 11,788 7367,5L
Hm d



        

2

25

2 0,8 14,735 11,788 7367,5M
Hm d



  


     

 
Por lo tanto, el flujo de tensiones tangenciales e   vendrá dado por: 

 
M

e m
I






      

 
Las tensiones tangenciales valdrán:   
 

2
8 3

12

7,5 307,95
10 10 1,5

0,006 10.324.561,83 10
B
A

   



    

 
 

 
2

8 3
12

7,5 307,95 3159
10 10 1,5

0,006 10.324.561,83 10
C
B

   


 
    

 
 

 
  8 3

12

4, 212 50 3159
10 10 1,5

0,008 10.324.561,83 10
F
B

 
  



 
    

 
 

 
   8 3

12

7,5 232,95 10
10 10 1,5

0,006 10.324.561,83 10
G
F

 
  



 
    

 
 

 
   8 3

12

7,5 82,95 10
10 10 1,5

0,006 10.324.561,83 10
F
E

 
  



 
    

 
 

 
2

8 3
12

11,788 7367,5
10 10 1,5

0,008 10.324.561,83 10
L
H
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2

8 3
12

11,788 7367,5
10 10 1,5

0,008 10.324.561,83 10
M
H

  



    

 
 

 
 
En la expresión anterior, la coordenada   viene expresada en cm, por lo cual,   vendrá 

dado en MPa. 
 
En la figura 5 puede verse representada la distribución de tensiones tangenciales  
 
 

 
Fig.5 Distribución de tensiones tangenciales   debidas al momento torsor M  

 
VI)  Distribución de tensiones normales 

 
Las tensiones normales vienen dadas por: 
 

2
B

I
 



    

 
El máximo bimomento B  vale 4,38kN m , por lo que si se expresa la coordenada   

en cm y las tensiones en MPa, se tendrá 
 

  4
3

12

2 12,5 256,625 10
10 4,38

10.324.561,83 10
C
A









  
   


 

 

  4
3

12

2 5,265 131,625 10
10 4,38

10.324.561,83 10
F
B
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  4
3

12

2 131,625 12,5 10
10 4,38

10.324.561,83 10
G
E









  
   


 

 

0H
D   

 
4

3
12

2 14,735 10
10 4,38

10.324.561,83 10
L
M







 
   


 

 
En la figura 6 se representa la distribución de tensiones normales. 
 

 
Fig.6 Distribución de tensiones normales (MPa) 

 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 7: 
Energía de deformación 
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Problema 7.1 Dada la viga de la figura 1 en la que 2410 mkNIE   
Se pide: 
 

a) Flecha en C. 
b) Giro en C. 

 
No se tendrá en cuenta la deformación por esfuerzo cortante. 
 

 
 

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.1 
 
 
Solución 
Se resolverá el problema utilizando el método de la fuerza unidad 
 

a) Flecha en C 
 

 
Fig. 2 Cargas en la viga. a) Cargas reales. b) Fuerza virtual en C. c) Momento virtual en C. 

 
La ley de momentos flectores debida a las cargas reales vale: 
 

2

)4(
20)4(55)6(10

2
1

11

x
xxM

B

Af
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)6(10 1xM
C

Bf   

 
La ley de momentos flectores debido a una fuerza unidad en C vale 
 

    11 45,16 xxm B
Af   

 

  16 xm C
Bf   

 
Con lo cual, el desplazamiento en C (positivo en sentido descendente) vale 
 

           

     



  










 




6

4
4
1

11

4
1

11

4

0

2
1

11

6

0

4

0

6

4

111

666,2002666,0
10

6610

10
45,16

2

4
20455610

mmm
dx

xx

dx
xx

x
xx

IE

dx
mM

IE

dx
mM

IE

dx
mM ffffffe

 

 
 
 

b) Giro en C 
 

Se coloca un momento unidad en C (figura 2 c)). Las leyes de momentos valen: 
 

   25,041 1xm B
Af   

 

 1C
Bfm  

 
Con lo cual, el giro en C (positivo en sentido horario) vale: 
 
 

        

    












 


6

4

4
4
1

1

4
1

1

4

0

2
1

11

106667,6
10

1610

10
25,041

2

420
455610

rdn
dx

x

dx
x

x
xxC
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♣ Problema 7.2 Utilizando el teorema de Castigliano, determinar el desplazamiento vertical 
de la sección A. Considérese las rigideces conocidas. 
 
Se separará la contribución del Momento flector y la del esfuerzo cortante. 
 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.2 

 
 
Solución 

a) Contribución del momento flector. 
Se coloca una fuerza  F = 0  en A (fig. 2) 
Las leyes de momentos flectores valdrán: 
 

   12 xFpaM B
A

t
f   

 

         
2

5
52502506

2
1

11

xa
pxaF,pa,xapaM

C

B

t
f


  

 

   16 xapaM D
C

t
f   

 

 
Fig. 2 Viga cargada: a) Fuerzas reales. b) Fuerza nula  F = 0   en A 

 
 

Derivando respecto a F 
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  1x
F

M
B

A

t
f





 

 

   1525,0 xa
F

M
C

B

t
f





 

 

  0




F

M
D

C

t
f

 

 
 

Con lo cual, el movimiento vertical de A valdrá ( positivo en sentido descendente) 
 

   




a
f

f
M
A IE

dx

F

M
M

6

0

1  

 
siendo: 

 

   
0


F

t
ff MM  

 

  

0




















F

t
ff

F

M

F

M
 

 
es decir, 

 
 

         

    

 










 


a

a

a a

a

M
A

IE

dx
xapa

IE

dx
xa

xa
pxapaxapa

IE

dx
xxpa

6

5

1
1

1
1

0

5 2
1

11
1

11

006525,0

2

5
525,062

 
 

b) Contribución del esfuerzo cortante. 
 

Las leyes de esfuerzos cortantes se escriben: 
 

 FpaQ B
A

t  2   

 

  1525,025,0 xapFpapaQ C
B

t   

 

 paQ D
C

t   

 
 y derivando respecto a F 
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  1




F

Q
B

A

t

 

 

  25,0




F

Q
C

B

t

 

 
 
 
 
 
 La contribución del cortante a la flecha del punto A vale: 
 

   



a

Q
A AGk

dx

F

Q
Q

6

0

1  

 
 siendo 
 

    0 F
tQQ  

   

  
0
















F

t

F

Q

F

Q
 

 
 es decir: 
    
            

  

    

AGk

pa

AGk

dx
xappapa

AGk

dx
pa

a a

a

Q
A

2

0

5
1

1
1

75,2

25,0525,02
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Problema 7.3  Determinar la flecha en el punto C, así como los giros en ambos lados de la 
articulación D, en la viga de la figura 1. Se tendrá en cuenta únicamente la deformación debida 
al momento flector. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.3 

 
 
Solución 
 

a) Flecha en C 
 

Se sustituye la fuerza P aplicada en C por una fuerza independiente F  (ver figura 2) 
 

 
Fig. 2 Fuerza F aplicada en C y sistema de ejes 

 
 
La ley de momentos flectores valdrá 
 

  14 xaFM C
Af   

 

    11 3
2

3

2
4 xa

FP
xaFM

A

Bf 





   

 

      111 23
2

3

2
4 xaPxa

FP
xaFM

B

Df 





   

 

  122

3
xa

F
PM

D

Ef 





   

 
y sus derivadas: 
 

  14 xa
F

M C
Af
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       111 5,03
2

3
4 xaxaxa

F

M A
Bf





 

  

 15,0 xa
F

M B
Df





 

 

  15,0 xa
F

M D
Ef





 

 
  
Aplicando el teorema de Castigliano ( y haciendo  F = P ), el movimiento vertical de C 
valdrá ( positivo en sentido descendente): 
 

 

     

      
IE

aP

IE

dx
xaxaP

IE

dx
xa

IE

dx
xaxaP

IE

dx
xaP

IE

dx

F

M
M

a

a

a

a

a

a a

a

f
fC

3
1

1

2

0

1
1

1

3

2

1
11

4
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b) Giro relativo entre ambos lados de la rótula D. 
 

Se aplicará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se colocan dos momentos 1M   
a ambos lados de la rótula D (ver figura 3). 
Los momentos flectores debidos a las cargas valen: 
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Fig. 3 Momento unidad en D 
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Las leyes de momentos flectores debidas a 1M  valen: 
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El giro relativo entre los dos labios de la rótula D valdrá 
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Problema 7.4 Determinar la flecha en el punto A, así como los giros en ambos lados de la 
articulación D, en la viga de la figura 1. Se tendrá únicamente en cuenta la deformación debida 
al momento flector. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.4 

 
 
Solución 
 

a) Flecha en el punto A 
 

De acuerdo con la figura 2 las leyes de momentos valen: 
 
 

 
Fig. 2 Reacciones y eje x1 

 
 

  15
2

xa
P

M
A

Cf   

 

  15,05,1 xaPM D
Af   

  

 15,05,1 xaPM B
Df   

  

125,0 xPM B
Ef   

 
 
 

 Derivando las leyes de momentos respecto a P y aplicando el teorema de Castigliano: 
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b) Giro relativo en D 
 

Se coloca un par de momentos 1M   uno en cada labio de la rótula D (figura 3). 
 

 
Fig. 3 Momento unidad aplicado en D 

 
 

La ley de momentos flectores debido a 1M   vale: 
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Aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro relativo en D vale: 
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Problema 7.5 En la viga que se representa en la figura 1, determinar el giro en el apoyo B. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 7.5 

 
 
Solución 
 
Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas valen: 
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Si se coloca un momento virtual 1M  en B (figura 2) las leyes de momentos flectores valen: 
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Fig. 2 Momento unidad en B 

 
 
Aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro en B valdrá: 
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Problema 7.6 En la viga simplemente apoyada de la figura 1 el canto vale 60 cm y el 

coeficiente de dilatación lineal 15 º10  C . Con las temperaturas que en la figura se 
indican, se pide: 
 

 Utilizando el teorema de los trabajos virtuales, determinar los giros en los extremos. 
 

 
Fig .1 Viga correspondiente al problema 7.6 

 
 
Solución 
 
Por simetría el giro en A será igual al giro en B aunque el signo será el contrario. 

Supóngase que se introduce un momento virtual BM  en B (figura 2) y sean: 
 

 nt  la curvatura en cada punto de la viga debida a la temperatura. 

 fM  la ley de momentos flectores debida al momento virtual BM . 
 
De acuerdo con el teorema de los trabajos virtuales complementarios se tendrá que 
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siendo B  el giro en B producido por la temperatura 

 
Fig. 2 Viga con un momento virtual 
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Es decir: 
 

 rdnB
3104    (en el mismo sentido que BM ) 
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Problema 7.7  Utilizando el método de la fuerza unidad, determinar la flecha en el 
punto medio de AB (figura 1) 
 

        
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 7.7 

 
Solución 
 
 Sea G el punto medio de AB. 
 Con los ejes que se representan en la figura 2 (únicos para toda la estructura) las 
leyes de momentos flectores se escriben: 
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Fig.
2. Sistema de ejes y fuerza unidad 

 
Las leyes de momentos flectores debida a una carga unidad situada en G valen 
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Por tanto, aplicando el teorema de la figura unidad 
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Problema 7.8 En la estructura de la figura 1 calcular los movimientos en C, aplicando el 
teorema de la fuerza unidad. Se considera la deformación por momento flector, cortante y axil. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.8 

 
 

 
Fig. 2 Sistemas de ejes 

 
 

Solución 
 
De acuerdo con el sistema de ejes locales que se representa en la figura 2, las leyes de esfuerzos 
se escriben: 
 
Momentos flectores: 
 

  sLPM B
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 PLM B
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Esfuerzos cortantes: 
 

 PQ C
B   

 

 0B
AQ  

 
Esfuerzos axiles: 
 

 0C
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 PN B
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Fig. 3 Fuerza unidad vertical en C 

 

1) Movimiento vertical de C:  Se coloca una fuerza unidad  1F  en el punto C (se coloca 
vertical descendente). 

 
Leyes de esfuerzos: 
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El movimiento vertical de C  c2 (positivo si descendente) valdrá: 
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2) Movimiento horizontal de C: Se coloca una fuerza unidad  1F  en el punto C y 
dirigida hacia la derecha. 

 

 
Fig. 4 fuerza unidad horizontal en C 

 
 

Las leyes de esfuerzos serán: 
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El movimiento horizontal de C   C1  (positivo si hacia la derecha) valdrá: 
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3) Giro del punto C.  Se coloca un momento unidad en C de valor  1CM  
 

 
Fig. 5 Momento unidad en C 

 
 

Las leyes de cortantes y axiles son nulas y las de momentos valdrán: 
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 Por lo tanto, el giro en C (positivo si antihorario) valdrá 
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Problema 7.9 En la estructura de la figura 1, hallar el movimiento vertical del punto A. 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.9 

 
 
Solución 
 
Se obtendrá el valor del movimiento vertical en A aplicando el teorema de la fuerza unidad. Para 

ello, se coloca una fuerza 1F  en A  (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Fuerza unidad en A y sistema de ejes 

 
 
Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas valen 
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Por lo tanto, el movimiento vertical de A (positivo si ascendente) valdrá: 
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Problema 7.10 En la estructura que se representa en la figura 1 hallar (teniendo en cuenta 
únicamente la energía de deformación debida al momento flector) el movimiento horizontal de 
D. El producto EI en todas las barras vale  EI = 200 MN×m2. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.10 

 
 
Solución 
Se utilizará el teorema de Castigliano. Para ello, se sustituye la fuerza horizontal de 20 kN 
aplicada en D por una fuerza genérica F (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Fuerza en F aplicada en D y sistema de ejes. 

 
 
La ley de momentos flectores se escribe 
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Derivando respecto a F 
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El movimiento horizontal del punto D se obtendrá 
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y sustituyendo F y el producto EI por sus valores 
 

 mmmetrosuD 09,61009,6 3    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energía de deformación                                                    465                                       

Problema 7.11 En el pórtico que se representa en la figura 1 hallar el movimiento horizontal 
de A así como el giro de A. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.11 

 
 
 
Solución 
Con el sistema de ejes indicados, las leyes de momentos flectores se escriben: 
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a) Para hallar el movimiento horizontal en A, se coloca una fuerza horizontal  1F   en A 
(figura 2). 
Las leyes de momentos flectores valen 
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El movimiento horizontal de A valdrá 
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Fig. 2 Fuerza y momento unidad en A 

 

b) Para determinar el giro en A, se introduce un momento 1M  en A (figura 2). Las 

leyes de momentos debidas a 1M  valen 
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Problema 7.12 Determinar el desplazamiento horizontal del nudo A del entramado isostático 
de la figura 1. No se consideran deformaciones por axil. 
La rigidez EI es constante para todas las barras. 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.12 

 
Solución 
Para calcular el movimiento horizontal del punto A se coloca una fuerza unidad 1F  en A 
(figura 2). 
 

 
Fig. 2 Fuerza unidad en A  y sistema de ejes. 

 
La ley de momentos flectores debido a las cargas externas vale 
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La ley de momentos flectores debido a 1F  se escribe 
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Aplicando el teorema de la fuerza unidad 
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Problema 7.13  Determinar el desplazamiento vertical de la sección A  y el desplazamiento 
sufrido por el apoyo en B de la estructura de la figura .1. Considérese las rigideces conocidas. 
Se tendrá en cuenta únicamente la energía de deformación debida al momento flector. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.13 

 
 
Solución 
 

a) Movimiento vertical del punto A 
Se resolverá utilizando el teorema de Castigliano. De acuerdo con el sistema de ejes 
locales en la figura 2 las leyes de momentos valen: 
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Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza virtual 1F  en B 

 
El movimiento vertical de A valdrá 
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b) Movimiento horizontal del punto B 

Se utilizará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza  1F  en B 

(figura 2). Las leyes de momentos debidas a 1F  valdrán: 
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Por lo tanto, el movimiento horizontal de B valdrá: 
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Problema 7.14  En el pórtico que se representa en la figura 1 hallar el movimiento vertical en 
C. 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.14 

 
 
Solución 
 
Se aplicará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza vertical 1F  en el 
punto C (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Fuerza unidad en C  y sistema de ejes 

 
 
Las leyes de momentos flectores debidos a las cargas externas serán 
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Los momentos flectores debidos a 1F  valen: 
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Problema 7.15 Utilizando el teorema de la fuerza unidad determinar el movimiento relativo 
de A respecto de B según la línea de acción AB. Se considera únicamente la deformación 
debida al momento flector. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 7.15 

 
Solución 
 
Las leyes de momentos valen 
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Las leyes de momentos debidas a 1F  valen 
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El alejamiento de los puntos A y B en dirección AB  vale 
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Problema 7.16 Determinar los desplazamientos del apoyo articulado móvil de la estructura 
de la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.16 

 
 
Solución 
Se resolverá aplicando el teorema de Castigliano. Para ello, se sustituye la figura F aplicada en 
el apoyo derecho por una fuerza independiente H. Las leyes de momentos flectores valdrán 
(figura 2). 
 

 
Fig. 2 Sistema de ejes  
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De acuerdo con el teorema de Castigliano, 
 

    














B

A

B

C

C

D

f
f

f
f

f
fA IE

dx

H

M
M

IE

dx

H

M
M

IE

dx

H

M
Mu 111  

 
 
 
Sustituyendo (e igualando previamente H = F), 
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Problema 7.17 Determinar los desplazamientos verticales y horizontales del punto en el cual 
está aplicada  la fuerza F. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.17 

 
 
Solución 
 

a) Movimiento vertical 
Se utilizará el teorema de Castigliano. De acuerdo con el convenio de ejes de la figura 2 
las leyes de momentos se escriben 
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Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza horizontal en A 

 
 

Y sus derivadas: 
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De acuerdo con el teorema de Castigliano 
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Sustituyendo: 
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b) Movimiento horizontal 

Se aplicará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza horizontal 

1F  en A (figura 2). Las leyes de momentos, debidos a dicha fuerza, valdrán 
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Problema 7.18 Determinar los desplazamientos verticales y horizontales en el punto de 
aplicación de la fuerza F. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.18 

 
 
Solución 
 

a) Movimiento vertical 
Se aplicará el teorema de Castigliano. 
 

 
Fig. 2 Sistema de ejes locales y fuerza virtual horizontal en A 

 
 
De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 las leyes de esfuerzos se escriben 
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De acuerdo con el teorema de Castigliano 
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b) Movimiento horizontal 

Se aplicará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se coloca una fuerza 1F  en A. 
Las leyes de momentos valdrán 
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Problema 7.19 Determinar el desplazamiento vertical, horizontal y el giro de la sección A. 
Considérese las rigideces conocidas. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.19 

 
 
Solución 

a) Desplazamiento vertical de A. 
Se aplica directamente el teorema de Castigliano. 
 

 
 

Fig. 2 Sistema de ejes y fuerza y momento unitarios en A 
 

La ley de momentos debidos a la carga F se escriben: 
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  1xaFM B
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y sus derivadas 
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Por lo tanto: 
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b) Desplazamiento horizontal de A. 

Se introduce una fuerza unidad en A. La ley de momentos flectores vale 
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Afm  

 

    11 22 xaxaFm C
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De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad 
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c) Giro del punto A. 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energía de deformación                                                    484                                       

Se aplica un momento 1M  en A, el cual produce una ley de momentos constante en 
toda la estructura: 
 

 1 Mm f  

 
De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad 
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Problema 7.20 Determinar la variación de las distancias entre las secciones A y B. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.20 

 
 
Solución 
 
Se introducen dos fuerzas unitarias 1F  en A y en B. 
 

 
Fig. 2 Fuerzas unitarias y sistema de ejes locales 

 
 
Las leyes de momentos flectores debidas a las cargas externas se escriben: 
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Debido a las dos fuerzas 1F  las leyes de momentos se escriben: 
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El movimiento relativo entre A y B valdrá 
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Problema 7.21 Determinar el desplazamiento vertical y horizontal del punto A  en el arco de 
la figura 1. La sección de la estructura es rectangular y el área vale A. 
Nota: Se tendrá en cuenta la deformación por flector, cortante y axil. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.21 

 
 
Solución 
Se resolverá el problema utilizando el teorema de Castigliano. Las leyes de esfuerzos valen: 
 
    cossin1 HRVRM f   

 
  sincos HVQ   
 
  cossin HVN   
 
Para hallar el movimiento horizontal se derivan los esfuerzos respecto a H. 
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y por lo tanto 

 
































   

AEAGkIE

R
HR,

AEAGkIE

R
VR,

AE

dR

H

N
N

AGk

dR

H

Q
Q

IE

dR

H

M
Mu f

fA

11
78540

11
50

22

2

0

2

0

2

0

   

 

 
Análogamente, el movimiento vertical vale 
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Problema 7.22 La pieza curva de la figura 1 es una semicircunferencia de sección constante. 
En el punto A se aplica una carga F horizontal. Se desea obtener el desplazamiento horizontal, 
el desplazamiento vertical y el giro de dicho punto A. 
Se despreciará la deformación por axil y cortante. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.22 

 
 
Solución 
Para hallar el movimiento horizontal de A se aplica el teorema de Castigliano. Las leyes de 
momentos valen (figura 2). 
 
 sinFRM f   

 
y su derivada respecto a F 
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F
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Fig. 2 Fuerzas virtuales y ejes locales 

 
Aplicando el teorema de Castigliano. 
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Para hallar el movimiento vertical de A se coloca una fuerza virtual  1V  que produce una ley 
de momentos: 
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Análogamente para el giro, se coloca un momento 1M  en el punto A. La ley de momentos 
vale 
 
 1fm  

 
Con lo que el giro en A vale 
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Problema 7.23 La ménsula curva de la figura 1 está sometida a una presión uniforme de 
valor p. Si se tiene en cuenta únicamente la deformación debida al momento flector, se desea 
obtener el giro y el movimiento horizontal del punto A. 
 

 
Fig. 1 Ménsula semicircular correspondiente al problema resuelto 7.23 

 
 
Solución 
 
La ley de momentos flectores se escribe (figura 2). 
 

  cos12  paM f  

 

El momento flector debido a un momento 1M  aplicado en A será constante y de valor 1. Por 
lo tanto, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el giro en A valdrá 
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Fig. 2 Coordenada angular y momento y fuerza unidad 

 
Para obtener el desplazamiento horizontal se aplica una fuerza unidad en B (figura 2). La 
correspondiente ley de momentos flectores vale: 
 
 sinam f   
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Por lo tanto, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el desplazamiento horizontal de A valdrá 
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Análogamente, se obtiene que el movimento vertical y giro valen 
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Problema 7.24 Determinar los desplazamientos vertical y horizontal, así como el giro de la 
sección C del arco representado en la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 7.24 

 
 
Solución 
 
De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 las leyes de momentos debidas a F se escriben: 
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y sus derivadas respecto a F 
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De acuerdo con el teorema de Castigliano, el movimiento vertical vale 
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Fig. 2 Sistema de ejes y fuerzas virtuales 

 

Para hallar el movimiento horizontal se coloca una fuerza horizontal 1H  en C (figura 2). Las 

leyes de momentos flectores debidas a H valen 
 

  sinsin aaHm B
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  coscos aaHm A
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Por lo tanto, si se aplica el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal vale 
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Procediendo de igual forma para el giro en C (se coloca un momento unidad 1M  en C, que 
produce una ley de momentos flectores constantes en toda la pieza), el giro en C vale 
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Problema 7.25 La ménsula circular de la figura 1 de radio .2mR  , está sometida a unas 
variaciones térmicas variables. Hallar los movimientos del punto A, teniendo en cuenta que 
desde A hasta B es Ct º1202   y Ct º801   y desde B  hasta C es Ct º602   y 

Ct º1001  ; siendo 14 º102  C  y el canto de la viga .60,0 mc   
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.25 

 
 
Solución 
Se resolverá el problema utilizando el teorema de los trabajos virtuales complementarios. 
Con el sistema de ejes indicados en la figura 2 las deformaciones térmicas valen: 
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Fig. 2 Fuerzas virtuales y sistema de ejes 
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Para hallar el movimiento horizontal del punto A se aplica una fuerza virtual 1H  en A (figura 

2). Si  fM  y  N  son, respectivamente, la ley de momentos flectores y esfuerzos axiles en la 

pieza motivados por 1H , de acuerdo con el teorema de los trabajos virtuales 
complementarios se tendrá 
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Análogamente, colocando una fuerza vertical 1V  y un momento 1M  se deduce que el 
movimiento vertical y el giro de A valen 
 

 mmmetrosvA 7,9810987 4    
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Problema 7.26 Determinar el movimiento horizontal del apoyo móvil y el desplazamiento 
vertical de la sección C. 

 
Fig. 1 estructura correspondiente al problema 7.26 

 
 
Solución 
De acuerdo con el criterio de ejes adoptado en la figura 2 las leyes de momentos flectores se 
escriben 
 

  1xaFM B
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 cosaFM D
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 0D
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Fig. 2 Sistema de ejes y fuerzas virtuales 

 
 

Para hallar el movimiento horizontal de A se introduce una fuerza 1H  (figura 2) que produce 
unos momentos flectores de valor 
 

  sinsin aaHm D
Af   
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De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad el movimiento horizontal de A vale 
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Análogamente, para hallar el movimiento vertical de C se introduce una fuerza virtual 1V  en 
C. Las leyes de momentos debidas a esta fuerza virtual valen 
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El movimiento vertical de C vale 
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Problema 7.27 Determinar los desplazamientos vertical y horizontal, así como el giro de la 
sección C en la estructura de la figura. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 7.27 

 
 
Solución 
Debido a las cargas externas, y de acuerdo con el sistema de ejes de la figura 2 las leyes de 
momentos valen: 
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Fig. 2 Fuerzas virtuales y ejes locales 

 
 
Para determinar el movimiento horizontal de C se coloca una fuerza virtual unitaria en C de 

valor 1H . Dicha fuerza produce unas leyes de momentos de valor 
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    11 xaxaHm C
Bf   

 
  

  sinsin aaHm B
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De acuerdo con el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal de C vale 
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De la misma forma, para hallar el movimiento vertical y el giro se introducen en C, 

respectivamente, una fuerza virtual 1V  y un momento virtual 1M . Aplicando el teorema 
de la fuerza unidad se obtiene 
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Problema 7.28 Determinar las variaciones de las distancias entre los puntos C y C’ y entre 
los puntos A y B. 

 

 
Fig. 1.  Estructura correspondiente al problema 7.28 

 
 
Solución 
 

a) Variación de distancia entre C y C’. 
De acuerdo con el criterio de ejes de la figura 2 el momento flector de A a C vale 
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Fig. 2 Sistema de ejes locales y fuerzas unidad en A y B 

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap. 7: Energía de deformación                                                    502                                       

 
La energía elástica del conjunto valdrá 
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y por lo tanto la variación de la distancia CC’ vale 
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b) Variación de la distancia entre A y B. 

Se aplicará el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se colocan dos fuerzas 1F  en A 
y B. La ley de momentos flectores entre A y C debido a estas fuerzas vale 
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Problema 7.29 Determinar el giro relativo entre ambos labios de la rótula A. 
 

 
Fig. 1 Círculo correspondiente al problema 7.29 

 
 
Solución 
 
Se aplicará el teorema de Castigliano. Se colocan un par de momentos 0M  en ambos labios 
de la rótula A (ver figura 2) la ley de momentos flectores vale: 
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M
RF

M
C

Af   

 
Fig. 2 Momentos 0M   y sistema de ejes 

 
 
La derivada respecto a M de la ley de momentos vale 
 

 cos




M

M C
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De acuerdo con el teorema de Castigliano el giro relativo entre ambos labios de A vale 
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Puede comprobarse, asimismo, que el movimiento vertical del punto A vale  IEaF 3071,0   
  
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 8: Estructuras Articuladas                                                      505 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Capítulo 8: 
Estructuras Articuladas 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 8: Estructuras Articuladas                                                      506 

 

Problema 8.1 En la estructura de la figura 1, todas las piezas están articuladas entre 
sí. Las barras horizontales tienen una sección doble que el resto, siendo el módulo de 
elasticidad idéntico para todas ellas. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.1 

 
Determinar: 
 

 Esfuerzos en todas las barras. 
 Movimiento horizontal y vertical en el punto donde está aplicada la 

fuerza puntual de 50 kN 
 
Solución 
 
 En la figura 2, se numeran las barras y los nudos y se sustituye el apoyo superior 
por dos barras. 
 
 

   
Fig.2 Numeración de nudos y barras 

 
La estructura es isostática. La matriz conexión vale 
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0,781 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 1,000 0,000 0,000 0,625 1,000 0,000




C

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 1,000 0,000 0,781 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,625 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,

 
 000 0,000

0,781 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,625 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000


1,000 0,000 0,781 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 1,000 0,625 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,781 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,


 

000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,625 1,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,781 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,00


 

0 0,000 0,000 1,000 0,625 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,781 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000

 

 0,625 0,000 0, 208 0,625

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,781 0,000 0,978 0,781

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

y el vector de fuerzas: 
 

0; 50;0;0;0;0;0;0;0; 100;0; 80;0;0;0;0T  
    F  

 

Resuelto el sistema de ecuaciones, los esfuerzos en las barras valen 
 

1 64N kN   2 40N kN     3 50N kN     4 40N kN  

 
645N kN    806N kN     1507N kN    8 80N kN  

 

9 192N kN    10 200N kN    11 150N kN    12 200N kN  

 

13 295N kN    14 384N kN    15 230N kN   16 384N kN  

 
Para hallar el movimiento vertical del punto 1, es preciso colocar una fuerza unidad 
vertical, descendente  1F   en dicho punto. Ello origina unos esfuerzos: 
 

1 1, 28N        
 

2 0,8N         
 

3 1N         
 

4 0,8N   

 

5 1, 28N        
 

6 1,6N         
 

7 1N         
 

8 1,6N   

 

9 1, 28N        
 

10 2, 4N         
 

11 1N         
 

12 2, 4N   

 

13 1, 28N        
 

14 3, 2N         
 

15 1N         
 

16 3, 2N   

 
El movimiento vertical del punto 1 valdrá: 
 

 
14

1
1

5904i
i i

i i

L
v N N

EA EA

    (descendente) 

 
siendo A el área de las barras verticales e inclinadas. 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 8: Estructuras Articuladas                                                      508 

 

El movimiento horizontal del punto 1 valdrá 
 

 1 2 6 10 14

2 704

2
u N N N N

EA EA
        (hacia la izquierda) 
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Problema 8.2 En la estructura de la figura 1, todas las piezas están articuladas entre 
sí, teniendo todas la misma sección y el mismo módulo de elasticidad. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.2 

 
Determinar los esfuerzos en todas las barras. 
 
Solución 
 
 En la figura 2 se pueden ver los nudos y barras numerados. Asimismo, se han 
sustituido los apoyos por barras. 
 

 
Fig.2 Numeración de nudos y barras 

 
La estructura es isostática. La matriz de conexión se escribe 
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C0 =    
 
 

 
 
 
 
 
y el vector de fuerzas: 
 
 

 0;0;0;0;0; 100;0;0;0;0;0;0T  F  

 
 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los esfuerzos en las barras: 
 

1 354N kN         2 450N kN          3 320,2N kN          4 450N kN   

5 450N kN        6 636N kN           7 250N kN               8 200N kN  

9 450N kN        10 0N kN              11 200N kN              12 300N kN   

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 -0,6 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 

0 0 -0,8 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 -0,8 1 0 0 0 0 

0 0 0 -1 0 0 -0,6 0 0 0 0 1 

0,71 1 0 0 0 0 0,8 0 0 0 0 0 

-0,7 0 0 0 0 0 0,6 0 0 0 0 0 

0 -1 0 0 0 -0,7 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 -0,7 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 -1 0,71 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0,71 0 0 0 0 0 0 

-0,7 0 0,62 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0,71 0 0,78 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Problema 8.3 En la estructura de la figura 1, todas las barras son de acero con un 
módulo de elasticidad de valor 200E GPa . La sección recta de cada una de las barras 
es la siguiente: 
 
Barra 
 

1-6 4-5 1-2 3-4 2-5 3-6 2-6 3-5 2-3 6-5 

Sección 
(cm2) 

22,35 22,35 32,00 32,00 25,00 25,00 15,00 15,00 20,00 20,00 

 
Determinar los esfuerzos en todas las barras así como el movimiento total del punto 3. 

       
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.3 

 
Solución 
 
La estructura es una vez hiperestática. Se tomará como incógnita hiperestática el 
esfuerzo axil en la barra 2-5. Para determinar los esfuerzos en todas las barras, se 
elimina la 2-5 y se la sustituye por dos fuerzas X iguales y de signo contrario aplicadas 
en los puntos 2 y 5. 
 

 
Fig.2 Estructura isostática base 
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La matriz conexión de la estructura isostática base se escribe 
 
 
 
 
 
 
 
C0  =  
 
 
 
 
 
 
 
y el vector de fuerzas externas vale 
 

 0;0;0;0;120; 90;0;0;0;0;0; 40TF   


 

 
Los esfuerzos, producidos en la estructura isostática base por las fuerzas anteriores, 
valen (las unidades son kN) 
 

0
1N  0

2N  0
3N  0

4N  0
5N  0

6N  0
7N  0

8N  0
9N  0

10N  0
11N  0

12N  

-50 34,8 15,56 77,8 -62 31,1 -100 -65 -111 -120 -107 -23 
 
Los esfuerzos provocados por dos fuerzas unidad iguales y de sentido contrario, 
situadas en los puntos 2 y 5 y en la línea de acción 2-5 valen 
 

1
1N  1

2N  1
3N  1

4N  1
5N  1

6N  1
7N  1

8N  1
9N  1

10N  1
11N  1

12N  

0 0 -0,6 -0,6 -0,8 -0,8 0 0 1 0 0 0 
 
El alejamiento entre los puntos 2 y 5 debido a las cargas externas vale: 
 

9
0 0 1
25

1

0,00142222i
i i

i i

L
N N m

E A

     

 
El alejamiento entre los puntos 2 y 5 debido a las dos cargas X vale 
 

9
1 1 1
25

1

0,00003i
i i

i i

L
X N N X

E A

      

 
Por otro lado el alargamiento de la barra 2-5 vale 
 

25

5

500000
X   

 

0 
0 0 0 0 0 -0,625 -0,894 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 -0,781 -0,447 0 0 1 0 

0 0 0 0 -1 0 0,625 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0,781 0 0 0 0 0 

-0,625 0 0 0 1 0 0 0 0,8 0 0 0 

0,781 0 1 0 0 0 0 0 0,6 0 0 0 

0,625 0,894 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

-0,781 -0,447 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 -0,894 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0,447 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 -1 0 0,894 -0,8 0 0 0 

0 0 0 -1 0 0 0 0,447 -0,6 0 0 0 
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y como   0 1
25 25 25      , igualando 

 
50,00142222 0,00003 10X X   

 
De donde se obtiene el valor de X 
 

35,56X kN  
 
Los esfuerzos en todas las barras valdrán: 
 

0 1
i i iN N X N   

 
o sea (en kN) 
 

1N  2N  3N  4N  5N  6N  7N  8N  9N  10N  11N  12N  

-50 34,8 -5,78 56,4 -91 2,66 -100 -65 -76 -120 -107 -23 
 
Para determinar el movimiento horizontal del punto 3 se coloca en dicho punto una 
fuerza horizontal unidad. Dicha fuerza puede colocarse tanto en la estructura 
hiperestática original como en la isostática representada en la figura 2 y en la cual los 
valores de X, tratados como fuerzas externas, son los obtenidos anteriormente. 
Procediendo mediante esta segunda opción, los esfuerzos 2

iN  obtenidos como 
consecuencia de aplicar la fuerza unidad valen: 
 

2
1N  2

2N  2
3N  2

4N  2
5N  2

6N  2
7N  2

8N  2
9N  2

10N  2
11N  2

12N  

-0,9 0,62 0,278 0,14 -0,1 0,56 -0,2 1,24 0,69 1 0,42 -0,4 
 
 
El movimiento horizontal del punto 3 vale 
 

29

3
1

0,000313 0,313i
i

i i

N
u N m mm

E A

       

 
Para hallar el movimiento vertical de 3 se coloca una fuerza vertical en 3 en la 
estructura isostática. Los esfuerzos 3

iN  en las barras valen 
 

3
1N  3

2N  3
3N  3

4N  3
5N  3

6N  3
7N  3

8N  3
9N  3

10N  3
11N  3

12N  
1,42 -1 -0,44 -0,56 0,44 -0,9 0,71 -0,5 0,56 0 0,33 0,67 
 
El movimiento vertical del punto 3 vale: 
 

39

3
1

0,00258 2,58i
i

i i

N
v N m mm

E A
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Problema 8.4 En la estructura que se muestra en la figura, se pide: Determinar los 
esfuerzos en todas las barras, estando ésta sometida a las acciones exteriores que en 
módulo, dirección y sentido se indican. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.4 

 
Solución 
 
En la figura 2 se numeran las barras y los nudos, sustituyéndose los apoyos por barras. 
  

 
 

Fig.2  Numeración de nudos y barras 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 8: Estructuras Articuladas                                                      515 

 

La estructura es isostática. La matriz de conexión 0C


 vale 

 
 
 
 
 
 

0C


 =   

 (TABLA) 
 
 
 
 
 
y el vector de fuerzas  
 

 0;0;0; 60;0; 100;50; 50;0; 60;0;0TF     


 

 
Resuelto el sistema de ecuaciones, los esfuerzos en las barras valen: 
 

1 44N kN      2 18,2N kN    3 124N kN    4 15,4N kN 

5 112N kN     6 41N kN      7 132N kN    8 32,5N kN  

9 177N kN    10 50N kN     11 117N kN   12 153N kN   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 -0,447 0 -0,942 0 0 0 0 -1 0 0 

-1 0 -0,894 0 -0,336 0 0 0 0 0 1 0 

0 -0,8 0 -0,942 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 -0,6 0 0,336 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0,8 0,447 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 

0 0,6 0,894 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 -0,8 -0,447 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0,6 0,894 0 0 0 0 

0 0 0 0 0,942 0 0,8 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0,336 0 -0,6 0 1 0 0 0 

0 0 0 0,942 0 0 0 0,447 0 0 0 0 

0 0 0 -0,336 0 0 0 -0,894 -1 0 0 1 
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Problema 8.5 La estructura de la figura 1 está sometida a las cargas indicadas. La 
barra 0-1 es de hormigón y está empotrada en el nudo 0 y articulada en el 1. El módulo 
de elasticidad del hormigón es de 20000 MPa, y la sección de dicha barra es de 
1.00 0.50 m. Las restantes barras de la estructura son de acero laminado con un área 
de 210 cm  y módulo de elasticidad igual a 52 10 MPa . Hallar los esfuerzos en todas 
las barras de la estructura. 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.5 

 
 
Solución 
 
 La estructura es una vez hiperestática. El punto 1 tiene además un movimiento 
vertical. Sin embargo, dicho movimiento vertical es irrelevante ya que las reacciones 
verticales son isostáticas. En la figura 2 se ha eliminado la ménsula 0-1 sustituyéndola 
por una fuerza horizontal H. Asimismo, se han sustituido los apoyos por barras. En 
cuanto a la carga uniformemente repartida de 50 kN m  se ha sustituido por dos fuerzas 

verticales concentradas de valor 50 3 2 75kN  en los nudos 2 y 3 
 

 
Fig.2 Numeración de nudos y barras 

 
 
La matriz conexión de la estructura isostática base se escribe: 
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C0   =  
 
 
 
 
 
 
 
Debido a las fuerzas externas, los esfuerzos en la isostática base valen: 
 

1 168N kN      2 119N kN     3 162,5N kN   4 61,9N kN  

5 75N kN      6 163N kN     7 44,2N kN     8 44N kN   

9 131N kN  ; 10 100N kN     11 31N kN    ; 12 119N kN   

 
En las barras de la estructura triangulada el producto EA vale 
 

5 2 52 10 10 2 10EA MPa cm kN      
 
con lo cual, el movimiento del punto 1 hacia la izquierda vale: 
 

 0
1 2 9

6
0,0075u N N m

EA
     

 
En la misma estructura, y debido a la fuerza H, el movimiento de 1 (hacia la derecha) 
 

1
1

12
0,00006u H H

EA
   

 
Con lo cual el movimiento del punto 1 valdrá: 
 

1 0,0075 0,00006u H   

 
Mirando hacia la ménsula, el movimiento horizontal del punto 1 valdrá (hacia la 
izquierda) 
 

1 2

3
0,0000003

20000 1 0,5
u H H

MPa m
 

 
 

 
Igualando, se obtiene el valor de H: 
 

124,4H kN    (compresión) 

-0,707 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

-0,707 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0,707 0 -1 -0,707 0 0 0 0 0 0 0 0 

0,707 0 0 0,707 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0,707 0 0 -0,707 0 -1 0 0 0 

0 0 0 -0,707 -1 0 -0,707 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 0,707 -0,707 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0,707 0,707 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0,707 1 -1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 -0,707 0 0 1 0 
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Con lo cual, los esfuerzos finales valen: 
 

1 168N kN      2 5, 4N kN     3 162,5N kN   4 61,9N kN  

5 75N kN      6 163N kN      7 44,2N kN     8 44N kN   

9 6,6N kN  ; 10 24,4N kN   11 31N kN    ; 12 119N kN   
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Problema 8.6 La estructura representada en la figura 1, se encuentra sometida a la 
acción de las dos fuerzas indicadas y a una dilatación de 3 cm. En la barra 3-5. El 
producto EA de las distintas barras vale: 
 

5
25 12 23 15 35 3, 46 10EA EA EA EA EA kN       

5
13 6,15 10EA kN   

5
34 7,00 10EA kN   

5
45 6,15 10EA kN   

 
Se pide: determinar los esfuerzos en todas las barras. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.6 

 
 
Solución 
 
 La estructura es dos veces hiperestática. Se tomarán como incógnitas 
hiperestáticas el esfuerzo axil en la barra 1-3 así como la reacción horizontal en el 
apoyo 4. Para hallar los esfuerzos se separa la barra 2 y se sustituye por dos fuerzas X, 
asimismo, se libera la coacción horizontal del apoyo 4 y se sustituye por la reacción 
horizontal hiperestática H (figura 2) 
 
Los esfuerzos en la isostática base debidos a las cargas externas valen (kN): 
 
 

0
1N  0

2N  0
3N  0

4N  0
5N  0

6N  0
7N  0

8N  0
9N  0

10N  

-63,92 98,38 
 

63,92 -163,92 131,96 163,97 -167,17 -94,64 100 -55,36 

 
 
Los esfuerzos en la isostática base debidos a dos fuerzas 1X   valen: 
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1
1N  1

2N  1
3N  1

4N  1
5N  1

6N  1
7N  1

8N  1
9N  1

10N  
 

-0,5833 
 

-0,0054 
 

 
0,5833 

 
-0,5833

 
-0,5743

 
-0,579

 
0,0092

 
0,0052

 
-0,366 

 
0,3608

 
 

      
Fig.2 Isostática base 

 
Los esfuerzos en la isostática base debidos a una fuerza 1H   valen 
 
 

2
1N  2

2N  2
3N  2

4N 2
5N 2

6N 2
7N  2

8N  2
9N  2

10N  

 
0,4 

 
-1,3948 

 

 
-0,4 

 
0,4 

 
-1,2

 
-0,4

 
0,4079

 
-0,3464

 
-1 

 
0,3464 

 
El acercamiento de los puntos 1 y 3 en la isostática base debido a las cargas externas, a 
las fuerzas X, a la fuerza H y a la dilatación de 3 cm en la barra 3-5 vale: 
 

 
7

0 1 2 1 1
1 3 6

1

5 6

0,03

0,01741 1,675 10 2,353 10

i i i i
i i

L
N X N H N N N

EA

X H




 

        
 

    


 

 
El movimiento horizontal del punto 4 vale: 
 

 
7

0 1 2 2 2
4 6

1

6 5

0,03

0,0174 2,353 10 4,14 10 0

i i i i
i i

L
u N X N H N N N

EA

X H
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El acercamiento 1 3  debe ser igual a 

 

 
51 3

1 3

0,96 10
X L

X
EA





     

 
Igualando y resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 

625,6X kN   385H kN  
 
Con lo cual los esfuerzos en cada barra valdrán 
 

0 1 2
i i i iN N X N H N    

 
es decir, expresado en kN 
 
 

1N  2N  3N  4N  5N  6N  7N  8N  9N  10N  

 
-275 

 
-442 

 

 
274,9 

 
-375

 
-689

 
-352

 
-4,4

 
-225

 
-514 

 
304 
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Problema 8.7 En la estructura articulada de la figura 1, todas las barras son de igual 
sección y longitud L= 4 m. La estructura está sometida a una fuerza vertical de 50 kN 
en el nudo 6. Se pide: Esfuerzos en todas las barras 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.7 

 
Solución 
 
 La estructura es isostática. Si se corta la estructura tal como indica la figura 2, y 
se toman momentos respecto al punto 1 se obtiene: 

1 1

4 4 3
50 2 0 14,43

2 2
N N kN       

 

 
Fig.2 Corte realizado en la barra 1 
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Análogamente para las barras 5 y 6: 
 

5 14,43N kN     6 43,30N kN  

 
Por equilibrio en los nudos, 
 

2 14,43N kN    3 14,43N kN    4 14,43N kN  
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Problema 8.8 En la estructura de la figura 1, se pide: determinar los esfuerzos en todas 
las barras y el corrimiento relativo entre los nudos 1 y 3 para la siguiente solicitación: 

- Barra 1-2: incremento de temperatura de 60º. 
- Barra 2-4: 0,5 cm más  
- corta de lo proyectado. 
- Barra 1-3: 0,4 cm más larga de lo proyectado. 

 
Datos: 

- Módulo de elasticidad: 52 10E MPa  . 

- Coeficiente de dilatación térmica= 5 0 110 C  . 

- Secciones: 2
12 23 34 14 10A A A A cm     

       2
13 20A cm  

       2
24 15A cm  

 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.8 

 
Solución 
 
El producto EA de cada barra vale: 
 
  5 2 5

1
2 10 15 3 10EA MPa cm kN      

        5 2 5

2 3 4 5
2 10 10 2 10EA EA EA EA MPa cm kN         

  5 2 5

6
2 10 20 4 10EA MPa cm kN      

 
 La estructura es una vez hiperestática. Para calcularla, se elimina la barra 2 
sustituyéndola por sus efectos en la estructura (figura 2). Supóngase que el esfuerzo axil 
de la barra 2 vale X 
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Fig.2 Estructura isostática base 

 
Los esfuerzos en cada barra producidos por las fuerzas X valen: 
 

1 1,732N X  2 3 4 5N N N N X      (compresión) 

 
El acercamiento entre los puntos 1 y 3 vale (las unidades usadas son kN y metros) 
 

 

   

5

1 3 5 5
1

5
5

2 2 cos30 2
1,732 1,732 4

3 10 2 10

7, 464 986,03
60 10 2 1 0,005 1,732

10

nti i
i i

i i

L N
N X

EA X

X







                  


       


 

 
El acercamiento de los puntos 1 y 3 de la barra 6 viene dado por 
 

1 3 5

2
0,004

4 10

X
   


 

 
Igualando: 
 

73,58X kN  
 
Los esfuerzos en todas las barras valdrán: 
 

2 3 4 5 73,58N N N N kN       (compresión) 

1 1,732 73,58 127,44N kN      (tracción)           6 73,58N kN     (tracción) 

 
El alargamiento de la barra 6 valdrá (movimiento relativo entre 1 y 3) 
 

5

2
0,004 0,00437

4 10

X
   


 metros 
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Problema 8.9 El hexágono regular de la figura 1 se encuentra sometido a la carga 
vertical de 100 kN en los nudos 2 y 5. Sabiendo que la longitud de cada barra vale L= 3 
m., determinar los esfuerzos en todas las barras de la estructura. 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.9 

 
Solución 
 
 La estructura es una vez hiperestática. Para hallar los esfuerzos se elimina la 
barra 12 sustituyéndola por sus efectos en la estructura (figura 2).  
 

 
Fig.2 Isostática base 
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Los esfuerzos axiles en la isostática base valen: (esfuerzos de tracción positivos) 
 
Barra 1:  -X    ;     Barra 2:  -X-100   ;    Barra 3:  -X   
Barra 4:  -X    ;     Barra 5:  -X-100   ;    Barra 6:  -X 
Barra 7: X     ;      Barra 8:   X           ;    Barra 9:   X 
Barra 10:  X   ;     Barra 11:  X 
 
Estableciendo que el acercamiento de los puntos 3 y 4 en la isostática base es igual al 
acortamiento de la barra 12: 
 

 11 200
L X L

X
EA EA

    

 
Es decir: 
 

200
16,67

12
X kN       (compresión) 

 
Por lo tanto, los esfuerzos en las diferentes barras valdrán: 
 
Barra 1:    16,67 kN    ;     Barra 2:   -83,33 kN   ;    Barra 3:    16,67 kN 
Barra 4:    16,67 kN    ;     Barra 5:   -83,33 kN   ;    Barra 6:    16,67 kN 
Barra 7:   -16,67 kN    ;     Barra 8:   -16,67 kN   ;    Barra 9:   -16,67 kN 
Barra 10: -16,67 kN    ;     Barra 11: -16,67 kN    ;   Barra 12: -16,67 kN 
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Problema 8.10 En la estructura que se muestra en la figura 1 se pide: hallar el 
movimiento horizontal en el nudo 5. Datos: 
 

- La sección de todas las barras es 210A cm . 

- Módulo de elasticidad lineal 52 10E MPa  . 
 
 

 

 
 

Fig.1 Estructura correspondiente al problema 8.10 
 
 

Solución 
 
 La estructura es isostática. En la figura 2 puede verse la numeración de nudos y 
barras, así como la sustitución del apoyo derecho por dos barras de rigidez infinita. 
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Fig.2 Numeración de nudos y barras 

 
La matriz de conexión correspondiente a la estructura (nudos 1 a 8 y barras 1 a 16) vale: 
 
 
 
 
 
 
 
 
C0   
 
 
 
 
 
 
 
 
Los esfuerzos en todas las barras 0

IN  debidos a las cargas externas así como los 

esfuerzos en las barras 1
IN  debidos a una fuerza unidad horizontal y hacia la derecha en 

el nudo 5 valen: 
 
 

0,351 -0,351 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,814 -0,933 0 0 -1 

-0,936 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,581 -0,359 0 1 0 

0 0,351 1 0,351 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0,936 0 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

-0,351 0 -1 0 -0,351 0 0 0 0 0 0 0 0 0,659 0 0 

0,936 0 0 0 -0,936 0 0 0 0 0 0 0 0 0,753 0 0 

0 0 0 -0,351 0,351 -0,956 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0,936 0,936 -0,294 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0,956 0 0,217 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0,294 1 0,976 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 -0,217 -0,316 0,555 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 -0,976 0,949 0,832 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0,316 0 1 0 0,933 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 -1 0 -0,949 0 0 0 0,359 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,555 -1 0,814 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,832 0 0,581 0 0 0 0 

C0 = 
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Barra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

 0
IN kN  -26 

 
-94 62,3 -83,4 85,7 41,2 65,1 -89 -41 -58 -36 -83 73,3 126,2 -135 23,1 

1
IN  -0,2 -1,6 1,1 -1,57 1,99 1,31 0,74 -1,2 -0,5 -0,8 -0,5 -1,1 0,67 2,66 -2 0,75 

 
El movimiento horizontal del punto 5 vale 
 

14
0 1

5
1

0,0307I I
I I

L
u N N

EA

   
 

 metros 
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Problema 8.11 En la estructura articulada que se representa en la figura 8.11.1 todas 
las barras tienen el mismo módulo de elasticidad 210E GPa  y la misma sección 

210A cm . Estando la estructura sometida a las cargas que se indican, determinar los 
esfuerzos axiles en todas las barras. 

 

    
Fig.8.11.1 Estructura articulada correspondiente al problema 8.11 

 
Solución 
 
 En primer lugar se convierte la estructura en isostática eliminando el apoyo 
derecho y sustituyéndolo por una reacción. Los esfuerzos axiles en la isostática base 
valen: 
 

0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 6 0N N N N N N       
0
7 141N kN     ;     0

8 100N kN    ;    0
9 100N kN   

0
10 100N kN     ;    0

11 141N kN    ;    0
13 100N kN   

0 0 0 0 0
12 14 15 16 17 0N N N N N      

 
Si en la isostática base se aplica una fuerza F=1 kN en el punto 9, vertical ascendente, 
los esfuerzos valen: 
 

1
1 1N kN      ;     1

2 0N                ;    1
3 1, 41N kN  

1
4 1N kN      ;     1

5 1N kN         ;    1
6 1N kN  

1
7 1, 41N kN   ;    1

8 2N kN         ;    1
9 1N kN  

1
10 2N kN      ;     1

11 1, 41N kN   ;    1
12 1N kN   

1
13 1N kN       ;     1

14 1N kN          ;    1
15 1, 41N kN   

1
16 0N             ;     1

17 0N      

 
Puesto que el movimiento vertical del apoyo 9 debe ser nulo, se escribirá 
 

       
0 117 17 17 29 1 0 1 1

2 99
1 1 1

1
0

I I I

I I I I I I
I I II I

N R N L
u N N N L R N L

E A EA  
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de donde: 
 

93497 81,94 0R    

 
o sea 
 

9 42,7R kN  

 
Los esfuerzos en cada barra se escribirán 
 

0 1
9I I IN N R N   

 
es decir: 
 

1 42,7N kN      ;     2 0N                     ;    3 60,4N kN  

4 42,7N kN      ;     5 42,7N kN        ;    6 42,7N kN  

7 81,1N kN       ;     8 14,6N kN          ;    9 57,3N kN   

10 14,6N kN      ;     11 81,1N kN          ;    12 42,7N kN   

13 57,3N kN      ;     14 42,7N kN         ;    15 60,4N kN   

16 0N                   ;     17 0N      
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Problema 8.12 En la estructura articulada que se representa en la figura 8.12.1 está 
sometida a un incremento térmico de valor  t = 30 ºC. Sabiendo que en todas las barras 
el producto EA vale 210.000EA kN  y que el coeficiente de dilatación lineal vale  

5 0 11, 2 10 C    , hallar los esfuerzos en todas las barras 
 

      
Fig.8.12.1 Estructura articulada correspondiente al problema 8.12 

 
Solución 
 
 La estructura es una vez hiperestática. Se tomará como incógnita hiperestática el 
esfuerzo axil de la barra 6. Los alargamientos de cada barra debidos a la variación 
térmica serán  I It L  , es decir 

 
3

1 3, 22 10nt m       ;     3
2 3,05 10nt m      ;    3

3 1,02 10nt m    
3

4 2,04 10nt m       ;     3
5 2, 28 10nt m      ;    3

6 1, 44 10nt m    
3

7 2, 28 10nt m       ;     3
8 2,04 10nt m      ;    3

9 1,02 10nt m    
3

10 3, 22 10nt m       ;     3
11 3,05 10nt m    

 
 

 
Fig.8.12.2 Estructura isostática 
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Si entre los puntos 3 y 5 de la estructura isostática se introduce una fuerza unidad F = 1 
kN (ver figura 8.12.2), los esfuerzos valdrán: 
 

1
1 1,34N kN       ;      1

2 0,849N kN      ;    1
3 0N   

1
4 0,849N kN   ;      1

5 0,632N kN          
1
7 0,632N kN    ;      1

8 0,849N kN      ;    1
9 0N   

1
10 1,34N kN      ;      1

11 0,849N kN         

 
El acercamiento entre los puntos 3 y 5 en la estructura isostática debido a la variación 
térmica y a la fuerza axil real que actúa entre 3 y 5 valdrá 
 

 
 

6 6

2111 11
1 5 3

3,5 6 6
1 1

27,4 10 2,86 10
I I

I I nt
I I

I II

N L
N N N

EA
 

 

 

 

        

 
El acercamiento entre los puntos 3 y 5 debe ser igual al “acortamiento” de la barra 6, es 
decir 
 

36
3,5

4
1,44 10

210.000

N 
     

 
Igualando ambas expresiones: 
 

6 14,83N kN   

 
con lo cual, los esfuerzos en las barras valdrán 
 

1
6I IN N N .  

 
 O sea: 
 

1 19,87N kN    ;      2 12,59N kN    ;    3 0N   

4 12,59N kN     ;      5 9,37N kN    ;     6 14,83N kN   

7 9,37N kN     ;      8 12,59N kN    ;     9 0N   

10 19,87N kN  ;      11 12,59N kN   
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Capítulo 9: 
Vigas simples 
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Problema 9.1 Utilizando la ecuación de la elástica, hallar las reacciones y dibujar las leyes 
de momentos acotándoles debidamente de la viga empotrada apoyada, de la figura 1. 
 

 
 

Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.1 
 
 
Solución 
La expresión de la carga repartida, en función de x1, viene dada por 
 

   





 

L

x
pxp 1

12 1  

 
Integrando la ecuación general de la elástica se obtiene 
 

 413

2
1

2

3
1

1

5
1

4
1

2 2612024
CxC

x
C

x
C

L

xx
pvEI 








  

 
Las condiciones de contorno a imponer son: 
 
-Para    00 121  xvx  
 
-Para  00 121  dxdvx  
 
-Para    0121  xvLx  
 

-Para  02
12

2
1  dxvdLx  

 
 
con lo cual para las constantes de integración se tienen los valores:  521 pLC   ;  

152
2 pLC   ;  043  CC . 

 
La ecuación de la elástica queda: 
 

 
30155

1
24

22
1

3
11

4
1

2

LxpLpx

L

xpx
vIE 






 


  

 
La ley de momentos flectores valdrá 
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155

2

3
1

2

2
11

2
1

2
1

2
2

1

pLLxp

L

xpx

dx

vd
IExM f 






   

 
En la figura 2 puede verse representada la ley de momentos. 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores 

 
En cuanto a las reacciones verticales en A y B: 
 

 pL
dx

vd
IEQR

x

AA 5

2

0

3
1

2
3

1




 

 

 pL
dx

vd
IEQR

Lx

BB 10

1

1

3
1

2
3
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Problema 9.2 Utilizando la ecuación de la elástica, determinar la ley de flechas de la viga de 
la figura 1. 

 
 

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.2 
 
Solución 
 
La ecuación de la elástica se escribirá para este caso 
 

  ax
IE

F

dx

vd
 14

1

2
4

  

 
Integrando de forma sucesiva: 
 

   113
1

2
3

CaxH
IE

F

dx

vd
  

 

     211112
1

2
2

CxCaxHax
IE

F

dx

vd
  

 

 
    312

2
1

11

2
1

1

2

22
CxC

x
CaxH

ax

IE

F

dx

vd



  

 

 
    413

2
1

2

3
1

11

3
1

2 266
CxC

x
C

x
CaxH

ax

IE

F
v 


  

 
Las condiciones de contorno a imponer serán: 
 
   002 v  
 
   042 av  
 

   00
0

2
1

2
2

1


x

f dx

vd
IEM  

 

   Fa
dx

vd
IEaM

ax

f 34
4

2
1

2
2

1




 

 
con lo cual, las constantes de integración valdrán: 



 Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples                                                                     539                                       

 

 

 021  CC   ;  EIFaC 89 2
3    ;  04 C .  Por lo tanto, la ley de flechas valdrá 

 

 
    1

2

1

3
1

2 8

9

6
x

EI

Fa
axH

ax

IE

F
v 
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Problema 9.3 Hallar las reacciones y dibujar las leyes de momentos acotándoles debidamente 
de la viga empotrada apoyada, de la figura 1. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.3 

 
 
 
Solución 
La viga es una vez hiperestática. Para calcular las leyes de esfuerzos se libera el apoyo B 
sustituyéndolo por la reacción RB (figura 2). 
 

 
 

Fig. 2 Reacción en B  y ejes locales 
 
 
Las leyes de momentos se escriben 
 

  1xLRM B
C
Bf   

 

   MxLRM B
C
Af  1  

 
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr el movimiento vertical de B vale 
 
 

       
EI

a
M

EI

MaL

EI

RL

IE

dx
xLMxLR

IE

dx
xLR

IE

dx
xL

IE

M
v

B

A

L

a

a

BB
f

B 23

2

0

3
1

11
12

1
1

1    
 
y como  0Bv  , resulta 
 

  22
32

3

2
13 bL

L

M

L

a

L

a

L

M
RB 






   

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores, siendo 
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  22
32

3
bL

L

Mb
M d   

 
 di MMM   

 

  22
2

3
2

bL
L

M
M e   

 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Problema 9.4 Hallar la flecha en el punto C de la pieza de la figura 1. Hallar asimismo el 
giro en A. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.4 

 
 
Solución 
 
La ley de momentos flectores de la pieza ABC puede verse representada en la figura 2. Su 
expresión analítica es 
 

  14 xaFM G
Af   

 

     FaxaFxaFM D
Gf  11 34  

 

    112 xaFxaFFaM D
Cf   

 

  1xaFM C
Bf   

 
 

 
 

Fig. 2 Ley de momentos flectores y reacciones 
 
 
El cortante en C vale  FQC   (figura 3) 
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Fig. 3 Cortante en C 

 
 
La flecha en C valdrá 
 

   
a

fC IE

aF

IE

dx
xa

B

C
Mv

0

3
1

1 3
 

 
Para calcular el giro en A se calculará previamente, utilizando el segundo teorema de Mohr, el 

giro a la derecha de C,  
C  

 

  
4

1
13 4 0

a

A C C f

a

dx
v v a M a x

E I
      

 
y sustituyendo, se obtiene 
 

 
IE

Fa
C

2

9

8
  

y de acuerdo con el primer teorema de Mohr 
 

   
a

a

fCA IE

Fa

IE

Fa

IE

Fa

IE

dx
M

4 222
1

9

10
2

9

8  
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Problema 9.5 Determinar el giro en el punto A de la viga de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.5 

 
 
Solución 
La ley de momentos flectores vale 
 

  
3

3
3

1
1

x
FaFxa

F
M

D

Cf   

 

   





  11

1

3

2
2

3
xaFxaFFa

xF
M

C

Bf  

 

13

2
x

F
M

B

Af   

 
 

De acuerdo con el segundo teorema de Mohr: 
 

   
a

fAAD IE

dx
xaMavv

3

0

1
1330   

 
y dado que 0Av   se obtiene 
 

 
IE

Fa
A 9

2
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Problema 9.6 Hallar la flecha y el giro en el punto C de la estructura de la figura 1 
 

 
 

Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.6 
 
 
Solución 
 
Para determinar la flecha y el giro en C se obtendrá, en primer lugar, el giro en A utilizando el 
segundo teorema de Mohr. 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

     111 12061203240 xxxM B
Af   

 

 
   2

1

2
1 910

2

920
x

x
M

C

Bf 


  

 

 
Fig.2 Ejes y reacciones 

 
 
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr 
 

   
3

0

1
1 033

IE

xd
xMvv

B

AfAAB   

 
Sustituyendo y despejando A  
 

 
IEA

180
  

 
Por tanto: 
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9

3

1
1

2
1

3

0

1
11

1
1

5400
9910

91209
180

99

IEIE

dx
xx

IE

dx
xx

IEIE

dx
xMvv

C

A

fAAC 
 

 
Para hallar el giro en C: 
 

        
C

A

fAC IEIE

dx
x

IE

dx
x

IEIE

dx
M

3

0

9

3

12
1

1
1

1 1080
910120

180  

 
 
Alternativamente puede descomponerse la pieza en dos vigas simples  (figura 3) 
 

 
 

Fig. 3 Descomposición en vigas simples 
 
 
De la figura 3 se deduce que 
 

   
C

B

fBC IE

dx
xMBCv 1

19  

 
y 
 

 
C

B

fBC IE

dx
M 1  

 
Utilizando los teoremas de Mohr se obtiene que 
 

 IE
IEB 360

3

3360



  

 
Por lo que 
 

     
9

3

1
1

2
1

5400
99106

360

IEIE

dx
xx

IE
vC  
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9

3

12
1

1080
910

360

IEIE

dx
x

IEC  
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Problema 9.7 Hallar el valor de la reacción hiperestática y las leyes de esfuerzos en la viga 
de la figura 1 

Nota: El producto IE  v ale  2000.20 kNmIE   
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.7 

 
 
Solución 
 
Para determinar la reacción en B, se libera el apoyo y se sustituye por la reacción RB 
La ley de momentos flectores vale 
 
  15 xRM Bf   

 

 
 

Fig. 2 Reacción en B y ejes locales 
 
 
El desplazamiento de B vale: 
 

      
5

0

5

0

12
1

1
1 155 cm

IE

dx
xR

IE

dx
xMv BfB  

 
De donde se deduce que 
 
 kNRB 8,4  
 
La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 3 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Problema 9.8 Hallar el valor de la reacción hiperestática y las leyes de esfuerzos de la viga 

de la figura 1  ( 2000.150 kNmIE  ) 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.8 

 
 
Solución 
 
Se tomarán como incógnitas hiperestáticas los momentos reacción en A y B (figura 2). Para 
obtener sus valores es preciso anular el valor de los giros en A y B. 
 

 
Fig. 2 Giros en la viga isostática base 

 
 
El giro   vale 
 

 rdn
m

cm
0007143,0

7

5,0
  

 
El resto de los giros puede fácilmente obtenerse utilizando los teoremas de Mohr, de forma que 
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 rdnA 00286,0
000.15024

730 3
1 




  

 

 rdnAB 00286,011    
 

 2 5 57 7
1,556 10 0,778 10

3 6
A B

A A B

M M
M M

E I E I
         

 

 BA
BA

B MM
IE

M

IE

M 552 10556,110778,0
3

7

6

7    

 
El giro total debe ser nulo tanto en A como en B. 
 
 

010778,010556,100286,00007143,0 5521  
BAAAA MM  

 

010556,110778,000286,00007143,0 5521  
BABBB MM  

 
 
De donde se obtiene 
 
 kNmM A 43,214    kNmM B 68,30  
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos  
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 9.9 Utilizando el segundo teorema de Mohr, determinar la ley de momentos 
flectores y la reacción en C en la viga que se acota en la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.9 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática la reacción en C. La ley de momentos flectores se 
escribe 
 

    11 465807 xxRM C
B
Af   

 

   807 1  xRM C
C
Bf  

 

 
Fig. 2 Isostática base y sistema de ejes 

 
 
El movimiento vertical en C vale 
 

      
4

0

7

4

1
1

1
1 0770

IE

xd
xM

IE

xd
xMv

C

Bf

B

AfC  

 
De donde: 
 
 kNRC 9,42  

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 9.10 Determinar la flecha en el punto C, así como los giros en ambos lados de la 
articulación D, en la viga de la figura 1 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.10 

 
 
Solución 
Se separa la pieza AC en las vigas AD, DB y BC (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en piezas simples 

 
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr, el desplazamiento vertical de D de la pieza ED 
vale (positivo si descendente). 
 

 
IE

Fa
vD 3

3

  

 
y asimismo 
 

 
IE

Faizq
D 2

2

  

 
Asimismo, para la pieza DB: 
 

 
IE

Fa

IE

Fa

a

vDder
D 4122

22

  

 

 
IE

Fa

IE

Fa

a

vD
B 412

5

2

22

  

 
y el salto en el giro en D: 
 

  
IE

Fa

IE

Fa

IE

Fader
D

izq
DD

222

4

3

42
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Asimismo, para la pieza BC: 
 

 
IE

Fa

IE

Fa
av BC

33

12

7

3
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Problema 9.11 Determinar la flecha en el punto A, así como los giros en ambos lados de la 
articulación D, de la viga de la figura 1 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.11 

 
 
Solución 
Se descompone la estructura en piezas simples (figura 2) 
 

 
Fig.2 Descomposición en vigas simples 

 
 
Utilizando los teoremas de Mohr, el giro de B de la pieza EB vale: 
 

 
IE

Fa
B 3

2

  

 
La flecha de D valdrá (positiva si descendente) 
 

 
 

IE

Fa

IE

aF
av BD 23

2 33

   

 
y el giro a la izquierda de D 
 

 
 

IE

Fa

IE

aF
B

izq
D

22

12

7

2

2
   

 
El giro a la derecha de D valdrá 
 

 0
42

2


IE

Fa

a

vDder
D  

 
con lo que 
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IE

Fader
D

izq
DD

2

12

7
   

 
La flecha en A valdrá (positiva si descendente) 
 

 
IE

Fa

IE

Fav
v D

A

33

12

5

62
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Problema 9.12 Determinar la flecha en el punto C, así como los giros en ambos lados de la 
articulación D, de la viga de la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.12 

 
Solución 
 
Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
El giro en B (obtenido de la pieza BG) vale: 
 

 
IE

Fa
B 2

2

  

 
Con lo cual, la flecha en D (positiva si descendente) vale: 
 

 
 

IE

Fa

IE

aF
av BD

33

3

2

3

2
   

 
El giro a la derecha de D vale: 
 

 
 

IE

aF

IE

aF
B

der
D

22

4

3

2

2
   

 
El giro a la izquierda de D vale: 
 

 
IE

Fa

IE

Fa

a

vDizq
D

22

12

7

42
  

 
y por tanto 
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IE

Fader
D

izq
DD

2

12

13
   

 
La flecha en C valdrá (positiva si descendente) 
 

 
IE

Fa

IE

Fav
v D

C 662

33
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Problema 9.13 Mediante la utilización de los teoremas de Mohr, determinar la flecha en el 
punto A de la viga que se representa en la figura, sabiendo que el producto IE  vale 

2510 mkNIE  . 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.13 

 
 
Solución 
 
Para determinar la flecha en A, se elimina la pieza AB, colocando en A la acción que ejerce 
sobre ACD (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Pieza ACD y ejes locales 

 
 
La ley de momentos flectores se escribe 
 

     11 910309 xxM C
Af   

 

 156 xM
D

Cf   

 
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr 
 

   
5

0

1
1 055

IE

dx
xMvv fDDC   

 
y como 0Dv  se obtiene el giro D  
 

 
IED

33,233
  

 
y la flecha en A valdrá 
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5

0

9

5

1
1

2
1

1
11

67,3146
9103099569

IEIE

dx
xx

IE

dx
xxvv DDA   

 
y sustituyendo el producto IE  por su valor 
 
 cmmvA 1467,3031467,0   
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Problema 9.14 Utilizando el teorema de Mohr, determinar el desplazamiento y el giro en los 
puntos A y B de la pieza de la figura .1. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.14 

 
 
Solución 
 
La viga se puede descomponer en tres piezas simples (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Descomposición en piezas simples 

 
 
De acuerdo con el segundo teorema de Mohr los movimientos verticales de D y G valen 
(positivos si descendentes): 
 

 
IEIEIE

vD

7650

3

650

8

625 34







  

 

 
IEIEIE

vG

125,703

3

350

8

325 34







  

 
Si se aplica el segundo teorema de Mohr a la pieza DG 
 

   044
4

0

1
1   IE

dx
xMvv fDDG   

 
y como se conocen los valores de Dv  y  Gv  , se obtiene 

 

 
IED

05,1670
  

 
Con lo cual, aplicando nuevamente el segundo teorema de Mohr 
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2

0

1
1

9,4259
22

IEIE

dx
xMvv fDDA   

 

   
3

0

1
1

23,2499
33

IEIE

dx
xMvv fDDB   
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Problema 9.15 En la viga de la figura 1 determinar las leyes de esfuerzos cuando se somete a 
un descenso de apoyo de valor   al punto A. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.15 

 
 
Determinar así mismo las leyes de esfuerzos cuando se someten a las fibras superiores a un 
incremento de temperatura de valor t  y a las fibras inferiores a un decremento del mismo 
valor. 
 
En el primer caso resolver el problema por dos procedimientos: 
 

1. Tomando como hiperestática el valor del cortante en B. 
2. Tomando como hiperestática uno cualquiera de los momentos en los apoyos. 

 
 
Solución 
 
I) Descenso de apoyo   del punto A. 
 

1. Si se toma como incógnita hiperestática el cortante en B se puede realizar la 
descomposición que se indica en la figura 2 

 

 
Fig. 2 Deformada y descomposición en piezas simples 

 
 
A partir de los teoremas de Mohr se obtiene 
 

 
3

2 3

Fa

E I
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 3

1

2

3

F a

E I
   

 
Sumando: 
 

 
IE

Fa3

21

3
   

 
es decir: 
 

 
33a

IE
F   

 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos 

 
 

2. Se toma como incógnita hiperestática el momento en A: En la figura 4 puede verse: 
a) Estructura isostática base 
b) Deformada, en la isostática base, debida al descenso de apoyo en A. 
c) Deformada, en la isostática base, debida al momento MA. 

 

El momento AM   se obtendrá de igualar los giros b
A   y  c

A . 

 El valor de b
A   es inmediato 

 

  
a

b
A

   

 

Para obtener el giro c
A   es preciso obtener previamente el movimiento vertical en B. 

Teniendo presente que el cortante en B vale aM A  , se obtiene 
 

  

 

IE

aM

IE

a
a

M

A

A

B 3

8

3

2 2

3
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Fig.4 Isostática base y deformadas 

 
 
con lo cual: 
 

  
3

3
c A B A
A

M a M a

E I a E I

     

 

Igualando c
A   con   b

A  
 

  
IE

aM

a
A3




 

 
 es decir, 
 

  
23a

IE
M A   

 
que es el mismo valor que el obtenido anteriormente. 
 

II) Análogamente, para el efecto térmico se obtiene que el cortante en B vale 
 

  
E I t

F
ah


   

 
 

y el momento flector en A 
 

  A

E I t
M

h


   

 
Siendo h el canto de la viga. 
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Problema 9.16 Dada la viga de la figura 1, en el que las vigas AB y BE son de la misma 
sección y rigidez, se pide: 
 

1. Calcular el desplazamiento vertical de la rótula B y de la sección C, por aplicación del 
segundo teorema de Mohr. 

2. Determinar el giro y el desplazamiento vertical de la sección extrema libre E. 
3. Dibujar a estima la elástica. 

 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.16 

 
 
Solución 
 
El esfuerzo cortante en B vale 3F  , y por lo tanto, la flecha en B valdrá (positiva si 
descendente): 
 

 
 

IE

LF

IE

LF
vB 93

3 33

  

 
Para determinar la flecha en C se aplica el segundo teorema de Mohr al trozo BD: 
 

   
D

B

fBBD IE

dx
xLMLvv 1

1220   

 
Integrando y despejando B : 
 

 
IE

LF
B

2

08333,0  

 

   
c

B

fBBC IE

LF

IE

dx
xLMLvv

3
1

1 13889,0  

 
El giro en D valdrá: 
 

  
D

B

fBD IE

LF

IE

LF

IE

dx
M

22
1 08333,0

12

1  

 
Por lo tanto, 
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E

D

fDE IE

LF

IE

dx
M

2
1 25,0  

 

   
E

D

fDDE IE

LF

IE

LF

IE

dx
xLMLvv

33
1

1 0833,0
12

1  
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Problema 9.17 La barra biempotrada de la figura 1, tiene una sección rectangular de 
250,020,0 m  con un coeficiente de dilatación térmico de valor 14 º10  Ca  y  una rigidez 

2410 mkNIE  . 
 
La fibra superior AB está sometida a una ley de incremento de temperaturas, que referida al 
sistema de ejes );( 21 oxox de la figura viene dado por la expresión: 

 

   604 2
12  xt  

 
La fibra inferior CD está sometida a una ley de incrementos de temperaturas, que con el mismo 
sistema de ejes, viene dado por la expresión: 
 

   104 2
11  xt  

 
Se pide: 
 

1. Leyes de esfuerzos. 
2. Deformada. 

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.17 

 
 
Solución 
 
La distribución de temperaturas puede descomponerse en una distribución uniforme y otra 
variable con valor nulo en la directriz (figura 2) 
 

 
 

Fig. 2 Descomposición de la variación térmica 
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   354
2

2
1

21
1 


 x

tt
T  

 

 25
2

21
2 




tt
T  

 
 
 
Para determinar los esfuerzos, se elimina la coacción en BD de forma que la estructura se 
convierte en isostática. Debido a 1T  el alargamiento de la pieza valdrá 
 

      
8

0

8

0

1
2

1
4

11 .032267,035410 mdxxdxT  

 
El esfuerzo axil N que contrarresta el anterior desplazamiento es tal que 
 

 032267,0
8


 
AE

N
 

 
y como kNAE 000.480 , resulta 
 
  compresiónkNN 936.1  
 
Debido a la distribución variable de temperaturas el giro de BD vale: 
 

   










8

0

8

0

1

4

1
2 08,0

5,0

251022
dxdx

h

T
BD


  

 
El giro producido por un momento en BD vale: 
 

 
IE

M
BD

8
  

 
Igualando: 
 

 mkN
IE

M 100
8

08,0
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Problema 9.18 Dada la viga biapoyada representada en la figura 1, determinar, utilizando 
los teoremas de Mohr, los giros en A y B. 
 

 
Fig.1 Viga simple correspondiente al problema  9.18 

 
 
Solución 
Tomando los ejes locales que se indican en la misma figura 1 la ley de Momentos flectores se 
escribe 
 

 A
BA

f Mx
L

MM
M 


 1  

 
por lo que, de acuerdo con (9.33) 
 

 L
MM

dx
IE

ML
BA

A
f

AB 



0

1 2
    (a) 

 
Por otra parte, de acuerdo con (9.37) el movimiento vertical del punto B será 
 

  
63

2

0

2

112

L
M

L
MLdxxL

IE

M
Lv B

L

AA
f

AB     (b) 

 
Dado que 02 Bv , de las expresiones (a) y (b) se obtiene 
 

 L
MM BA

A 6

2 
  

 

 L
MM BA

B 6
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Problema 9.19 Determinar la flecha del punto C de la viga que se representa en la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema  9.19 

 
 
Solución 
En la figura 2 se dibuja la deformada “a estima”. Como puede verse, el desplazamiento vertical 
en C  cv2  es igual al giro en B por la longitud L más (menos en este caso) la flecha que tendría 

C si el punto B no girara, es decir 
 

 0
22 cBc vLv    

 
 

 
Fig. 2 Deformada “a estima” 

 
 
El giro en B, B , de la viga AB será el debido a la carga p y al momento del voladizo BC, es 
decir 
 

 
   

IE

Lp

IE

LpL

IE

Lp
B

323

625,0
3

32

24

3
  

 

La flecha 0
2cv  valdrá 

 

 
IE

Lp
v c 8

4
0
2   

 
Por lo tanto, sustituyendo en la expresión de la flecha: 
 

 
IE

Lp

IE

Lp

IE

Lp
v c

444

2 5,0
8

625,0   
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Problema 9.20 En la viga que se representa en la figura 1 hallar la flecha y el giro en el 
punto D (punto medio de BC). 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.20  

 
 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse dibujada la deformada “a estima”.  
 

 
Fig. 2  a) Deformada a estima.  b) Cargas y deformada del trazo AB 

 
 

Como puede observarse en la figura 2, la flecha en D,  Dv2  , es igual a la mitad de la flecha en 

B más la flecha  0
2Dv  que tendría el punto D de la pieza BC si ésta estuviera biapoyada en B y C. 

Es decir, 
 

 0
2

2
2 2 D

B
D v

v
v   

 
La flecha  Bv2  del punto B se obtendrá a partir de la figura 2  b), 
 

 
    

IE

Lp

IE

LLp

IE

Lp
v B

434

2 3333,3
3

22

8

2
  

 

La flecha 0
2Dv  vale: 

 

 
IE

pL

IE

Lp
v D

44
0
2 01302,0

384

5
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Por lo tanto, la flecha en D valdrá 
 

 
IE

pL

IE

pL

IE

pL
v D

444

2 68,101302,0
2

3333,3
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Problema 9.21 Determinar la flecha en el punto B así como la ley de momentos flectores en la 
viga que se representa en la figura 1 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.21 

 
 
Solución 
 
Se corta la pieza por el punto B (ver figura 2). En el punto de corte aparecerán sendas fuerzas F1 
y F2 tales que  pLFFF  21 . Por otro lado, el movimiento vertical del punto B, 
considerado perteneciente a AB, debe ser igual al movimiento vertical de B, considerado 
perteneciente a BC. Es decir 
 

 
   

IE

L
F

IE

pL

IE

L
F

IE

Lp

383

2

8

2 3

2

43

1

4

  

 
o sea: 
 
 pLF 5139,01   

 pLF 5139,12   
 

 
Fig. 2 División de la viga en dos partes 

 
 
El movimiento vertical de B valdrá: 
 

 
   

IE

pL

IE

L
F

IE

Lp
v B

43

1

4

2 6296,0
3

2

8

2
  

 
o también 
 

 
IE

pL

IE

L
F

IE

pL
v B

43

2

4

2 6296,0
38

  

 
Las reacciones verticales en A y C valdrán 
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 pLVA 4861,1     pLVC 5139,2  

 
y los momentos reacción: 
 

 29722,0 pLM A      20139,2 pLM B   
 
 
y la ley de momentos flectores: 
 

 
2

4861,19722,0
2
1

1
2 x

pxLpLpM
B

Af   

2
4861,00278,1

2
1

1
2 x

pxLpLpM
C

Bf   

  

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 9.22 En la viga que se representa en la figura 1 determinar el giro relativo entre 
ambos labios de la rótula C ,  c  

 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.22 

 
 
Solución 
 
Se abordará la resolución utilizando dos metodologías diferentes: 
 
Primer procedimiento: Utilizando los teoremas de Mohr. Para ello se corta la pieza por el punto 
C (ver figura 2 a) ). 
 

 
Fig. 2  a)Descomposición de la viga 

               b)Deformada “a estima” 
 
 
A partir de la observación de la figura 2 b)  se obtienen las siguientes relaciones: 
 
     ccc   

 

 02
c

c
c L

v
   

 
El valor de la flecha cv2  así como el del giro  

c  se obtienen siguiendo los mismos 

pasos que en problemas anteriores,  resultando: 
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IE

pL
c

3

75,0  

 

 
IE

pL
v c

4

2 625,0  

 
Por otro lado: 
 

EI

pL

EI

pL
c

33
0 0417,0

24
  

 
es decir: 
 

 
IE

pL

IE

pL

IE

PL
c

333

5833,00417,0625,0   

 
 
Resultando, por consiguiente: 
 

  
IE

pL

IE

pL

IE

pL 333

3333,15833,075,0   

 
Segundo procedimiento: Utilizando el teorema de la fuerza unidad. Para ello, se 

introducen dos momentos unidad 1M  en ambos labios de la rótula. (figura 3). El giro 
relativo vendrá dado por: 
 

    IE

ds
mM ffc  

 
siendo fM  la ley de momentos flectores de la estructura debidas a la carga real y fm  la 

ley de momentos flectores de la misma estructura debida a los momentos 1M . 
 

 
Fig. 3 Introducción de dos momentos 1M  

 
 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

 2
11 5,05,0 xpxpLM B

Af   

 

 2
11

2 5,05,36 xpxLppLM D
Bf   
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L

x
m

B

Af
1  

 

 
L

x
m

D

Bf
14   

 
Por lo tanto, el giro relativo valdrá 
 

     
L L

L

D

Bf

D

Bf

B

Af

B

AfC IE

Lp

IE

xd
mM

IE

xd
mM

2

0

4

2

3
11 3333,1  

 
Resultado que, lógicamente, es igual al obtenido anteriormente. 
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Problema 9.23  En la viga que se representa en la figura 1, utilizando el teorema de la 
fuerza unidad, hallar el giro relativo entre los dos labios de la rótula del punto B. 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.23 

 
Solución 
 
 Para hallar el giro relativo entre los dos labios de la rótula B se coloca un 
momento virtual M  unidad: 1M   (ver figura 2) 
 

 
Fig. 2. Momento virtual unidad 

 
La ley de momentos flectores debida a las cargas reales se escribe: 
 

   2
11 3

2
3

2
xa

p
xa

ap
M f   

 
La ley de momentos flectores debida a las cargas virtuales vale: 
 

a

xa
m f

13 
  

 
Con lo cual, el salto del giro en B vale 
 

 
IE

ap

IE

ap

IE

xd
mM

a

ffB

3
3

0

3
1 625,5

8

45
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Problema 9.24  Aplicando el teorema de Mohr, hallar los giros en los puntos A y B de 
la viga representada en la figura 1 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 9.24 

 
Solución 
 
 Las reacciones en A y B valen: 
 

6

Lp
RA   

3

Lp
RB   

 
La ley de momentos flectores se escribe: 
 

L

xp
x

Lp
M f 66

3
1

1   

 
 El movimiento vertical del punto B vale cero, por tanto, aplicando el segundo 
teorema de Mohr 
 

  
L

AfAB Lp
IE

L
IE

xd
xLMLu

0

41
12 360

7
0   

 
Es decir, 
 

IE

Lp
A 360

7 3

  

 
El giro en B valdrá: 
 

 
L

fAB Lp
IEIE

Lp
Lp

IEIE

xd
M

0

3
3

31

45

1

24360

7  

 
 
 
 
 
 



 Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples                                                                     581                                       

 

Problema 9.25 Utilizando las tablas de flechas y giros, hallar el movimiento vertical del 
punto E en la viga de la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 9.25 

 
Solución 
 
Se corta la estructura por el punto C y se separa el trozo ABC (figura 2 a)). A su vez, separando 
el trozo AB se obtiene la viga simple indicada en la figura 2 b). A partir de esta última figura 
(tomando positivo el sentido antihorario de giro): 
 

 
EIEIB

667,46

3

445

24

4401 3








 



  

 
Si se toma como flecha positiva el sentido descendente, la flecha en C vale (a partir de la figura 
2 a)): 
 

 
EIEIEI

vc

53153667,46 3







  

 
Por otra parte, a partir de la figura 3 
 

 
EIEIEIEI

vc
D

83,15

3

220

2

5

3

220

2






  

 
Con lo cual, el desplazamiento vertical del punto E valdrá 
 

 
EIEIEIEI

v DE

34,58

3

21083,152

3

210
2

33
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Problema 9.26 La estructura de la figura 1 está compuesta por una viga horizontal AB de 
módulo de elasticidad E e inercia I, y por un tirante BC de módulo de elasticidad E y sección 
recta ω. Se desea determinar la tensión en el tirante. 
 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.26 

 
 
Solución 
 
Se separa la ménsula del tirante sustituyéndolos por sus efectos (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Separación de la ménsula y del tirante 

 
 
El movimiento vertical de B debe ser el mismo si se le considera perteneciente a la ménsula o al 
tirante, es decir: 
 

 
E

LT

IE

LT

IE

pL
v B 

38

34

2  

 
de donde: 
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23

1
8

L

I

Lp
T



 

 
Nótese que para el caso en que   (apoyo simple) el valor de T  sería  83 LpT   
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Problema 9.27 La estructura de la figura 1 está compuesta por una viga horizontal AB de 
módulo de elasticidad E e inercia I, y un tirante inclinado BC de módulo de elasticidad E y 
sección recta ω. Se desea determinar la tensión en el tirante. 
 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.27 

 
 
Solución 
Sea T la tensión en el tirante CB. Debido a dicha tensión el tirante CB experimentará un 
alargamiento de valor 
 

 
30cos E

LT

E

LT CB
CB   

 
En la figura 2 puede verse la composición de movimientos: El punto B, debido al alargamiento 
del tirante se moverá hasta B’. Dado que la posición B’ no es compatible con el movimiento del 
punto B de la viga, el cable CB gira alrededor de C, es decir el punto B’ se moverá hasta B’’. 
 

 
Fig. 2 Composición de movimientos 

 
 
Por lo tanto,  
 

 
IE

LT

IE

Lp
v B 3

30sin

8

34

2   

 
 30sin2 BCBv   
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Igualando: 
 

 
30303

30

8

34

sincosE

LT

IE

sinLT

IE

Lp


  

 
es decir, 
 

 













30

2

6

1
8

2 cosL

I

Lp
T
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Problema 9.28 La estructura que se representa en la figura 1 está formada por una viga 
biapoyada ABC de momento de inercia I. En el punto B se apoya el puntual BD el cual está 
biarticulado. Las rectas AD y DC son tirantes de sección recta ω. Sabiendo que el módulo de 
elasticidad es el mismo para toda la estructura, se desea conocer el valor del esfuerzo axil en 
los tirantes AD y DC. 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.28 

 
 
Solución 
 
Sean T1  y  T2  los esfuerzos en los tirantes AD y DC respectivamente. La resultante de T1 y T2 
debe tener la dirección vertical ya que la pieza BD no tiene momentos flectoresal estar 
biarticulada (figura 2). Por lo tanto: 
 
 45cos30cos 21 TT   
 
 21 8165,0 TT   
 
y además 
 
 221 1154,145sin30sin TTTT   
 
 

 
Fig. 2 Esquema de fuerzas 

 
 
El movimiento vertical del punto D debe ser el mismo tanto si se considera que pertenece a la 
subestructura ABCD como si se considera que pertenece a los dos tirantes AD y DC. 
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a) Movimiento vertical de D considerando que pertenece a ABCD  

El movimiento vertical de D será el mismo que el del punto B de la viga ABC. 
 

 
IE

LT

IE

Lp

IE

LT

IE

Lp
vv BD

3
2

434

22 4083,06637,0366,06637,0   

 
 

b) Movimiento vertical de D considerando que pertenece a los tirantes (figura 3) 
 

El alargamiento del tirante AD valdrá 
 

 
 E

LT

E

LT AD
AD

21 633,1
  

 
El alargamiento del tirante CD valdrá 
 

 
 E

LT

E

LT CD
CD

22 4142,1
  

 
Con lo cual, componiendo movimientos (figura 3) se tendrá 
 

 
E

LT
v ADCDD

2
2 4681,2732,09,0   

 

 
Fig. 3 Composición de movimientos en los tirantes 

 
 
 
A la misma conclusión se llega aplicando el teorema de Castigliano. La energía elástica de los 
cables valdrá: 
 

 
 E

LT

E

LT

E

LT
W CDAD

22
2

2
1 2137,2

2

1

2

1









  

 

 
 E

LT

E

LT

T

W
v D

2
2 468,2

2137,2
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valor que coincide con el obtenido anteriormente. 
Igualando los movimientos del punto D se obtiene la ecuación: 
 

 
E

LT

IE

LT

IE

Lp 2
3

2
4

4681,24083,06637,0   

 
es decir 
 

 

2
2

7187,36152,0
L

I
Lp

T


  

 
y también 
 

 

2
1

5544,47535,0
L

I
Lp

T
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Problema 9.29 La ménsula de la figura 1, tiene sección rectangular de 1 metro de ancho por 
1,2 de canto. La viga se postensa mediante un cable AB de sección  .La fuerza de postensado 
F es tal que las máximas tensiones en el hormigón sean de MPa15 . 
 

 
Fig. 1 Pieza correspondiente al problema 9.29 

 
Una vez postensada la viga, sin que exista adherencia entre el hormigón y el acero, se aplica 
una fuerza uniformemente repartida por unidad de longitud mkNp 15 . 
 
Sabiendo que la sección   es tal que después de postensar las tensiones en el acero valen 

MPa900 . 
 
DETERMINAR: 

 Distribución de tensiones en el hormigón en las secciones situadas a distancias 
.5,7,0 mxx   

 Flecha en el punto .15metrosx   

 
NOTAS: 

 No se considera el peso propio del hormigón. 
 GPaEa 210  

 GPaEh 30  

 7
h

a

E

E
n  

 
 
Solución 
 

 La ecuación de la recta AB respecto a los ejes x, y se escribe 
 

2,0
15

4,0
 xy  

 
La ley de esfuerzos axiles será constante en toda la pieza y valdrá FN  . La ley de momentos 
flectores se escribe 
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  2,0

15

4,0
xFyFM f  

 
Las máximas tensiones de compresión en el hormigón, después de postensar, se producirán o 
bien en la fibra inferior en mx 15  o bien en la fibra superior en 0x . En ambos casos 
valdrán 
 

 
 

I

xM

A

F f 6,00
1


  

 

siendo A el área del hormigón e I el momento de inercia de valor 4144,0 mI  . Por tanto: 
 

 
 

F
FF

6667,1
144,0

6,02,0

2,1
1 


  

 
y como estas tensiones deben ser iguales a MPa15 , resulta que 
 
 kNF 0009  
 
Dado que las tensiones en el acero deben valer MPa900 , la sección de acero valdrá 
 

 2100
900

0009
cm

MPa

kN
  

 
Al aplicar la sobrecarga mkNp 200  se producirán unas sobretensiones en el hormigón y en 
el acero que se calculan a continuación. Al no existir adherencia entre el cable AB y el 
hormigón, ninguna de las secciones se comportará como una sección mixta. El incremento de 
fuerza F que se producirá en el cable se obtendrá compatibilizando el alargamiento de AB en 
el cable con el alargamiento de AB en el hormigón. Las leyes de momentos en el hormigón 
valdrán 
 

 
 

2

15
2,0

15

4,0 2x
pxFM f









   

 
El alargamiento de una fibra cualquiera en el hormigón situada en la recta AB (figura 2) valdrá 
 

 dxy
EI

M
dx

EA

F
d f

AB 


  

 
Es decir: 
 

 

 

 4,8595889,13
1

2,0
15

4,0

2

15
2,0

15

4,0

2,1

15
15

15

0

15

0

2







 











 







  

F
E

dxx

IE

x
pxF

E

F
dx

EI

yM

AE

F

h

hh

f

h
AB
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Fig.2 Dovela entre A y B 

 
 
El incremento de longitud del cable vale 
 

 5001
15








aa

AB E

F

E

F


 

 
Igualando: 
 
 kNF 68,25  
 

 Tensiones en 0x  
 

a) Tensiones debidas al pretensado 
 

 21 500125007
144,0

00092,0

2,1

0009
mkNy

y

I

yM

A

F f 




 
 

b) Tensiones debidas a la carga mkNp 200  
 

El momento flector vale  
 

 mkNpFM f 36,68215,687114,5
2

15
2,0

2

  

 
Las tensiones valdrán: 
 
 

 22 1,683114,21
144,0

36,6821

2,1

68,25
mkNy

y

I

yM

A

F f 


  

 
 

c) Tensiones totales (figura 3): 
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 221 9,8164,7521 mkNy   
 

 
 Tensiones en .5,7 mx   

 
a) Tensiones debidas al pretensado: 

 

21 5007
2,1

0009
mkN

A

F
  

 
b) Tensiones debidas a la carga mkNp 200  

El momento flector vale: 
 

 
 

mkNpM f 9,421
2

5,7 2

  

 
Las tensiones valdrán: 
 
 

 22 93024,21
144,0

9,421

2,1

68,25
mkNy

y

I

yM

A

F f 


  

 
 

c) Tensiones totales 
 

 221 93024,5217 mkNy   

 
Fig. 3 Distribución de tensiones: a) Tensiones en 0x    b) Tensiones en .5,7 mx   

 
Flecha en el punto mx 15  
 

a. Flecha debida al pretensado: 
La ley de momentos flectores vale: 
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  2,0

15

4,0
xFM f  

 
Por tanto, la flecha vertical de B valdrá (positiva si ascendente) 
 

   
15

0

1 .002232,015 m
EI

dx
xMf fB  

 
b. Flecha debida a las cargas 

La ley de momentos flectores vale: 
 
 

   
2

15
152,0

15

4,0
68,25

2

15
2,0

15

4,0 22 x
x

x
pxFM f









 









   

 
La flecha en B vale 
 

   
15

0

2 00313,015 m
EI

dx
xMf fB  

 
La flecha total valdrá (positivo si descendente): 
 

 .0009,021 metrosfff BBB   
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Problema 9.30 En la estructura de la figura 1, los dos triángulos superiores están articulados 
a la viga ABC, así como entre sí en D. La sección de AD, BD, y DC es   y la inercia de ABC 

es 1, siendo 22 mI  . 
 
Se considera la deformación por axil de las barras AD, BD, y DC. 
 
Determinar en todas las piezas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.30 

 
 
Solución 
Sea P el esfuerzo axil de AD. Por equilibrio, el esfuerzo axil de DB valdrá 1,1157 P 
(compresión) y el axil de DC 0,867 P. 
 
Cortando por el punto A, el movimiento de dicho punto supuesto perteneciente a las piezas AD, 
DB y DC se obtendrá como sigue: (ver figura 2) 
 
 

 
Fig. 2 Composición de movimientos 
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 EEE

LN
DD CDCD 




 17,15
49,17867,0

2  

 

 EEE

LN
DD DBDB 




 04,10
91157,1

1  

 
y proyectando los cuatro lados del cuadrilátero  DD1D2D3 sobre DC se obtiene 
 
 31cos31sin 3112 DDDDDD   

 
es decir 
 

 
E

DD


 73,2331  

 
Asimismo, puede verse que 
 

 



EE

LAADD
DDAA AD

A











  5,56

42sin42tan

73,23
04,10

42sin42tan
3231

11  

 
Por otro lado, la flecha del punto A supuesto que pertenece a la viga vale (figura 3). 
 

 
IE

F
A




67,0
33,833  

 

Igualando, y teniendo en cuenta que 22 mI  , 

 F24,1  
 
 

 
Fig. 3 Deformada de la viga 

 
 
Conocido el valor de P ya pueden hallarse las leyes de esfuerzos (Figura 4). Asimismo, en la 
figura 5 puede verse la deformada de toda la estructura. 
 
 
 



 Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples                                                                     596                                       

 

 
Fig. 4 Leyes de esfuerzos 
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Fig. 5 Deformada de toda la estructura 
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Problema 9.31 En la pasarela de peatones de la figura 1, las rectas AD, DD’ y D’A’ 
representan tres tirantes que se unen entre sí y a la estructura en D y D’. El producto IE  en el 

tablero vale   2000.80 mkNIE t  , mientras que las características del tirante son: 

Módulo de elasticidad GPaEC 210  y área 240cmA  . Las piezas inclinadas están 

articuladas entre sí en los puntos D y D’, y articuladas al tablero en los puntos B, C, C’ y B’. 
Asimismo, los triángulos BCD y B’C’D’ son equiláteros. 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.31 

 
 
DETERMINAR: 

 Leyes de esfuerzos en toda la estructura 
 Esfuerzos en los tirantes 
 Flecha en el punto medio de CC’ 

 
 
Solución 
 
Sea T1 el esfuerzo en los tirantes AD y A’D’ y T2 el esfuerzo en el tirante DD’. Se eliminan 
dichos tirantes sustituyéndolos por los efectos que ejercen en el resto de la estructura. Dado que 
las barras inclinadas están biarticuladas es inmediato obtener las fuerzas que, debido a los 
tirantes, actúan sobre la viga horizontal (figura 2). 
 
El movimiento vertical de los puntos B y C valdrá 
 

 
IE

T
IE

T
IE

vB

6

21

1001,164,90096,326 
  

 

 
IE

T
IE

T
IE

vC

6

21

1037,1129988,336 
  

 
Con lo cual, el desplazamiento vertical de D valdrá: 
 

 
IE

T
IE

T
IE

vv
v CB

D

6

21

1019,182,109992,331

2





  

 
y el desplazamiento horizontal (positivo hacia la derecha) 
 

  
IE

T
IE

T
IE

vv
vv

u DB
DB

D

6

21

103118,034559,8
866,0

2

35

5
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Fig. 2 Descomposición de fuerzas en BCD 

 
 
 
La proyección de los desplazamientos sobre la recta AD vale 
 

    
IE

TT
uv DD

6
21

1

100805,049,2081,96
45,18cos45,18sin


  

 
La proyección de los desplazamientos sobre la recta DD’ es uD 
 
 2 Du    

 
Igualando 1  al alargamiento del tirante AD y 2  al alargamiento de la mitad del tirante DD’: 
 

 81,15100805,049,2081,96 1
6

21  T
E

IE
TT


 

 

 15103118,034559,8 2
6

21  T
E

IE
TT


 

 
de donde resulta el sistema de ecuaciones 
 
 500.8049,2032,98 21  TT  
 
 800.31143,34959,8 21  TT  
 
Sistema que resuelto proporciona el valor de 1T  y 2T . 
 
 kNT 47,6341   
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 kNT 3,8842   
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y las de esfuerzos 
cortantes. 
 
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos: a)Momentos flectores. b)Esfuerzos cortantes. 
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Problema 9.32 En la pasarela de peatones de la figura 1, las rectas AD, DD’ y D’A’ 
representan un tirante único el cual puede deslizar libremente en los puntos D y D’. El 

producto IE  en el tablero vale   280000 mkNIE t  , mientras que las características del 

tirante son: Módulo de elasticidad GPaEC 210  y área 240 cmA  . Las piezas inclinadas 

están articuladas entre sí en los puntos D y D’, y articuladas al tablero en los puntos B, C’ y B’. 
Asimismo, los triángulos BCD y B’C’D’ son equiláteros. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.32 

 
 
DETERMINAR: 

 Leyes de esfuerzos en toda la estructura 
 Tensión en el tirante 
 Flecha en el punto medio de CC’ 

 
 
Solución 
En base a los resultados obtenidos en el problema 9.28, el movimiento de D en la dirección AD 
vale : (téngase presente que en este caso TTT  21 ). 
 

 
IE

T

IE

TT 66

1

100805,03,117100805,049,2081,96 



  

 
y en la dirección DD’: 
 

 
IE

T

IE

TT
uD

66

2

103118,059,353103118,034559,8 



  

 
con lo cual, el alargamiento de la mitad del cable valdrá 21    (el signo negativo que 

afecta a 2  es debido a que el movimiento horizontal de D se considera positivo si es hacia la 
derecha). Por tanto, 
 

 
IE

T 6103923,089,470 
  

 
Igualando   al alargamiento de medio tirante 
 

 
 E

T

E
T

IE

T 81,301581,15103923,089,470 6
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Es decir: 
 
 kNT 5,828  
 
Conocido el valor de T , se obtienen fácilmente las leyes de esfuerzos. 
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Problema 9.33  
a) La pasarela de peatones de la figura 1 está sometida a una sobrecarga en la viga 

horizontal de mkNp 35  
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.33 

 
 

Las rectas AD y DG son dos tirantes de sección 220cm y módulo de elasticidad 

GPaEt 210 . En el extremo D del mástil DC los dos tirantes se unen al mástil. Las rectas 

AG y DC se cruzan sin cortarse. 
 

La inercia de la viga AGB vale 41,0 mI   siendo su módulo de elasticidad GPaEv 30  

 
DETERMINAR: 

 Leyes de esfuerzos 
 Movimientos de los puntos D y G 

  
 

b) En el caso de que la sección   de los cables fuera desconocida, determinar el valor de 
  de forma que el momento flector en el punto G de la viga AGB sea cero. 

 
 
Solución 

a) Sea   el movimiento horizontal del punto D. Por otro lado, si T es el esfuerzo axil en el 
cable DG, y dado que el axil de DG más el axil de AD debe tener la dirección DC, el 
axil en AD vale 

 




sin

sin
TTAD   

 
 El alargamiento de AD valdrá 
 

  






2sin

sin5

tt

ADAD
AD E

T

E

LT
  

 
 El alargamiento de DG vale 
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cos

15

tt

DGDG
DG E

T

E

LT
  

 
 En la figura 2 puede verse la composición de movimientos 
 

 
 

Fig. 2 Composición de movimientos 
 
 
Siendo: 
 
 ADDD 1  
 
 DGGG 21  

 

 






 3
1

12 sin

sin5

sinsin t

AD

E

TDD
GGDD   

 
A partir del cuadrilátero GG1 G2 G3  se obtiene 
 
  cossin 3121 GGGGGG   

 
Sustituyendo y llamando 3GG  

 

 










tt

tt

E

T

E

TE

T

E

T

37

sin

sintan

cos

15

cos

sin

sin5

cos

15

32

3

2












  

 
Por otro lado, la viga AGB está sometida a una carga repartida de valor mkN35  y a una 
fuerza inclinada de valor T aplicada en G. La flecha en G valdrá 
 

 
IE

T

v

1725,677.177 
  

 
Igualando y teniendo en cuenta que 
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Fig. 3 Leyes de esfuerzos: a) Momentos flectores   b) Esfuerzos cortantes  c) Esfuerzos axiles 
 

14,0
t
v

E

IE
 

 
resulta que: 
 
   TT 371725,677.17714,0   
 
es decir: 
 
 kNT 407  
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Conocido este valor pueden hallarse las leyes de esfuerzos (figura 3). 
 

b) Para que el momento flector en G sea cero, es preciso que T valga: kNT 5,825 , con 
lo cual, igualando nuevamente movimientos en G: 

 

IEE Vt

5,8251725,1776775,82537 





 

 
  
es decir, 
 

  22 25,122012225,0
5,35691

5,30543
cmm

E

IE

t

V   
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Problema 9.34 Considérese la misma estructura que la correspondiente al problema resuelto 
9.28 con la diferencia de que el nudo B es rígido. Se desea hallar el valor del esfuerzo axil en 
cada tirante. 
 
Solución 
Si nuevamente T1 y T2 son los esfuerzos axiles de los tirantes AD y CD respectivamente, es 
evidente ahora que su resultante no será, en general, vertical, sino que tendrá también 
componente horizontal. (figura 1). Se verificará que: 
 
 2121 7071,0866,045cos30cos TTTTTH   
 
 2121 7071,05,045sin30sin TTTTTV   

 

 
Fig. 1 Descomposición de fuerzas 

 
 
Los movimientos vertical y horizontal del punto D deben ser los mismos tanto si se considera 
que pertenece a la subestructura ABCD como si se considera que pertenece a los tirantes AD y 
DC. 
 
a) Movimiento vertical y horizontal de D considerando que pertenece a ABCD. Se trata de 
determinar el movimiento horizontal y vertical de la estructura representada en la figura 2. 
 

 
Fig. 2 Esquema de fuerzas en la subestructura ABCD 

 
 
El movimiento vertical de D será el mismo que el punto B sometidos a las cargas que se indican 
en la figura 9.31.3 a), es decir: 
 

 

IE

LT

IE

LT

IE

pL

IE

LT

IE

LT

IE

pL
v HV

D

3
2

3
1

4334

2 1492,03172,0664,0155,0366,0664,0 
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El movimiento horizontal de D será igual al giro de B, (sometido a las cargas que se indican en 
la figura 3 a)), multiplicado por la distancia BD, más el movimiento horizontal de la ménsula 
BD (figura 3 b)): 
 

IE

LT

IE

LT

IE

pL

IE

LT

IE

LT

IE

pL
v HV

D

3
2

3
1

4334

1 3217,06058,0333,061,0155,0333,0 

 
 

 
Fig. 3: a) Esquema de fuerzas en la viga ABC 

                                                                b) Esquema de fuerzas en el voladizo BD 
 
 
b) Movimientos horizontal y vertical del punto D considerado perteneciente a los tirantes 
Utilizando la misma composición de movimientos representada en la figura 3 del problema 
9.25, se obtienen los movimientos horizontal y vertical del punto D. 
 

 
 E

LT

E

LT
v ADCDD

21
2 273,1464,1732,09,0   

 

 
 E

LT

E

LT
v ADCDD

21
1 732,0464,1732,0518,0   

 
Igualando con los movimientos horizontal y vertical halladas anteriormente, se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones: 
 

 
 E

LT

E

LT

IE

LT

IE

LT

IE

pL 21
3

2
3

1
4

273,1464,11492,03172,0664,0   

 

 
 E

LT

E

LT

IE

LT

IE

LT

IE

pL 21
3

2
3

1
4

732,0464,13217,06058,0333,0   

 

y particularizando para 1,0
2


L

I
 y reagrupando términos 

 
 pLTT 664,02765,04636,0 21   
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 pLTT 333,03949,07522,0 21   
 
es decir: 
 
 pLT 906,01   
 
 pLT 882,02   
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Problema 9.35 En la estructura de la figura 1, las rectas BS y BT representan tirantes de 70 

cm2 de sección cada uno y un módulo de elasticidad .101,2 5 MPaEt   

 

 
Fig. .1 Estructura correspondiente al problema 9.35 

 
 
El mástil BA tiene una inercia de 40 m4 y se cruza con el tablero, el cual tiene un momento de 
inercia de valor 0,3 m4. Tanto el tablero como el mástil tienen un módulo de elasticidad de 
30.000 MPa. 
 
Sobre el tablero actúa una fuerza repartida de valor .75 mkNp   
 
Hallar las leyes de esfuerzos 
 
Solución 
 
Las características mecánicas de las diferentes piezas son las siguientes: 
 

 Mástil 
 

2643 102001401030 mkNmMPaEI m   

 
 Tablero 

 
2643 1093,01030 mkNmMPaEIv   

 
 

 Tirantes 
 

kNcmMPaEA 625 1047,170101,2   
 
 

Sea 1F  el esfuerzo axil en BS y 2F el esfuerzo axil en BT. En la figura 2 pueden verse las 
dimensiones y los ángulos de los elementos más característicos de la estructura. 
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Fig.2. Ángulos y dimensiones. 
 

 
Fig. 3. Movimientos 

 
Si 1BB , es el movimiento del punto B, este movimiento debe ser perpendicular a AB. Dado 

que en B actúan las fuerzas T1 y T2 , el movimiento   valdrá 
 

 2
6

1
6

3
2

3
1 1055,371044,19

3

60cos

3

75cos
FF

EI

LF

EI

LF

m

AB

m

AB  





   

 
 

.66,64
60sin

56
mLAB   

 

.57,56240 mLBS   

 

mLTB 80  

1BB  

21 TTLBT   

21SSLBS   

3SSvs   

3TTvT   
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En la figura 3 puede verse la composición de movimientos de la estructura. Lógicamente, las 
incógnitas a determinar son 1T  y 2T . Las dos ecuaciones se obtendrán de imponer igualdad de 
movimientos en S y T. 
 
A partir de los movimientos en S (figura 3) se obtiene: 
 
 45cos15sin 3121 SSSSSS   

 
Análogamente para el punto T 
 
 60cos30sin 3121 TTTTTT   

 
Es decir: 
 
 45cos15sin sBS vL   

 
 60cos30sin TBT vL   
 
Y sustituyendo: 
 

   45cos15sin1055,3744,19
57,56 6

21
1

SvFF
EA

F



 

 

   60cos30sin1055,3744,19
80 6

21
2

TvFF
EA

F


   

 
o sea: 
 

 2
6

1
6 1074,131054,61 FFvs

   

 2
6

1
6 1039,1461044,19 FFvT

   
 
Por otro lado, aislando la viga CD (figura 4) 
 

 
Fig. 4. Fuerzas en la viga 

 
 
La flecha en S y T vale, respectivamente: 
 

 3333,10104,848105,5081 2
6

1
6   FFvs  

 

 96264,8108,838108,1991 2
6

1
6   FFvT  
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Igualando con los movimientos previamente obtenidos se obtiene el sistema de ecuaciones: 
 

 6
21 103333,1014,86204,5701  FF  

 

 6
21 1096264,819,98524,2191  FF  

 
Resolviendo el sistema: 
 
 kNF 03051   
 

kNF 97322   
 
En las figuras 5,6 y 7 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 5 Ley de momentos flectores 
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Fig. 6 Ley de esfuerzos cortantes 
 
 
 

 
 

Fig. 7 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 9.36  En la estructura de la figura 1, las rectas BC y AB son tirantes de sección 
22cm . La viga BD tiene inercia 4610 cmI  y está cargada con una carga 

uniformemente repartida de valor mkNp 100 . 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema resuelto 9.36 

 
Hallar las leyes de esfuerzos en todas las piezas de la estructura, así como el movimiento del 
punto B. 
 
Solución 
 
Sean T1 y T2 los esfuerzos en los tirantes AB y CB respectivamente (figura 2). El movimiento 
del punto B será vertical. En la figura 2 puede verse la composición de movimientos en dicho 
punto, siendo: 
 

 BvBB 1   el movimiento vertical de B. 

 BCBB 2   el alargamiento del tirante BC. 

 ABBB 3   el alargamiento del tirante AB. 

 
 

 
Fig. 2. Movimientos de punto B 

 
Es evidente que 
 

 30sin30sin12 BBC vBBBB     (1) 

 
50sin50sin13 BAB vBBBB     (2) 

  
Por otro lado, 
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E

BCT
BC

2      
E

ABT
AB

1  

 

 
EI

TT

EI

p
vB 3

730sin50sin

8

7
3

21
4 



  

 
Introduciendo los valores anteriores en las expresiones (1) y (2) se obtiene un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas. 
 

 6
122 1001,1579,4358,28400  TTT  

 6
121 1023093,67792,4308,261  TTT  

 
Es decir: 
 
 kNT 25,281   
 
 kNT 4,662   
 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 3. Ley de momentos flectores. 

 

 
Fig. 4. Ley de esfuerzos cortantes. 



 Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples                                                                     617                                       

 

 
Fig. 5. Ley de esfuerzos axiles. 
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Problema 9.37 En la estructura de la figura 1 las piezas AD y A’D’ tienen rigidez infinita. Las 
rectas DC y D’C’ son dos tirantes de sección  . Sobre la pieza A’BA actúa una carga 
uniformemente distribuida de valor mkNp 15 . La inercia de las piezas A’BA y BC es I. 
 

a) Determinar el valor de b para que los tirantes no trabajen. 
b) Con el valor de b obtenido anteriormente, supóngase que previamente a la introducción 

de la carga p se da al tirante una tensión previa de kN50 , introduciendo 
seguidamente la carga p. Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos para el estado 
final. 

 
Nota: A excepción de los tirantes, solamente se tendrá en cuenta la deformación por Momento 
Flector. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema resuelto 9.37 

 
 
Solución 
 
a) Para que los tirantes no trabajen, es preciso que su longitud sea la misma antes y después de 
aplicar las cargas. Además, si los tirantes no trabajan las rectas A’D’ y AD seguirán rectas 
después de la carga y no tendrán esfuerzos. La deformada será la indicada en la figura 2. 
 

 
Fig. 2. Deformada 

 
 
El giro en A y A’ así como la flecha en B y C serán las correspondientes a una viga biapoyada. 
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EI

p
A 24

103
  

 

 
EI

p
vB 384

105 4
  

 
 AD b   
 
y como 
 

 b
v

b

vCC

CC

B

A

B

D 32,0tan
1

2 


  

 
y también 
 

 
5

5,2
tan




b  

 
Igualando: 
 
 mb 17,4  
 
b) Si se da una tensión previa a los tirantes de 50 kN, este valor se mantendrá al aplicar las 
cargas, de acuerdo con lo visto en el apartado anterior. Por lo tanto, las leyes de esfuerzos son 
inmediatas (figuras 3, 4 y 5). 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores. 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos axiles. 

 
 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos cortantes. 
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Problema 9.38 En la estructura de la figura 1, las rectas AB, BC y CD representan tres 

tirantes de igual sección 220cm y módulo de elasticidad GPaEt 210 . El resto de la 

estructura tiene un producto 2000250 mkNEI  . 
 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 9.38 

 
 
1.) Determinar las leyes de esfuerzos cuando las cargas que actúan son: 

 Carga uniformemente repartida sobre la pieza AD, vertical descendente de valor 
mkNp 15  

 Incremento uniforme de temperatura en la pieza AD de valor Ct º30 (coeficiente 

de dilatación lineal 15 º10  Ca ). 
 
2.) Supóngase que la línea quebrada ABCD representa un único cable que desliza libremente 
sobre los puntos B y C. Determinar las leyes de esfuerzos cuando actúa únicamente la carga 
uniformemente repartida. 
 
 
Solución 
 
Sea 1T  el esfuerzo en el tirante AB y 2T  el esfuerzo en el tirante BC. 
 Se quitan los tirantes AB, BC y CD sustituyéndolos por los efectos que producen en la 
estructura (figura 2). 
 
 

1.)   

 
Fig. 2 descomposición de fuerzas en los tirantes. 
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Fig. 3 Descomposición de fuerzas en los tirantes. 

 
El movimiento vertical de B valdrá: (sentido descendente positivo) 
 

 
EI

T

EI
vB

178,13980034
  

 
El movimiento horizontal de B se verá afectado por el movimiento horizontal de B’, debido a un 
alargamiento en todo el tablero causado por el incremento de temperatura. 
 

 '
12 75,1733,21

BB u
EI

TT
u 


  (positivo hacia la derecha). 

 
La proyección de los desplazamientos sobre la recta AB vale: 
 

  cos63010cossin 5
1  

BB uv  
 
La proyección de los desplazamientos sobre la recta CD es Du . 
 
 Du2  
 
Igualando 1  al alargamiento del tirante AB y 2 al alargamiento de la mitad del tirante BC. Se 
obtiene el sistema: 
 

 
t

B E

LT
TTu




 


225

1
5

2
5

2

1
63010101,710533,8  

 

 
t

BB E

LT
uv


 


 115 cos63010cossin  

 

 











0787,0101,7108616,3

108,1101,710343,7

2
5

1
4

3
1

5
2

5

TT

TT
 

 
 kNT 2431   
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 kNT 2092   
 
En la figura 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes 
y axiles. 
 

 
 

Fig. 4  Leyes de esfuerzos: a)Momentos flectores. 
                                      b)Esfuerzos cortantes. 

                                             c)Esfuerzos axiles. 
 
 



 Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 9. Vigas simples                                                                     624                                       

 

 
 

2.)  
 

 
Fig. 5 Descomposición de fuerzas en los tirantes. 

 
 
En base a los resultados obtenidos en el apartado 1, y teniendo en cuenta que TTT  21  
 

 T
EI

T

EI
vB

41059,51392,0
78,13980034   

 T
EI

T

EI

TT
uB

510432,1
58,375,1733,21 


  

 

 
t

BB E

LT
uv







 11
1 cossin  

 
De donde se obtiene,  kNT 245  
 

 
Fig. 6 Ley de momentos flectores. 
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Fig. 7 Ley de esfuerzos cortantes. 

 
 

 
Fig. 8 Ley de esfuerzos axiles 
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Capítulo 10: 
Vigas continuas 
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Problema 10.1 Determinar las leyes de esfuerzos de la estructura representada en la figura 1. 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.1 

 
 
Solución 
Se descompone la pieza en las vigas simples que se indican en la figura 2. 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
Las incógnitas a determinar son los momentos en los apoyos intermedios MB y MC. 
 

 Giro en el apoyo B: 
 

- Giro en B de la pieza AB  
 

EI

ap

EI

aM

EI

aap BAB
B 2436

5,0 32

  

 
- Giro en B de la pieza BC 

 

 
EI

ap

EI

aM

EI

aM CBBC
B 24

2

6

2

3

2 3

  

 
Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuación 
 

22917,03333,0 apMM CB   

 
 

 Giro en el apoyo C 
 

- Giro en C de la pieza BC 
 

 
IE

ap

IE

aM

IE

aM CBBC
C 24

2

3

2

6

2 3
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- Giro en C de la pieza CD 
 

 

 
IE

ap

IE

aM CCD
C 48

5,1

4

5,1 3

  

 
Igualando ambos giros 
 

24036,00417,13333,0 apMM CB   

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene 
 

2182,0 apM B   
23292,0 apM C   

  
   
En la figura 3 se dibujan las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 3: a) Ley de momentos flectores. 

                                  b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones. 
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Problema 10.2 La viga de la figura 1 no tiene cargas externas, pero sufre un giro en el 

empotramiento de valor A . Hallar: 

 Giro en B 
 Momento en A 
 Momento en B 

 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.2 

 
 
Solución 
 
Se tomarán como incógnitas hiperestáticas el momento en A y el momento flector en B. 
Se descompone la viga continua en dos vigas simples (figura 2) 

 

 
Fig.2 Descomposición en vigas simples 

 
 
El giro en A valdrá 
 

IE

aM

IE

aM BA
AA 6

2

3

2
   

 
Asimismo, igualando el giro en B de las piezas AB y BC se obtiene: 
 

IE

aM

IE

aM

IE

aM BBA

33

2

6

2
  

 
y resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 

 AA a

EI
M 8,1  

 

 AB a

EI
M 6,0  

 
Por otra parte, 
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 A
B

B IE

aM
 2,0

3
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Problema 10.3 En la viga continua de la figura 1, hallar las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 1 Viga continua correspondiente al problema 10.3 

 
 
Solución 
 Se descompone la estructura en tres vigas simples (figura 2) 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
El giro en B de la pieza AB valdrá 
 

 
EI

M

EI
BAB

B 3

5

6

550



  

 
El giro en B de la pieza BC valdrá 
 

 
EI

M

EI

M CBBC
B 6

5

3

5
  

 
Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuación 
 
 504  CB MM  

 
Por otro lado, el giro en C de la pieza BC valdrá 
 

 
EI

M

EI

M CBBC
C 3

5

6

5
  

 
El giro en C de la pieza CD vale 
 

 
EIEI

M CCD
C 24

520

3

5 3
  



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                632                                       

 
Igualando ambos giros se obtiene la segunda ecuación 
 
 1254  CB MM  

 
 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 
 
 kNmM B 7,21  

 kNmM C 7,36  

 
 
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos 
 
 

 
Fig.3  a) Ley de momentos flectores. 

                                b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones. 
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Problema 10.4 En la viga de la figura 1 se aplica un momento externo M en B de forma que el 

giro valga  B . Determinar en función de   el valor de M y dibujar la ley de momentos 
flectores. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10. 4 

 
 
Solución 
 
Se descompone la estructura en dos vigas simples (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples. 

 
 
El giro en B de la pieza AB vale 
 

 
EI

aM
B 3

21  

 
El giro en B de la pieza BC vale 
 

 
EI

aM
B 3

2  

 
Igualando y teniendo en cuenta que MMM  21  se obtiene 
 
 31 MM   
 
 322 MM   
 
y por lo tanto: 
 

 
 

EI

Ma

EI

aM

9

2

3

23
  

 
y despejando M 
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a

EI
M

2

9
   

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos. 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 10.5 Determinar las leyes de esfuerzos y reacciones en la viga continua que se 
acota en la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Viga continua correspondiente al problema 10.5 

 
 
Solución 
 
Se descompone la estructura en vigas simples (figura 2) y se igualan giros en B y C. 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
Los giros se escribirán 
 

 
   B

BAB
B M

EIEI

M

EI
3333,13333,53

1

3

4

24

420 3







  

 

  CB
CBBC

B MM
EIEI

M

EI

M

EI
8333,06667,11666,104

1

6

5

3

5

24

520 3










  

 
  
También puede escribirse 
 

  B
AB
B M

EI
4160

3

1
  

 

  CB
BC
B MM

EI
5,255,312

3

1
  

 
Igualando: 
 
 CB MM 5,295,472   
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  CB
CBBC

C MM
EIEI

M

EI

M

EI
55,25,312

3

1

3

5

6

5

24

520 3










  

 

  C
CCD

C M
EIEI

M

EI
6540

3

1

3

6

24

620 3







  

 
Igualando: 
 
 CB MM 115,25,852   

 
 
 
 
Resolviendo: 
 
 mkNM B  06,33  
 
 mkNM C  70  

 
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos. 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 10.6 Determinar las reaccione y los momentos flectores en las vigas contínuas 
representadas en la figura 1 

 
Fig. 1 Vigas correspondientes al problema 10.6 

 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse dibujada  la ley de momentos flectores y las reacciones 
 

 
Fig. 2 Leyes de momentos flectores 
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♣Problema 10.7 De la estructura de la figura 1 hallar: 
 
1.Ley de esfuerzos cortantes. 
2. Ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.7 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig .2 Leyes de esfuerzos: a)Ley de esfuerzos cortantes. b)Ley de momentos flectores. 
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Problema 10.8 En la viga de la figura 1, la recta DC representa un tirante de sección 
218 LI . Toda la viga se halla sometida a una carga uniformemente distribuida por 

unidad de longitud de valor p . Se desea obtener el esfuerzo axil en el tirante. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.8 

 
 
Solución 
 
Para determinar el esfuerzo axil en el tirante, es irrelevante el valor del giro en B, por lo que 
puede suponerse que es nulo (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Subestructura DBC 

 

La flecha 2  valdrá (figura 2) 
 

 
 

EI

LT

3

3

2

2 3

2   

 
y la flecha 1  
 

 
   

EI

LT

EI

Lp

3

3

2

2

8

3 34

1   
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El alejamiento de los puntos D y C valdrá 
 

      
2

2

3

2

8

33

2

2 3

21 









TLP

EI

L
DC   

 
El alargamiento del tirante valdrá 
 

 
 

E

LT
DC

23
  

 
Igualando ambos alargamientos se obtiene 
 
 pLT 02832,0  
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Problema 10.9 Obtener las leyes de esfuerzos y la deformada de la viga contínua de dos 
vanos de la figura 1. La viga es de sección constante e igual en ambos vanos. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.9 

 
 
Solución 
 
Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2 ) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
Para determinar M1 y M2 se igualarán giros en B, teniendo presente además que 

mkNMM 3021   
 

 
EIEI

MAB
B 24

1620

3

16 3
1 




  

 

 
EIEI

MBD
B 16

1640

3

16 2
2 




  

 
Igualando se obtiene: 
 
 76021  MM  
 
y como 3021  MM , resulta: 
 
 mkNM 3651   

 mkNM 3952   
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores. 
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Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
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Problema 10.10 Dada la viga continua de la figura 1, se pide hallar y dibujar las leyes de 
momentos flectores y de esfuerzos cortantes. 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.10 

 
Solución 
 
Se corta la viga por el punto C introduciéndose el cortante hiperestático F (figura 2). El valor de 
F se obtendrá igualando las flechas del punto C a la izquierda y a la derecha. Tomando positivas 
las flechas en sentido ascendente: 
 

 
 

2
3

3260
2

24

330

8

230

3

2 343













 FF
EI c  

 
 

2
3

4260
2

24

430

8

230

3

2 343













 FF
EI c  

 
Igualando ambas flechas se obtiene el valor del cortante F 
 
 kNF 58,3  

 
Fig. 2 Corte por C y cortante hiperestático 

 
Conocido este valor pueden hallarse las leyes de momentos flectores y esfuerzos 
cortantes (figuras 3 y 4). 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 10.11 En la viga continua de la figura 1 se desea hallar la ley de momentos 
flectores. 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.11 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática el momento flector en el punto B. Para ello, se sustituye 
el voladizo CD por un momento de mkN30 . Asimismo, se separa la viga ABC en dos vigas 
simples (figura 2). El valor del momento M se obtendrá de igualar los giros a izquierda y 
derecha de B. 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 

EI

M

EIB 3

4

24

415 3




  

 

6

530

3

5

24

515 3 



 M

EIB  

 
Igualando: 
 
 mkNM 04,31  
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En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 10.12 En la viga continua de la figura 1, hallar las leyes de momentos flectores y 
de esfuerzos cortantes, así como las reacciones. Hallar asimismo la flecha del punto A. 
 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema 10.12 

 
 
Solución 
 

 
Fig. 2. Viga isostática base 

 
 
Se tomará como incógnita hiperestática la reacción del apoyo 2. Para ello, se sustituye dicho 
apoyo por una fuerza 2R . 
La flecha del punto 2 valdrá: 
 

 

    094924
24

424

9

4

9

5
1

6

459

9

4
159

6

948 323
22

2

2

2 




















































EIEI

R

EI


 

 0
0202

27

400

9

0802
2 

EI
R

EIEI
 

 
 kNR 75,1202   
 
y por equilibrio: 
 
 1124321  RRR  

 

 02411
2

1
94 2

32  RR  

 
 kNR 63,1073   

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                648                                       

 kNR 62,351   
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores y de esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig.3. a) Ley de esfuerzos cortantes, b) Ley de momentos flectores. 

 
 
El giro en el punto 3 valdrá (sentido horario positivo): 
 

 
EIEIEIEI

M 708,3

24

524

3

548

6

5 3
2

3 








  

 
El desplazamiento vertical en el punto A valdrá: 
 

 
EIEIA

584,40

8

224
2

4

32 
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Problema 10.13 Determinar las reacciones, leyes de momentos flectores y leyes de esfuerzos 
cortantes de la estructura que se acota en la figura 1. Hallar también el desplazamiento vertical 
del punto A. 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema 10.13 

 
Solución 
 
La viga se descompone en las dos vigas simples representadas en la figura 2. 

 
Fig. 2. Descomposición en vigas simples 

 
El movimiento vertical de A de la pieza CDA vale: 
 

 
EIEI

F

EI

p

EI

F
v DDA

4,38
667,22

8

2

3

2
2

43







   

 
y el giro en D vale: 
 

 
 

EIEI

F

EI

p

EI

pF
D

18
5,1

48

3

4

322 3







  

 

Es decir, sustituyendo en 
Av  

 

 
EIEI

F
vA

4,74
6667,5   

 
De forma análoga el movimiento vertical de A de la viga AEB vale: 
 

 
EIEI

F

EI

p

EI

F
v EEA

15,360
29,145,35,3

8

5,3

3

5,3 43







   

 
El giro en E vale: 
 

 
EIEI

F

EI

pF

E

2,137
083,4

3

5,3
2

5,3
5,3

2
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con lo cual, sustituyendo: 
 

 
EIEI

F
vA

35,840
58,28   

 
Igualando los movimientos verticales en A: 
 

 
EIEI

F

EIEI

F 35,840
58,28

4,74
667,5   

 
O sea: 
 
 kNF 36,22  
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y en la figura 4 las 
leyes de esfuerzos cortantes. 

 
Fig. 3. Ley de momentos flectores. 

 

 
Fig. 4. Ley de esfuerzos cortantes. 
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El desplazamiento vertical de A vale: 
 

 
 

EIEIEI
vA

3,20135,84036,22
58,28 
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Problema 10.14  En la viga que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las leyes 
de esfuerzos, así como la flecha en el punto D 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 10.14 

 
Solución 
 
 La viga continua propuesta se descompondrá en vigas simples (figura 2). Los 
momentos AM  y BM  se obtendrán imponiendo las siguientes condiciones de 
compatibilidad 
 

0A  ; BC
B

AB
B    

 

 
Fig.2. Descomposición en vigas simples 

 
El giro en A vale: 
 

)(0
24

520

6

5

3

5 3

a
IEIE

M

IE

M BA
A 


  

 
El giro en B de las piezas AB y BC se escribe: 
 

IEIE

M

IE

M BAAB
B 24

520

3

5

6

5 3
  

IEIEIE

M BBC
B 24

620

6

640

3

6 3



  

 
Igualando ambos giros: 
 

)(1465225 bMM BA   
 
Las expresiones (a) y (b) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que 
resuelto proporciona el valor de los momentos AM  y BM  
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mkNMmkNM BA 1,59;95,32   

 
El giro en C vale: 
 

IEIEIE

M

IE
B

C

9,40

24

620

6

6

3

640 3







  

 
Por lo que, la flecha en D valdrá 
 

IEIEIEIECD

8,41409,40
2

8

220
2

4




   

 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores, cortantes y 
reacciones 
 

 
Fig.3. Ley de momentos flectores, esfuerzos cortantes y reacciones 
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Problema 10.15  En la viga continua que se representa en la figura 1, hallar y dibujar: 
 Leyes de momentos flectores 
 Flecha del punto D 

 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.15 

 
Solución 
 
 Al ser isostática la pieza CDE, se eliminará sustituyéndola por su efecto en el 
resto de la estructura (figura 2.a). La pieza ABC se descompondrá en dos vigas simples 
AB y BC (figura 2.b). Para hallar el valor del momento BM  se igualarán los giros en B 
de las piezas AB y BC. 
 

 
Fig.2. Descomposición en vigas simples 

 
Los giros en B de las piezas AB y BC valen: 
 

IE

M

IE
BAB

B 3

5

24

510 3




  

IEIE

M

IE
BBC

B 6

505

3

5

24

510 3 



  

 
Igualando se obtiene 
 

mkNM B 75,18  
 
El giro en C vale: 
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IEIEIE

M

IE
B

C

875,46

3

505

6

5

24

510 3







  

 
Con  lo que la flecha en D valdrá, 
 

EIEIEI
v CD

75,153

3

215

8

210
2

34







   

 
La flecha en D tiene sentido descendente 
 

 
Fig.3. Ley de momentos flectores. 
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Problema 10.16  Determinar la ley de momentos flectores, esfuerzos cortantes y 
reacciones en la viga continua  representada en la figura 1 
 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.16 

 
Solución 
 
 Para su resolución se descompone en las vigas simples representadas en la figura 
2. 
 

 
Fig.2. Descomposición en vigas simples 

 
El giro en el punto A debe ser nulo: 
 

0
24

520

6

5

3

5 3





IEIE

M

IE

M BA
A  

 
Por otro lado, igualando el giro en B en las piezas AB y BC: 
 

IEIE

M

IE

M BAAB
B 24

520

3

5

6

5 3
  

IEIEIE

M BBC
B 24

620

6

640

3

6 3



  

 
De ambas condiciones se obtiene el sistema de ecuaciones: 
 

1252  BA MM  

1465225  BA MM  
 
Resolviendo el sistema: 
 

kNM A 95,32  kNM B 1,59  
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Co ello, se pueden dibujar las leyes de esfuerzos y las reacciones (figuras 3 y 4) 
 

 
 

Fig.3. Ley de momentos flectores y reacciones 
 
 

 
Fig.4. Ley de esfuerzos cortantes. 
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Problema 10.17 Determinar las reacciones, leyes de momentos flectores y leyes de esfuerzos 
cortantes en la viga continua de la figura 1. Determinar asimismo la flecha en el punto A.. 
El producto EI se expresa en unidades KN×m2 . 
El valor de k se expresa en unidades kN/m. 
 

 
Fig.1 Viga continua correspondiente al problema 10.17 

 
 
Solución 
Se descompone la viga propuesta en tres vigas simples (Fig. 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples. 

 
 Giro en A: 

 
- Giro en A de la pieza AB 

 

33

3

6

3120 AAAB
A EI

M

EI


 





  

 
- Giro en A de la pieza AC 

 

 
5,524

5,52,14

6

5,5

3

5,5 3
ACAAC

A EIEI

M

EI

M 
 








  

 
  Igualando se obtendrá la primera ecuación. 
 
  44,38515,0917,0833,2  EIMM ACA   

 
 

 Giro en C: 
 

- Giro en C de la pieza AC 
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5,524

5,52,14

3

5,5

6

5,5 3
ACAAC

C EIEI

M

EI

M 
 








  

 
- Giro en C de la pieza CD 

 

EI

M CCD
C 3

4
  

 
  Igualando se obtendrá la segunda ecuación. 
 
  44,98182,0167,3917,0  EIMM ACA   

 

Para obtener la tercera de las ecuaciones, es preciso obtener previamente las reacciones AB
AR  y 

AC
AR . 

 

 403333,0  A
AB
A MR  

 

 05,391818,01818,0  CA
BC
A MMR  

 
Sumando: 
 

 95,01818,05151,0  CA
BC
A

AB
AA MMRRR  

 
y como 
 
 AAA EIkR  3  
 
Sustituyendo se obtiene la tercera ecuación 
 
 95,031818,05151,0  EIMM ACA   

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 
 
 mkNM A  181,4  
 
 mkNM C  7918,29  

 

 3404,1 mkNEI A   
 
En la figura 3 se dibujan las leyes de esfuerzos así como las reacciones. 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                660                                       

 
Fig. 3   a)Ley de momentos flectores 

                                  b)Ley de esfuerzos cortantes y reacciones 
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Problema 10.18 La viga de la figura 1 tiene una rótula situada en el punto A. En dicho punto 
y a ambos lados de la rótula actúan sendos momentos iguales y de sentido contrario de valor 
M. 
 
Hallar: 
 

a) Desplazamiento vertical de la rótula. 
b) Giro relativo a ambos lados de la rótula. 

 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.18 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática el momento flector en el punto B. Para determinarlo, 
descompondremos la viga continua en dos vigas simples: 
 

 
Fig. 2. Descomposición en vigas simples. 

 
 
Giro en el punto B de la pieza 1 (sentido horario positivo): 
 

 
EI

M B
B 3

5
  

 
Giro en el punto B de la pieza 2: 
 

 
EI

M

EI

M B
B 6

5
5

6

3

5 



  

 
De donde se obtiene: 
 

 
10

3
0

3

10 M
M

EI

M

EI

M
B

B   

 
Giro del punto C (sentido antihorario positivo): 
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EI

M

EI

M

EI
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C 4
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Desplazamiento vertical del punto A: 
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M
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M
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M
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M
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Giro relativo a ambos lados de la rótula: 
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M
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M
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M
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Problema 10.19 En la viga continua de la figura 1, el apoyo 2 es elástico con un valor de la 

constante k igual a mkN5 . La inercia de todas las piezas es la misma e igual a 4610 cm , 

siendo el módulo de elasticidad GPaE 210 . Hallar las leyes de esfuerzos así como el 
movimiento del punto E. 

 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.19 

 
 
Solución 
 
Se tomarán como incógnitas hiperestáticas los momentos flectores en los apoyos B y C, MfB y 
MfC  respectivamente. El producto EI vale  
 

2546 102110210 kNmcmGPaEI   
 
La viga se descompone en las tres vigas simples de la figura 2. 
 

 
Fig. 2. Descomposición en vigas simples. 

 
 
El giro en B de la pieza 1 vale: 
 

 
EIEI

M BB
B 24

720

73

7 3
1 







  

 
El giro en B de la pieza 2 vale: 
 

 
924

920

6

9

3

9 3
2 BCB
B EIEI

M

EI

M 
 








  

 
Igualando se obtiene la primera ecuación: 
 
 033,893254,05,13333,5  BCB EIMM   

 
Igualmente para el punto C: 
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924

920

6

9

3

9 3
2 BBC
C EIEI

M

EI

M 
 








  

 

 
EIEIEI

M C
C 6

9160

24

920

3

9 3
3 







  

 
Igualando se obtiene la segunda ecuación: 
 
 09751111,065,1  BCB EIMM   

Para la tercera ecuación, es preciso en primer lugar hallar la reacción RB: 
 
 21 BBB RRR   
 

 
72

720
1

B
B

M
R 


  

 

 
92

920
2

CB
B

MM
R





  

 
Sustituyendo en RB: 
 
 CBB MMR 1111,0254,0160   

 
y como 
 
 BBB kR  5  
 
Igualando se obtiene la tercera ecuación: 
 
 016051111,0254,0  BCB MM   

 
Resolviendo el sistema: 
 
 mkNM B 4,431  
 
 mkNM C 6,453  

 
 mB 004713,0  
 
Para hallar el movimiento de E es preciso en primer lugar hallar el giro de D: 
 

 rdn
EIEIEIEI

M C
D

4
3

10633,2
9,552

24

920

3

9160

6

9 








  

 
El movimiento vertical de E (positivo si descendente) valdrá: 
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 cmm
EI

v DE 136,000136,0
8

420
4

4
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Problema 10.20 La viga continua de dos vanos iguales de luz L, tiene una sección transversal 
rectangular constante de rigidez EI. Esta viga se encuentra simplemente apoyada en sus 
extremos en soportes fijos y en la sección central en un soporte elástico de rigidez k. 
 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.20 

 
 
Se pide: 
 

a) Dimensionar la rigidez k del soporte intermedio de forma que bajo la actuación de una 
carga p uniformemente distribuida por unidad de longitud de la viga, vertical 
descendente, la ley de momentos flectores que resulte sea la más favorable, es decir, 
produzca tensiones de tracción y compresión de valor absoluto mínimo en la viga. 

 
b) Calcular el movimiento vertical del apoyo central, considerando el valor anterior de la 

rigidez k. 
 

c) Deducir, suponiendo para el soporte la rigidez k calculada en a), los valores de los 
momentos flectores máximo y mínimo que actúan en la viga, así como las posiciones de 
las secciones en las que el momento flector es nulo. 

 
 
Solución 
 
a) La ley de momentos flectores de la estructura tendrá la forma que se dibuja en la figura 2. 

Lógicamente, los valores de M1 y MB dependerán de la rigidez k 
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores “a estima” 
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La ley de momentos flectores más favorable se conseguirá cuando MMM B 1  

La ley de momentos flectores entre B y C se escribe 
 

    
22

2
1

1

xL
pxL

R
LpM

C

Bf









   

 
La coordenada x1m en donde el momento flector es máximo se obtendrá a partir de 
 

 
p

R
x

x

M
m

C
Bf

2
0 1

1





 

 
con lo cual, 
 

 
 

p

RRLpLpRLp

p

R
L

R
pLM

8222

2

22

222

1 

















   

 
 
Por otro lado, 
 

 
2222

22 LRpLpL
L

R
pLM B 






   

 
Imponiendo la condición de que BMM 1  se obtiene el valor de R 
 
 pLR 1716,1  
 
Por otra parte, el descenso del punto B valdrá 
 

 
   

EI

RL

EI

pL

EI

LR

EI

Lp
B 624

5

48

2

384

25 3434

  

 
y como kRB   resulta 
 

 
k

R

EI

RL

EI

pL


624

5 34

 

 
y sustituyendo R por el valor obtenido previamente, 
 

 
3

66,89
L

EI
k   

 
b) El movimiento del punto B valdrá 
 

EI

pL

LEI

pL

k

R
B

4

3
01307,0

66,89

1716,1
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c) Sustituyendo en MB o en M1 el valor de R 
 

20858,0 pLM   
 

El punto x10 en que el momento flector es nulo se obtendrá a partir de 0C
BfM , o sea 

 
 Lx 1716,010   
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Problema 10.21 Determinar el momento en el empotramiento elástico A y el desplazamiento 
del apoyo elástico C de rigideces respectivas ka y kc de la viga continua de la figura 1. 
 
Datos: 
 

kNenPmLkNmkmkNkkNmEI ac ;10;10;0001;105 525   

 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.21 

 
 
Solución 
 
En la figura 2 se dibuja a estima la deformada del conjunto. 
 

 
Fig .2 Deformada “a estima” 

 
 
El giro del punto A se escribe 
 

 
 

EI

LRP

EI

LM A
A 63

2
  

 
y como aAA kM ,sustituyendo se obtiene la primera ecuación 

 
 PRM A 22   
 
El desplazamiento en C valdrá 
 

 
     

EI

LRP

EI

LM

EI

LRP

EI

LRP
L A

Bc 3633

3233 
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y dado que cc kR  sustituyendo se obtiene la segunda ecuación 

 
 PRM A 20355,0   
 
Resolviendo el sistema 
 

 PM A 34

30
    PR

34

19
  

 
y por tanto 
 

 PP
k

R

c
c 000558823,0

34000

19
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Problema 10.22 La pieza de la figura 1 está sometida a una variación térmica de valor t en su 
cara superior y –t en su cara inferior. Determinar el valor de x (posición de la rótula) para que 
en ningún punto de la pieza existan momentos flectores ni esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.22 

 
 
Solución 
 
Para una sección rectangular de canto h, la curvatura producida por un gradiente térmico de 
valor ht2  vale 
 

 
h

tnt  2
  

 
Siendo   el coeficiente de dilatación lineal. 
 
La viga propuesta es una vez hiperestática. Si se toma como incógnita hiperestática el cortante 
en la rótula, es evidente que si dicho cortante es nulo también lo serán las leyes de momentos 
flectores y de esfuerzos cortantes en todos los puntos de la estructura. Evidentemente, para que 
dicho cortante sea nulo, es preciso que si se corta la pieza por la rótula el movimiento en ambos 
labios debido únicamente a los efectos térmicos sea el mismo (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Movimiento vertical de ambos labios de la rótula 

 
 
Para calcular el valor de   en la viga ABC se aplican los teoremas de Mohr: 
 

        

 


xa

nt
A

nt
A

xa
xadxxxaxa

2

0

2

11 2

2
222    

 

   2
2

0

112 22220 aadxxaa nt
A

a
nt

AB     

 
o sea: 
 

 nt
A a    
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2

2 xax 
   

 
 
Análogamente para la viga ADC: 
 

 
  

2

43 xaxa 
   

 
 
Igualando y resolviendo en x: 
 

 ax
3

4
  

 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                673                                       

 
Problema 10.23 En la pieza de la figura 1, el empotramiento E, desciende 1 cm y gira en 

sentido antihorario 3102   radianes. Hallar la ley de momentos flectores si el producto EI  
vale 
 

 2410 mkNEI   
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.23 

 
 
Solución 
 
Se corta la pieza en C separándola en dos partes y colocando el valor del cortante Q (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Separación en dos piezas 

 
 
Para determinar el valor de Q se igualan flechas en C 
 
-Flecha en C de la pieza ABC (positiva si descendente) 
 

 
EI

Q
BC 3

2
2

3

2    

 

  Q
EIEI

Q

EIB 240
1

4

42

48

430 3







  

 
Sustituyendo: 
 

   QQ
EIC

44
2 10667,61080667,680

1    

 
-Flecha en C de la pieza CDE (positivo si descendente): 
 

 Flecha debida al cortante Q 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                674                                       

 

EI

Q

EI

Q

EI

Q

EIEI

Q
D

Q
C 33,37

3

4
4

4

441

3

4
4

33

2 






 
   

 
 

 Flecha debida al movimiento de 0,01 metros del apoyo E (figura 3) 
 

 
Fig. 3 Flecha en C debida a un desplazamiento vertical de E 

 
 

 metrosE
C 015,0

4

01,0
5,1442     

 Flecha debida a un giro en E de 3102   radianes (figura 4)  
 

 
Fig. 4 Flecha en C debida a un giro en E 

 
 

 metrosE
C

3
2 104

2
4'4 


   

 
Sumando 
 

 019,01033,37104015,033,37 43
2222   Q

EI

Q
C

E
C

Q
CC

  

 
Igualando las flechas en C: 
 

 019,01033,3710667,61080 444   QQ  
 
Es decir 
 
 kNQ 5,2  
 
Las leyes de momentos flectores pueden verse representadas en la figura 5 
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Fig. 5 Ley de momentos flectores. 
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Problema 10.24 En la viga de la figura 1, por un fallo en los cimientos, el empotramiento A 
ha sufrido un descenso de EI40  metros, y un giro de radEI20  y un ascenso el punto C de 

mEI20 . El apoyo D es elástico siendo su constante mkNk 0001 . Hallar las reacciones 

en los apoyos. El producto EI  vale 200080 mkNEI   
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.24 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática el cortante en B. Para obtener su valor se igualarán los 
movimientos verticales a la izquierda y a la derecha de B. 
 

- Flecha en B (ver figura 2) de la pieza AB (positiva si descendente) 
 

 
Fig. 2 Flecha en B de la pieza AB: a) Flecha debida a Q. b) Flecha debida al descenso del apoyo A.    

c) Flecha debida al giro de A 
 

La flecha total valdrá 
 

  
EI

Q

EIEIEIEI

Q

EI B
Q
BB

728062040

3

640 3




   

 
 

- Flecha en B de la pieza BCD (figura 3) 
 

La flecha total valdrá 
 

  D
B

C
B

Q
BB    

 
 siendo 

 

  
EI

Q

EI

Q
C

Q
B 1326

3

63
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EIEI

C
B

4420

5

56



  

 

  
 

Q
k

Q

k

RD
D

D
B

31044,1
56

5

6

5

6

5

6    

 

 
Fig. 3 Flecha en B de la pieza BCD: a) Flecha debida al cortante. b) Flecha debida al movimiento 

de B. c)Flecha debida al apoyo elástico. 
 
 
 Es decir 
 

  Q
EIEI

Q
B

31044,1
44

132   

 
 Igualando las flechas en B se obtiene el valor de Q 
 

  kN
EI

Q 113,0
000167,141

25



  

 
A la misma conclusión se llega si se toma como incógnita hiperestática la reacción en 
D. Liberando esta coacción y dando los movimientos indicados se obtiene la flecha en 
D (figura 4). 
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Fig. 4 Flecha en D: a) Debido al descenso de apoyo en A. b)Debido al giro en A. c)Debido al 

movimiento de apoyo en C. d)Debido a la reacción RD 
 
 
El movimiento vertical de D valdrá: 
 

  RCA
D     

 
y como 
 

  
EIEI

A 333,3340

6

5
  

 

  
EIEI

100
5

20
  

 

  
EIEI

C 667,36

5

6520



  

 

  
EI

RDR 67,141
  

 
Es decir: 
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EI

R

EI

R DD
D

67,1413067,1416667,36100333,33 



  

 
y como también 
 

  
0001

D
D

R
  

 
Igualando: 
 

  kN
EI

RD 135,0
000167,141

30



  

 
Resultado que puede comprobarse que coincide con el anteriormente obtenido ya que 

QRD 5

6
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Problema 10.25 En la viga continua de la figura 1, todos los tramos tienen el mismo producto 

EI . El punto A sufre un descenso de apoyo de valor  . Sabiendo que 30001 mkNEI  , 
hallar las leyes de esfuerzos en todas las barras. 
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.25 

 
 
Solución 
 
La viga es una vez hiperestática. Se tomará como incógnita hiperestática el esfuerzo cortante en 
B. Su valor se obtendrá de igualar la flecha en ambos labios de la rótula (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
 

- Flecha en B de la pieza EAB (positiva si ascendente) 
 

 Flecha debida a Q  
 

EI

Q

EI

Q
A

Q
B 21

3

3
3

3




   

 
 Flecha debida a   

 

 75,1
4

34



B  

 
 

- Flecha en B de la pieza BCD 
 

EI

Q

EI

Q
CB 48

3

4
4

3




   

 
 Igualando flechas 
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EI

Q

EI

Q
4875,121    

 
 es decir: 
 
  kNQ 36,25  
 
 En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. .3 Leyes de esfuerzos. 
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Problema 10.26 En la viga continua de la figura 1 se sabe que la rigidez EI en cada vano es 

constante y que en el AB vale k 2mkN  . Las leyes de momentos flectores son las dibujadas. Se 
pide: 
 

A) Rigideces de los tramos BC y CD. 
B) Cargas que producen la ley de momentos flectores indicadas. 

 

Datos: 25102 mkNk   
 

 
Fig. 1 Viga correspondiente al problema 10.26 

 
 
Solución 
 
Se descompone la pieza en vigas simples (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples. 

 
 
A partir de la figura 10.19.2 se observa que en A hay aplicado un momento exterior de valor 

kNmM A 500 . En BC actúa una carga uniformemente distribuida por unidad de longitud tal 
que 
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750
8

10 2


p

 

 
es decir, mkNp 60 . Asimismo en el nudo C hay aplicado un momento externo de valor 

.250 mkNM C   También en D hay aplicado un momento externo de valor 

.250 mkNM D   Todo ello, puede verse representado en la figura 3. 
 

 
Fig. 3 Cargas aplicadas 

 
 
 
Para determinar las rigideces de BC y de CD se igualan giros en B y en C. Para ello: 
 

 
k

AB
B 6

5500
  

 

 
BC

BC
B k24

1060 3
  

 
Igualando, resulta que 
 

 2510126 mkNkkBC   

 
Análogamente para el nudo C: 
 

 
BC

BC
C k24

1060 3
  

 

 
CD

CD
C k2

5,7250
  

 
Igualando resulta 
 

 25105,425,2 mkNkkCD   
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Problema 10.27 La viga continua de la figura 1 tiene una sección rectangular de ancho 1 y 
canto h. Dicha pieza sufre una variación térmica de valor t en su cara superior y –t en su cara 
inferior. Teniendo en cuenta la deformación por momento flector y por esfuerzo cortante, y 
tomando como incógnita hiperestática el momento flector en el apoyo intermedio, determinar y 
dibujar las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.27 

 
 
Solución 
 
La viga de la figura 1 está sometida a la variación de temperatura indicada. Dado que tt  1  y  

tt  2 , la curvatura debido a la variación térmica vale: 
 

 
h

tnt  2
  

 
Se tomará como incógnita hiperestática el momento flector en el apoyo B. Para determinarlo se 
descompone la viga continua en dos vigas simples: 
 

 
Fig. 2. Descomposición en vigas simples. 

 
 

 Pieza AB 
El giro en B debido a la temperatura vale: 
 

 






3

0

6
3

2

h

t

h

t
dsntnt

B

  

 
Las leyes de esfuerzos en la viga AB serán: 
 

 16
x

M
M B

f   

 

 
6

BM
Q   
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La energía elástica, por unidad de longitud, de AB vale: 
 

 

kGA

M

EI

xM

kGA

M

EI

xM

kGA

Q

EI

M
W

BB

BBf
AB

1

362

1

362

1

1

62

1

62

1

2

1

2

1

22
1

2

22
1

222


















 

 
 
El giro en B debido a los esfuerzos vale: 
 

   













6

0

6

0

1

2
1

1 6

21

3636 kGA

M

EI

M
dx

kGA

M

EI

xM
dx

M

W BBBB

B

AB
B  

 
El giro total en B vale: 
 

 
h

t

kGA

M

EI

M BBt
B

 6

6

2
  

 
 

 Pieza BC 
El giro en B debido a la temperatura vale: 
 

  
2

0

4
2

2

h

t

h

t
dsntnt

B

  

 

 14
x

M
MM B

Bf   

 

 
4

BM
Q   

 

 
kGA

M

EI
x

M
MW BB

BBC

1

42

11

42

1
22

1 












   

 
El giro en B debido a los esfuerzos vale: 
 

 





 




















 




  

kGA

M

EI

M

dx
kGA

M

EI
xMdx

M

W

BB

B
B

B

BC
B

43

4

1

16

1

4

1
1

4

0

4

0

1

2

11
 

 
 
El giro total en B vale: 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 10: Vigas continuas                                                                686                                       

 
h

t

kGA

M

EI

M BBt
B

 4

43

4




   

 
 
Igualando los giros en el apoyo B: 
 

 
h

t

kGA

M

EI

M BB 10

12

5

3

10
  

 
Como la sección es rectangular, 
 

 
6

5
k  

 
Sustituyendo 
 

 
h

t

GA

M

EI

M BB 10
5,0

3

10
  

 
Es decir: 
 

  hGEIh

t
M B 5,033,3

10





 

 
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos: 
 

 
Fig. 3. Leyes de esfuerzos: a)Ley de esfuerzos cortantes, b)Ley de momentos flectores. 
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Problema 10.28 La viga continua de la figura 1 está sometida a un incremento de 
temperatura de 30º en su cara superior y a un decremento de 10º en su cara inferior. 
 
Hallar las leyes de esfuerzos. (E = 30 000 MPa; canto = 60 cm; ancho = 30 cm; α = 10-5 ºC-1)  

 

 
Fig.1 Viga correspondiente al problema 10.28 

 
 
Solución 
 
El producto EI vale  
 

 2000162 mkNEI   
 
La variación térmica propuesta puede descomponerse en suma de dos: 
 

- Variación uniforme de temperatura de valor 
 

º10
2

1030



 

 
 Esta variación térmica no produce esfuerzos. 
 
 

- Incremento térmico de 20º en la cara superior y -20º en la cara inferior. Debido a que la 
variación térmica se supone lineal dentro de la sección, la curvatura térmica vale 

 

15
5

1067,66
6,0

20102202 





 m
h

nt   

 
 

Se descompone la estructura en vigas simples colocando los momentos hiperestáticos en 
los apoyos (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
Seguidamente se calculan los giros en B y C 
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 Giro en B de la pieza AB 
 

B
Bnt

B M
EI

M 55 1003,11067,166
3

5

2

5     

 
 
 
 
 

 Giro en B de la pieza BC 
 

CB
CBnt

B MM
EI

M

EI

M 555 1072,01044,110333,233
6

7

3

7

2

7   

 
  Igualando giros se obtiene la primera ecuación 
 
   40072,047,2  CB MM  

 
 Análogamente para el nudo C 
 

 Giro en C de la pieza BC 
 

CB
CBnt

C MM
EI

M

EI

M 555 1044,11072,01033,233
3

7

6

7

2

7   

 
 

 Giro en C de la pieza CD 
 

C
Cnt

C M
EI

M 55 1067,21033,433
3

13

2

13     

 
 Igualando giros se obtiene la segunda ecuación 
 
  66,66611,472,0  CB MM  

 
 Resolviendo el sistema: 
   
  mkNM B 83,120  
 
  mkNM C 04,141  

  
 En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores. 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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♣Problema 10.29 La estructura de la figura 1 está sometida a la carga uniformemente 
repartida que en ella se indica. Las rectas BG y GD representan dos tirantes de módulo de 
elasticidad el mismo que el resto de la estructura y de 6 cm2 de sección recta. Las restantes 
piezas de la estructura están formadas por una IPE 450. Determinar las leyes de esfuerzos en 
todos los puntos de la estructura. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 10.29 

 
 
Solución 
 
Para resolver la estructura se eliminan los tirantes y se colocan los efectos T1 y T2 que éstos 
ejercen sobre la estructura (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Sustitución de los tirantes por sus efectos 

 
 
Si H y V representan la proyección horizontal y vertical, respectivamente, de la suma vectorial 
de T1 y T2, se tendrá: 
 
    2121 9701,0cos TTTTH    
 
    2121 2425,0sin TTTTV    
 
Las fuerzas H y V se trasladan al punto A (figura 3) y seguidamente se resuelve la viga continua 
descomponiéndola en vigas simples (figura 4). 
 

 
Fig. 3 Viga continua con las cargas V y H desconocidas 
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Fig. 4 Descomposición en vigas simples 

 
Se hallan los giros en B de las vigas BC y BD 
 

 
EI

M

EI

p

EI

M

EI

p BBBC
B 6667,23333,21

3

8

24

83




  

 

 
EI

H

EI

V

EI

M

EI

M

EI

p DBBD
B 24

243

16

24

6

24

3

24

24

24 23




  

 
Igualando se obtiene la primera ecuación 
 

 033646667,103333,597 
EI

H

EI

V

EI

M

EI

M

EI

p DB  

 
 
De la misma forma, se hallan los giros en D de las piezas BD y DE 
 

 
EI

H

EI

V

EI

M

EI

M

EI

p DBBD
D 33684576   

 

 
EI

p

EI

M BDE
D 92   

 
Igualando se obtiene la segunda ecuación 
 

 
EI

H

EI

V

EI

M

EI

M

EI

p DB 336104585   

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 
 HVpM B 1985,0382,207,40   
 
 HVpM D 2206,06476,247,42   
 
El desplazamiento vertical del punto A vale: 
 

 

       

EI

H

EI

V

EI

p

EI

V

EI

M

EI

M

EI

p
v DB

A

088,159344,106

56,3481
48

24

16

24

16

24

384

245 3224
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El giro del punto A vale 
 

 
EI

H

EI

V

EI

p

EI

H

EI

M

EI

M DB
A 0221,62656,04,2

4

24

24

24

24

24
  

 
Se calculan seguidamente el desplazamiento vertical y horizontal del punto G en función de p, 
T1 y T2. 
 

   

EI

T

EI

T

EI

p
EI

TT

EI

TT

EI

p
vG

21

2121

5675,1084,3956,3481

9701,0088,152425,09344,106
56,3481










 

 
 
 
(a) 

 
         

 

 

EI

T
EI

T

EI

p

EI

TT

EI

TT
EI

TT

EI

p

EI

H
u AG

2

12121

21
3

4523,26

0638,262,7
3

9701,0)(279701,00221,63

2425,02656,03
4,23

3

3
3

















 

 

 
 
 
 
 
 
(b) 

 
           
Por otra parte, los alargamientos GD  y BG  de los tirantes DG y BG pueden obtenerse en 

función de vG y uG (figura 5). 
 

 
Fig. 5 Compatibilidad de movimientos en G 

 
 
Se puede escribir: 
 
  cossin GGGD uv   

           (c) 
 
  cossin GGBG uv   

           (d) 
 
y dado que 
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EA

GDT
GD


 1  

           (e) 
 

 
EA

BGT
BG


 2  

           (f) 
 
siendo A la sección de cada uno de los tirantes. 
 
Introduciendo (a), (b), (e) y (f) en (c) y (d) se obtiene el sistema de ecuaciones 
 

 
EA

T

EI

T

EI

T

EI

p 34,12
0788,239258,3405,320 121 

  

 

 
EA

T

EI

T

EI

T

EI

p 34,12
204,286034,1501,334 221   

 
y sustituyendo 
 

 mkNp 10  ; 26cmA     ;  474033 cmI   
 
se obtienen los valores de T1  y T2 
 
 kNT 6,1701   
 
 kNT 8,1702   
 
En la figura 6 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos 
 

 
Fig. 6  a) Ley de momentos flectores. 

                                  b) Ley de esfuerzos cortantes y reacciones. 
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Problema 10.30 En la estructura de la figura 1, la pieza E’D’ADE es una pieza metálica 
formada por un IPE 450. Asimismo, las piezas C’D’, CD y AB están formadas por el mismo 
material y la misma sección. Las piezas E’C’, C’B, BC y CE son tirantes de 2 cm2 de sección. 
 

 
Fig. 1. Viga continua correspondiente al problema resuelto 10.30 

 
 
Sobre la pieza recta horizontal actúa una carga uniformemente repartida vertical descendente 
de valor mkNp 3 . Determinar las leyes de esfuerzos en todas las piezas. 

 
-Módulo de Elasticidad del acero GPaE 210 . 
 
 
Solución 
 
La estructura es simétrica y por lo tanto para su resolución se trabajará únicamente con la mitad 
de ella (figura 2). 
 
Sean: 
 

:C  Movimiento horizontal del punto C. 

:CEL  Variación de longitud del tirante CE. 

:CBL  Variación de longitud del tirante CB (nótese que en la figura 2  21BBLCB  ) 

:A  Movimiento vertical tanto del punto A como del punto B (en la figura 2, 3BBA  ) 

:CET  Esfuerzo en el tirante CE. 

:BCT  Esfuerzo en el tirante CB. 

:F  Suma vectorial de los esfuerzos CBT  y BCT '  

 
En la figura 2 puede verse la composición de movimientos. 
 
Las ecuaciones de compatibilidad se obtendrán al igualar en los tirantes y en la viga los 
movimientos en C y en B. Por lo tanto, en primer lugar se obtendrán los valores de C  y de A  

en función de CET  y de CBT . 

 
 Nudo C. Valor de C  en función de CET  y CBT : 

 
Es fácil ver que 
 
  sinCCEL   
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es decir: 
 

 


sinC
CECE

E

LT
  

 

 
Fig. 2. Movimientos 

 
O sea: 
 

 



E

LT CECE
C sin
  

 
y como  kNE 00042  
 

 CEC T410973,1   

 
 Nudo B. Valor de A  en función de CET  y CBT : 

 
A partir de la composición de movimientos del punto B: 
 

 2113 sincos BBBBBB    

 
es decir: 
 

 



cos

tan CB
CA

L
  

 
Sustituyendo C  por el valor hallado antes, y teniendo presente que 

ELTL CBCBCB  , se obtiene 

 

 CBCEA TT 44 10143,710946,3    
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 Movimiento de los puntos B y C de la estructura reticular. 
 

Dado que 
 

 
 

IE

TT CECB
DC 3

3sinsin
3

3



  

 
es preciso conocer D . Para ello se estudia la viga ED AD’E’ (figura 3) sometida a las 
cargas que se indican: 

 

 
Fig. 3. Viga continua 

 
Para resolver la viga de la figura 3, se descompone en vigas simples (figura 4). 
 

 
Fig. 4. Descomposición en vigas simples. 

 
 
El giro en D del a pieza ED vale (positivo si horario): 
 

 
 
EI

p

EI

MED
D 24

7

3

7 3
1 




  

 
El giro en D de la pieza DD’ vale (positivo si horario): 
 

 
   

EI

T

EI

p

EI

M BCDD
D 16

24cos2

24

24

2

24 23
2' 










   

 
Igualando y teniendo presente que   sinsin321 CECB TTMMM   se 

obtiene: 
 
 55,12331,21  CETM  

 
55,12345,0683,22  CEBC TTM  

  
 A partir de estos valores, se obtiene: 
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EIEI

TCE
D 24

73

3

755,12331,2 3



  

 

 y teniendo en cuenta que 285470 mkNEI   resulta 
 

  44 1063,341076,0   CED T  

 
 y por tanto: 
 

  

 

44

4
3

109,1031045,3

10136,1
3

3sinsin
3












CE

BC
CEBC

DC

T

T
EI

TT 


 

 
 Igualando este valor al obtenido previamente se obtiene la primera ecuación: 
 

  0109,10310423,510136,1 444  
CEBC TT  

 
 Por otra parte, la flecha en A de la viga continua vale: 
 

  

 

444

342
2

106,5731057,41009,9

48

24cos2243

384

5

8

24

 












CEBC

BC
A

TT

EI

T

EIEI

M 


 

 
 Igualando este movimiento al obtenido previamente se obtiene: 
 

    06,573516,8233,1610 4 
CEBC TT  

 
 lo cual constituye la segunda ecuación. 
 
 Resolviendo el sistema: 
 
  kNTBC 78,22  

 
kNTCE 144,23  

 
 En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores. 
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Fig. 5. Ley de momentos flectores 
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Problema 11.1 Dado el pórtico de la figura 1, hallar: 
 

1. Reacciones. 
2. Ley de momentos flectores, esfuerzos cortantes y axiles. 

 
 

Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.1 
 
 
Solución 
 
La estructura es intraslacional y por lo tanto puede descomponerse en dos vigas simples con los 
apoyos fijos (figura 2). El valor del momento hiperestático en B se obtendrá estableciendo la 
igualdad de giros 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
 

 
EI

M BAB
B 3

4
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EIEI

M BBD
B

11,111

3

6



  

 
Igualando 
 
 mkNM B 33,33  
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones. 
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos y reacciones 
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Problema 11.2 Determinar la ley de momentos flectores en el marco triangular equilátero 
sometido a la carga vertical que se indica en la figura 1. Sólo se considera la deformación de 
flexión. Todas las barras tienen una rigidez EI . 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.2 

 
 
Solución 
 
Al ser la estructura intraslacional, puede descomponerse en vigas simples de apoyos fijos. 
Además, dado que hay simetría, el giro en el nudo superior es nulo. La única incógnita 
hiperestática es por tanto el giro en B y su valor se obtendrá igualando el giro en B en las piezas 
CB y BB’ (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 
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EI

LM BBC
B 4

  

 

 
EI

LF

EI

LM BBB
B 162

2
'   

 
Igualando: 
 

 LF
LF

M B 08333,0
12

  

 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores. 
 

 
 

Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.3 Hallar la ley de momentos flectores y la deformada del pórtico de la figura 1. 
No se consideran deformaciones axiles. Todas las barras tienen una rigidez EI . 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.3 

 
 
Solución 
 
Al ser el pórtico intraslacional puede descomponerse en vigas simples con apoyos fijos. 
Además, al ser simétrico los giros y los momentos en B y B’ serán iguales y de sentido 
contrario. El momento hiperestático MB se obtendrá de imponer la igualdad de giros en B (figura 
2). 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 
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EI

LM BAB
B 3

  

 

 
EI

LF

EI

LM BBB
B 8

3

2

2 2
' 


  

 
Igualando: 
 

 FLFLM B 28125,0
32

9
  

 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Deformada 
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Problema 11.4 Un marco rectangular de rigidez constante a lo largo del mismo 
2410 mkNEI  , está sometido a las fuerzas que se indican en la figura 1. 

 

 
Fig.1 Marco correspondiente al problema 11.4 

 
 
SE PIDE: 
 

1. Calcular la ley de momentos flectores. 
2. Calcular los corrimientos de los puntos centrales de los dinteles superior y inferior. 
3. Dibujar la deformada del marco. 

 
 
Solución: 
 
La estructura es intraslacional y por lo tanto puede descomponerse en vigas simples con apoyos 
fijos. Además, es simétrica. Los momentos en A y B se obtendrán de la igualación de giros 
(figura 2). 
 

 El giro en A de las dos barras que concurren al nudo vale 
 

EIEI

M AAA
A

105

2

4' 


  

 

EI

M

EI

M BAAB
A 6

8

3

8 
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Fig. 2 Descomposición en vigas simples. 

 
 Igualando: 
 
 105333,1667,4  BA MM  
 

 El giro en B de las dos barras que concurren en el nudo vale 
 

EI

M

EI

M ABAB
B 6

8

3

8 



  

 

EI

M BBB
B 2

4' 
  

 
 Igualando: 
 
  0667,4333,1  BA MM  
 
Resolviendo el sistema 
 
 mkNM A 5,24    mkNM B 7  
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En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 Flecha máxima en BB’ y en AA’  

 

cmBB 14,0'
max   

 

cmAA 79,0'
max   

 
 En la figura 4 puede verse representada la deformada 
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Fig.4 Deformada 
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Problema 11.5 En la estructura de la figura 1, el producto EI vale 20002 mkNEI  . 
Hallar: 
 

 Momento en B 
 Giro en B 
 Reacción horizontal en A 
 Reacción vertical en A 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.5 

 
 
Solución 
 
Al ser la estructura intraslacional se descompone en vigas simples sobre apoyos fijos (fig. 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
Los giros en B de las piezas AB y BC valen 
 

 
EI

MAB
B 3

24
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EI

M

EI
BC
B 3

24

24

2415
3

  

 
Igualando se obtiene  
 
 mkNM 30  
 
Sustituyendo en los giros 
 

 rdnB 0283,0
00023

2430





  

 
Las reacciones en A valen 
 
 kNVA 30  
 
 kNH A 5,37  
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Problema 11.6 Determinar y dibujar los momentos flectores en la estructura de la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.6 

 
 
Solución 
 
Se igualarán los giros en O de las distintas barras que concurren al nudo. 
 

 
EIEI

M OA
OA 48

670

4

6 3
  

 

 
EI

M OB
OB 3

71,6
  

 

 
EI

M OC
OC 4

3
  

 
  
 OCOBOA MMM 75,024,23155,1   

 
Además 
 
 0 OCOBOA MMM  

 
y resolviendo 
 
 mkNM OA 6,152  ; mkNM OB 35,38  ; mkNM OC 3,114  

 
 
En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de momentos 
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Fig. 2 Ley de momentos flectores 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    714 
 

Problema 11.7 En el pórtico de la figura 1, todas las piezas tienen la misma inercia. Mediante 
la descomposición en vigas simples hallar: 

 Ley de momentos flectores en el soporte izquierdo. 
 Ley de esfuerzos cortantes en el soporte derecho. 

 
Fig 1 Pórtico correspondiente al problema 11.7 

 
Solución 
 
El pórtico es intraslacional y tres veces hiperestático. Se descompondrá en vigas simples sobre 
apoyos fijos (figura 2 ) tomándose como incógnitas hiperestáticas los momentos en B y C.  
 

 
Fig .2  Descomposición en vigas simples 
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La carga  mkNp 30  se descompone en su componente normal a la barra BC y en su 

componente tangencial (no dibujada en la figura 2 ). La componente normal 'p  vale 
 

 mkNpp 27cos' 2    
 
Los giros en B valen: 
 

EI

M

EI

M BBAB
B 75,0

4

3
  

 
 

 
EIEI

M

EI

M

EIEI

M

EI

M CBCBBC
B

1
5759,3552705,00541,1

24

1623,327

6

1623,3

3

1623,3 3








 








 
Igualando: 
 
 5759,3552705,08041,1  CB MM  

 
Los giros en C valen 
 

 
5759,3552705,00541,1

24

1623,327

3

1623,3 3








EI

M

EI

M

EIEI

M BCCBC
C  

 

EI

M

EI

M CCDC
C 2361,2

3

7082,6



  

 
Igualando: 
 

5759,352902,352705,0  CB MM  

 
Con lo cual el sistema de ecuaciones queda: 
 
 5759,3552705,08041,1  CB MM   

 
 5759,352902,352705,0  CB MM  

 
Resolviendo 
 
 mkNM B  3736,17  
 
 mkNM C  02971,8  

 
En la figura 3  puede verse representada la ley de momentos flectores y cortantes. 
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Fig. 3  Flectores en AB y cortantes en CD 
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Problema 11.8 Dada la estructura de la figura 1, hallar: 
1. Reacciones 
2. Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.8 

 
Solución 
 
Al ser la estructura intraslacional se descompone en vigas simples de apoyos fijos. Se tomará 
como incógnita hiperestática el valor del momento en B (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
La fuerza de kN8  se descompone en su componente normal F y en su componente tangencial 
(no dibujada en la figura 2). 
 
 kNF 8,4sin8    
 
Los giros en B valdrán 
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EI

M

EI
BAB

B 3

863,17
  

 

 
EI

M BBC
B 3

6
  

 
Igualando giros: 
 
 mkNM B 78,3  
 
La reacción vertical en A se obtiene tomando momentos en C: 
 
 01082  AV  
 
 kNVA 6,1  
 
La reacción horizontal en A se obtiene tomando momentos en B para toda la pieza AB: 
 
   08,4cos828,48  AAB HVM   
 
Es decir: 
 
 kNH A 013,6  
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones. 
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos y reacciones 
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Problema 11.9 En la estructura de la figura 1, determinar las leyes de esfuerzos utilizando el 
teorema de Castigliano. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.9 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática la reacción horizontal en B. Con el criterio de ejes 
representado en la figura 2 las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

    
2

sin6
sincos16

2 sp
sHVsM

B

Af


  

 

    HsVsM C
Bf  sin6cos8   

 

 
Fig. 2 Ejes locales 

 

 sins
H

M B
Af





 

 

  sin6 s
H

M C
Bf





 

 
El movimiento horizontal de C es cero: 
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 0








  ds

H

M
Mds

H

M
Mu

C

B

C

BfC

Bf

B

Af
B

A

B

AfC  

 
Sustituyendo en las integrales los valores de los momentos flectores y de sus derivadas se 
obtiene 
 
 kNH 375,9  
 
La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 3 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.10 Hallar la ley de momentos flectores cortantes y axiles en la estructura que se 
representa en la figura 1 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.10 

 
Solución 
 
La estructura es intraslacional y puede descomponerse en vigas simples (figura 2) 
 

 
Fig. 2 descomposición en vigas simples 

 
El giro en A vale 

igualesSon

EI

aM

EI

aM
EI

aM

EI

Fa

BAAB
A

AAA
A














6

2

3

2
216

2 2
'




 

 
El giro en B vale: 

igualesSon

EI

aM
EI

aM

EI

aM

BBB
B

BAAB
B














2

3
3

2

6

2

'
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Igualando giros se obtiene el sistema de ecuaciones: 
 

 







09714,12357,0

125,02357,09714,0

BA

BA

MM

aFMM
 

 
 aFM A 1325,0  
 
 aFM B 0158,0  
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 
En la figura 4 se representa la ley de cortantes. 
 

 
Fig. 4 Ley de cortantes 

 
 
Del equilibrio del nudo A (fig. 5) se obtienen los axiles en AA’ y AB 
 

 
Fig. 5 Equilibrio del nudo A 
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Equilibrio del nudo A 
 
 FN 1484,11   
 
 FN 5191,12   
 
En la figura 6 se representa la ley de esfuerzos axiles. 
 

 
Fig. 6 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.11 Utilizando la descomposición en vigas simples, determinar las leyes de 
esfuerzos en la estructura de la figura 1. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.11 

 
 
Solución 
 
Dado que la estructura es simétrica, bastará con igualar giros en el punto B 
 
 

 
Fig.2 Descomposición en vigas simples. 

 
Los giros en el punto B de cada barra valen: 
 

IE

M

IE
AB
B 3

10

24

1020 2
3




  

IE

M

IE
BB
B 2

20

24

2020 1
3

' 



  

IE

MBC
B 3

83   

 
Igualando se obtiene: 
 

312 83020000102500 MMM   
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que juntamente con 0321  MMM , permite obtener los valores de los momentos 

en B 
 

kNmM 9,6121   kNmM 29,4112   kNmM 61,2013   

 
Los esfuerzos cortantes se obtendrán a partir del equilibrio de cada una de las barras 
(figura 3) 

 
Fig.3 Esfuerzos cortantes en barras 

 
Para obtener los esfuerzos axiles, se realiza el equilibrio de fuerzas en el nudo B (figura 
4): 
 
 Suma de fuerzas horizontales igual a cero: 

0
2

2
2,25

2

2
31  NN  

 Suma de fuerzas verticales igual a cero 
 

0
2

2
2,2520013,141

2

2
3 N  

 
Resolviendo se obtiene 
 

kNN 71,3761   kNN 55,5073   

 
 

 
Fig.4 Equilibrio de fuerzas en el nudo B 

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    726 
 

Con los valores anteriores se pueden dibujar las leyes de esfuerzos (figuras 5,6 y 7) 
 

 
Fig.5 Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig.6 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig.7 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.12 Mediante la descomposición en vigas simples, determinar las leyes de 
esfuerzos de la estructura de la figura 1. Todas las piezas tienen la misma inercia. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.12 

 
Solución 
 
 En la figura 2 puede verse la descomposición en vigas simples. 
 

 
Fig.2 Descomposición en vigas simples 

 
 
El giro en B  para cada una de las piezas vale: 
 

IEIE

M BAAB
B 24

615

3

6 3
  

IEIE

M BCBC
B 24

515

3

5 3
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IE

M BDBD
B 3

4
  

 
Igualando giros: 
 
 kNmM BA 92,61  

 kNmM BC 56,53  

 kNmM BD 36,8  
 
A partir de los valores anteriores, se dibujan las leyes de esfuerzos (figura 3) 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.13 La estructura de la figura está sometida a un incremento de 
temperatura t . El módulo de elasticidad, la inercia y el coeficiente de dilatación lineal 
son las mismas en todas las barras. Hallar las leyes de esfuerzos. 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.13 

 
 
Solución 
 
Debido a la variación térmica el punto A se desplazará hacia la derecha una cantidad 
 

Au a t  

 
Separando el cuadrado de las piezas AO  y '' AO , se obtiene la deformada que se 
representa en la figura 2 
 
 

 
Fig.2. Deformada debido a la variación térmica 

 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    730 
 

 
Fig.3. Descomposición en vigas simples 

 
Descomponiendo el cuadrado en vigas simples (figura 3) e igualando giros: 
 

16
:

2

216
'

2

aF
MIgualando

IE

aM
IE

aM

IE

aF

BB
B

BC
B



















 

 
La flecha en A vale: 
 

IE

aF

IE

aM

IE

aF

384

5

848

323

  

 

y como  ta
2

3
  , resulta: 

 

22
2,115

5

576

a

tIE

a

tIE
F


  

a

tIE
M


2,7  

 
La ley de momentos flectores puede verse representada en la figura 4 
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Fig.4.Ley de momentos flectores 
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Problema 11.14 En la estructura de la figura 1, la barra BC tiene inercia infinita. La 
inercia de las barras AB y CD vale 4008,0 m , siendo su módulo de elasticidad 

GPaE 30 . En el punto B actúa una fuerza horizontal F  de valor desconocido. 
Experimentalmente se ha podido medir el movimiento horizontal del punto B, siendo su 
valor mmuB 2 .  
Hallar: 

- Leyes de esfuerzos en las barras BA y CD 
- Reacciones 
- Valor de la fuerza F  
- Giro en los puntos B y C 

 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema resuelto 11.14 

 
 
Solución 
 
El producto IE  vale 
 

24 000.240008,030 mkNmPaGIE   
 
El centro de giro de la barra BC  será el punto O (figura 2) 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    733 
 

 
Fig.2 Deformada de la estructura 

 
 
De acuerdo con la figura 2 y recordando que la pieza BC  es infinitamente rígida, los 
giros B  y C  de los nudos B y C serán iguales y valdrán: 

 

14

 
OBCB  

 
Asimismo: 
 

33 103429,01021714,01714,0
1014

  


AB

AB
BB L

 

33 103143,01021571,01571,0
18,11

958,0

14
  


CD

CD
CC L
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Por otro lado, el giro de una viga biapoyada de longitud L con un momento en un 
extremo vale 
 

IE

LM

3
  

 
Es decir, 
 


L

IE
M

3
  

 
Por lo tanto 
 

mkN
L

IE
M B

AB
BA 7,24103429,0

10

24000033 3 


   

mkN
L

IE
M C

CD
CD 18,19103143,0

18,11

24000033 3 


   

 
Los cortantes en las piezas AB y CD valdrán 
 

kN
L

M
Q

AB

AB
AB 47,2

10

7,24
  

kN
L

M
Q

CD

CD
CD 72,1

18,11

18,19
  

 
Para obtener el valor de F se toma momentos de toda la estructura respecto al punto O: 
 

ODQOAQFOB CDAB   

6,2472,12447,214 F  
 
Es decir: 
 

kNF 26,7  
 
Los giros en los puntos B y C valdrán 
 

rdnCB
3101429,0

14

002,0

14


  

 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse representadas las reacciones y las leyes de esfuerzos 
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Fig.3 Ley de momentos flectores y reacciones 

 
 

 
Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.15 En la estructura de la figura 1 se produce un descenso de 2 cm. en su 
extremo B sin giro. 
 
Se pide: 
 

1. Ley de momentos flectores. 
2. Ley de esfuerzos cortantes. 
3. Ley de esfuerzos axiles. 
4. Movimientos del punto C. 

 

Se tomará 24102 mkNEI  . 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.15 

 
 
Solución 
 
Un descenso de 2 cm en el apoyo B puede descomponerse en : 
 

a) Un descenso de 1 cm. en ambos apoyos A y B. 
b) Un levantamiento de 1 cm. en A y un descenso en B. 

 
El caso a) es simétrico y óbviamente no produce ningún esfuerzo. El caso b) es antimétrico y 
puede modelizarse como se indica en la figura 2 con un descenso de 1 cm. en el punto C. El 
movimiento en dirección perpendicular a AC vale 
 

 cm
cm

667,1
cos

1



  

 
Este movimiento está producido por una fuerza F de valor 
 
 RRF 6,0cos    
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Fig. 2 Movimientos y fuerzas en C 

 
Dado que 
 

 
 

mcm
F

EI

ACF 2
4

3

10667,1667,1
1023

125

3



  

 
Despejando F 
 
 kNF 8  
 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores, cortantes y axiles. 
 

 
 

Fig. 3 Leyes de esfuerzos. a) Momentos flectores. b) Esfuerzos cortantes. c) Esfuerzos axiles. 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    739 
 

 
Por lo que respecta a los movimientos del punto C, es claro que el movimiento vertical es 
descendente y vale 1 cm. Por l oque respecta al giro, puede obtenerse a partir del a figura 2: 
 

 
rdn

EI

ACF
C 005,0

1022

258

2 4

2
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Problema 11.16 Determinar la ley de momentos flectores en el marco triangular sometido al 
momento Mo que se representa en la figura 1. No se consideran las deformaciones de cortante 
ni de axil. Todas las barras tienen una rigidez EI . 
 

 
Fig. 1 Marco triangular correspondiente al problema 11.16 

 
 
Solución 
 
La estructura es intraslacional por lo cual puede descomponerse en vigas simples con apoyos 
fijos. Además, por antimetría, el momento en B es nulo y el momento en el punto medio de AC 
vale 2oM . Igualando los giros en A (figura 2) se obtendrá el valor del momento hiperestático 

MA. 
 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
 
El giro en A de AB y AD vale 
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EI

LM AAB
A 3

  

 

 
    

EI

LM

EI

LM oAAD
A 6

22

3

2
  

 
Igualando se obtiene 
 

 
12

o
A

M
M   

 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y la deformada. 
 

 
Fig. 3  a) Ley de momentos flectores. b) Deformada 
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Problema 11.17 En la estructura, cuya forma, dimensiones y cargas se indican en la figura 1 

y en la que el producto EI  de las barras horizontales vale 2510 mkN   y el EI  de las barras 

verticales 25102 mkN  . 
 
Se pide: 
 

1. Ley de momentos flectores. 
2. Giro relativo entre las secciones en contacto con la rótula A. 
3. Movimiento relativo entre los puntos A y F. 
 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.17 

 
 
Solución 
 
La estructura es intraslacional y puede, por tanto, descomponerse en vigas simples con apoyos 
fijos (figura 2). Por otro lado, el cortante en A vale kN50 , por lo que el momento en B valdrá 
 
 mkNM B 200504   
 
Se calculan los giros en C 
 

       EIEI

M

EIIEIE

M

IE
CCBC

C

33,133333,133,213

26

8200

23

8

224

820 3







  

 

 
EI

M

EI
CCC

C 2

8300'   
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Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
Igualando: 
 
 mkNM C 25,71  

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores: 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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El giro relativo entre las dos secciones de A valdrá 
 

     rdn
EI

ds
EI

MB

A

F
BA 01,0

1
40083,10022 








   

 
Los puntos A y F se acercarán. Se obtendrá el movimiento del punto A y posteriormente el de F. 
 

   m
EIEIEI

edescendentsentido BA 0147,0
32,40367,0661

4
3

450 3




   

 

   0,00082F sentido ascendente m   

 
Por tanto el acercamiento entre A y F valdrá 
 
 0,0147 0,00082 0,01552AF metros     
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♣Problema 11.18 La estructura de la figura 1 está compuesta por las siguientes piezas: 
 

 Las rectas AD y DC representan un tirante único ADC. 

 La pieza ABC es un perfil metálico IPE- 450 ( 474033 cmI  ) 

 La pieza BD es infinitamente rígida, y sobre el punto D desliza libremente el tirante 
ADC 

 
La sección del cable es tal que el momento flector en el punto B de la viga BC es la mitad del 
que tendría si no hubiera cable. 
 
Sobre la pieza ABC actúa una carga normal a la pieza, uniformemente repartida y con sentido 
descendente, de valor mkNp 12 . 
 
En un determinado momento de la vida de la estructura, y al comprobar que los cables se 
encuentran en deficiente estado de conservación, se decide colocar un apoyo en C y a 
continuación eliminar el cable ADC. 
 
HALLAR: 
 

 Ley final de momentos flectores en la estructura. 
 Giro final del punto B (se supondrá E = 210 GPa). 

 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.18 

 
 
Solución 
 
Si T es el esfuerzo axil en el tirante, el momento flector en B de la pieza BC vale (figura 2). 
 

 TT
p

M fB 9612,1600sin10
2

102




   

 

 
 

Fig. 2 Incógnita hiperestática. 
 
 
De cumplirse que 
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2

600
fBM  

 
es decir: 
 
 kNT 153  
 
El efecto, en los momentos flectores de la estructura, del hecho de quitar los cables es 
equivalente a colocar un apoyo en C y una fuerza horizontal H en D de valor (ver figura 3) 
 
   TTH 031897,0coscos    

 
Fig. 3 Estructura sin cables 

 
lo cual equivale a la estructura de la figura 4 con 
 

 kNmFHM BD
fB 76,9031897,022   

 

 
Fig. 4 Viga continua sin tirantes 

 
Igualando giros en B se obtienen los valores de los momentos flectores en B. 
 

 mkNM BA
fB 1,6  

 

 kNmM BC
fB 66,3  

 
En la figura 5 puede verse representada la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 5 Ley de momentos flectores 
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El giro final del punto B  valdrá (positivo si antihorario): 
 

rdn
EIEIEIB

3
3

1005,7
2,499

3

66,303

24

612 
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Problema 11.19 La pieza de la figura 1 tiene todas sus barras de sección constante con 
2410 mkNEI   y coeficiente térmico 14 º10  C . Se somete toda ella a un aumento de 

temperatura de 60ºC. 
 

 
 

Fig. 1 Marco correspondiente al problema 11.19 
 
SE PIDE: 
 

1. Ley de momentos flectores. 
2. Reacciones en los apoyos. 

 
Solución 
 
Por simetría, los cuatro vértices tendrán giro nulo. En la figura 2 puede verse la deformada de la 
estructura. 

 
Fig. 2 Deformada del marco 

 
 
El desplazamiento   valdrá 
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 mt 44 10240601044     
 
En la figura 3 se ha aislado la barra DC. Aparecen las incógnitas hiperestáticas F y M, las cuales 
se obtendrán imponiendo las siguientes condiciones: 
 

- Giro en D nulo. 
- Movimiento de D en dirección normal a DC igual a  . 

 
Fig. 3 Fuerza y momento en el punto D de la pieza DC 

 

0
2

2

2 2












EI

aM

EI

a
F

D  

 

 
EI

aM

EI

a
F

uD 23

2

2
2

3











   

 
Resolviendo el sistema: 
 
 kNF 64,63  
 
 kNmM 90   
 
En la figura 4 puede verse representada la ley de momentos flectores  
 

 
Fig. 4 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.20 En el punto A  de la estructura de la figura 1 tiene un descenso de apoyo de 
valor  . Considérese también un incremento térmico de valor  t   en todas las barras. Se desea 
hallar la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.20 

 
Solución 
 
Se toma como incógnita hiperestática el axil en BC. 
 

 
 

Fig. 2 Movimientos de los nudos 
 
 

a) Descenso de apoyo en A 
 

La proyección sobre BC de los movimientos totales en B debe ser igual a 2  (figura 2) 
 De esta forma, la ecuación de compatibilidad se escribe 
 
  21 2cossin    
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 Por otro lado, separando las piezas AB, BC y CD (figura 3) se tiene: 
 
  2cos1 NF   
 

 
Fig. 3 Fuerzas en las distintas barras 

 
Por otro lado: 

   

  
 

EI

N

EI

N

EI

LF AB 89,17
3

202cos

3

33
1

1 








 

 

  
EI

N

EI

LN CD 62,100
3

3

2 


  

 
 Introduciendo estos valores en la ecuación de compatibilidad 
 

  
EI

N

EI

N
62,1002cos89,17sin    

 
 Es decir: 
 
  EIN 004016,0  
  

b) Variación térmica 
 

Los alargamientos de cada barra debido a la temperatura valen 
 

  ttLABAB  20  

 

  ttLBCBC  20  

 

  ttLCDCD  45  
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Fig. 4 Movimientos de los nudos 

 
En el punto B de la barra AB (figura 4) se producirá además un desplazamiento 
perpendicular a AB y de valor 2 . 
La ecuación de compatibilidad se escribe: 
 

  BCAB  














  2cos2

2
cos 12  

 
Si  N es el esfuerzo axil en la barra BC (esfuerzo de compresión) se tendrá (figura 5) 

 
2cos1 NF   

 

 
Fig. 5 Fuerzas en las barras 

 
 
Por otro lado: 
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EI

N

EI

LF AB 89,17
3

3
1

1   

 

  
EI

N

EI

LN CD 62,100
3

3

2   

 
Introduciendo estos valores en la ecuación de compatibilidad 
 

  t
EI

N
t

EI

N  202cos89,172sin2062,100 



   

 
Es decir: 
 
  EItN 0723,0  
 
Conocidos los valores de N es inmediato dibujar las leyes de momentos flectores. 
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Problema 11.21 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.21 

 
Solución 
 
Se aísla la barra BC (figura 2). 
 
 

 
Fig. 2 Barra BC aislada 

 
 Tomando momentos respecto a B: 

 

pQ

pQpQ

56,0

56,0
2

4
4472,4

1

22




 

 
 Equilibrio en la línea de acción BC 

 
pNNpNN 79,10sin4 2121    

 
 Las barras AB y CD estarán sometidas a las fuerzas indicadas en la figura 3: 
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Fig. 3 Fuerzas en las barras inclinadas 

 
 
  pNQNF 447,06,02sin2cos 11    
 

Es preciso establecer una relación entre el desplazamiento de C y el desplazamiento de 
B. Se puede proceder de dos formas. 
 

a) Por la inextensibilidad de BC se tendrá (fig.4) 
 

CB  2cos  

 

CB 6,0  

 

 
 

Fig. 4 Desplazamientos de B y C 
 
 

b) Utilizando el centro de rotación de la barra BC (figura 5) 
 

OBB L  
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OCC L  

   
  y por tanto, como    es el mismo 
 
   CB 6,0  

 

 
Fig. 5 Centro de rotación de la barra BC 

 
 En la barra AB el desplazamiento en B vale 

 

   pN
EIEI

pN

EI

LF AB
B 33,1389,17

1

3

44,89447,06,0

3 1
1

3




  

 
 

 En la barra CD el desplazamiento en C vale 
 

EI

N

EI

LN CD
C

2
3

2 62,100

3
  

  
 y como    pNNCB 86,100734,106,0 21   

 
 El sistema de ecuaciones será 
 
  pNN 79,121   
 
  pNN 86,100734,10 21   
 
 que resuelto proporciona los valores de 1N  y  2N  
 
  pN 69,11   
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  pN 1,02   
 
 El valor de la figura F que actúa en B de la barra AB vale 
 
  ppNF 567,0447,06,0 1   
 
 Las leyes de momentos pueden verse representadas en la figura 6 
 
 

 
Fig. 6 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.22 En la estructura representada en la figura 1 la pieza BD representa un 
tirante. Se pide determinar la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.22 

 
 
Solución 
 
Se separan las piezas BC y CD (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Fuerzas en las piezas BC y CD 

 
 
Tomando momentos respecto a B del conjunto BCD se determina V3 
 

 pVVp 5,7015
2

15
33

2
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y por equilibrio: 
 
 pV 5,71   
 

 Por equilibrio de cada una de las barras: 
 

pVpV 5,210 12   
 
   óncomprobacipVpV 5,75 23   

 
 Tomando momentos respecto a B en la barra BC 

 

pHHpV 505
2

10
10

2

2   

 
 Se comprueba el valor de H tomando momentos respecto a D en la barra CD 

 

 óncomprobacipHHpV  505
2

5
5

2

2  

 
En los pilares AB y DE se tendrán las fuerzas que se indican en la figura 3 
 
 

 
Fig. 3 Fuerzas en los pilares 

 
El movimiento de B de la barra AB valdrá 
 

 
  3

3

8

EI

TH
B


  

 
El movimiento en D de la barra DE valdrá 
 

 
 

EI

TH
D 3

83
  

 
El alejamiento de B respecto a D vale 
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EI

TH

EI

TH
BD





 33,341

3

8
2

3

  

 
El alejamiento de B respecto a D en el tirante vale   
 




E

T
BD

15
  

 
Igualando: 
 

  
E

T
TH

EI

1533,341
  

 
Es decir: 
 

 p
II

H
I

H
T




043945,01

5

043945,011533,341

33,341








  

 
A partir de este valor se pueden hallar las leyes de momentos flectores. 
 
Para obtener  las leyes de cortantes y axiles, obsérvese la figura 4. A partir de dicha figura y por 
equilibrio se obtiene 
 

 pHVQ BC
C 472,4sincos2    

 pHVQ BC
B 472,4sincos1    

 pHVN BC
C 354,3cossin2    

pHVN BC
B 826,7cossin1    

   pVHQCD
C 77,145cos2   

   pVHN CD
C 3,545cos2   

   pHVQCD
D 77,145cos3   

   pHVN CD
D 84,845cos3   

 
 

 
Fig. 4 Cortantes y axiles en las barras inclinadas 
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En la figura 5 se dibuja la ley de momentos flectores y en la 6 las leyes de cortantes y de axiles 

  
Fig. 5  Ley de Momentos flectores 

 
.  

 
Fig. 6 Leyes de cortantes y axiles 
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Problema 11.23 Determinar las leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes, así como 
el movimiento del punto A en la estructura que se representa en la figura 1. 
 

 
Fig. 1 estructura correspondiente al problema resuelto 11.23 

 
 
Solución 
 
La reacción horizontal en B es nula, mientras que las reacciones verticales valen 
 
 2' FVV BB   
 
Por lo tanto, el cuadrado CDC’A , considerado de forma aislada, estará sometido a las fuerzas y 
momentos que se indican en la figura 2. Dicho cuadrado puede descomponerse en su parte 
antimétrica y en su parte simétrica (figura 2). 
 

 
Fig.2 Simetría y antisimetría 

 
 Análisis de la parte antisimétrica 

 
Por simetría respecto a un eje vertical que pasa por A y D el giro en A y en D es nulo. 
Por antimetría respecto a un eje horizontal que pasa por C y C’ sucede que el 
movimiento horizontal de C respecto a C’ es nulo, por lo que también serán nulos los 
movimientos verticales de A y D. Por lo tanto, las cuatro barras se comportarán de la 
misma forma. Eligiendo una cualquiera de ellas, por ejemplo la CD, se tendrá el 
esquema de cálculo que se indica en la figura 3. 
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Fig. 3 Comportamiento de la viga CD 

 
 
Por equilibrio de momentos se obtiene FH 375,1  

 
 Análisis de la parte simétrica 

 
Por simetría respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical los giros en cada 
uno de los vértices serán nulos. Además, el movimiento vertical de A y D será igual al 
movimiento horizontal de C y C’ (ver figura 4 a)). Al igual que antes, el 
comportamiento de cada una de las cuatro barras será el mismo. En la figura 4 b) puede 
verse el comportamiento de CD.  
 

 
Fig4  a) Deformada.  b) Barra CD 

 
 
Por equilibrio de momentos,  FM 375,0'  
 
En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores, cortantes y 
axiles. 
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Fig5 Ley de momentos flectores y de esfuerzos cortantes 

 
 
A partir de los resultados anteriores se obtiene el desplazamiento vertical del punto A. 
 

  edescendent
EI

F
A

144
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Problema 11.24 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.24 

 
Solución 
 
La estructura es intraslacional y simétrica respecto a un eje vertical. 
Se descompone la estructura en vigas simples (figura 2). 

 
Fig. 2 Descomposición en vigas simples 

 
Se calculan los giros: 
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EI

aM

EI

aM
EI

aM

EI

ap

EI

aM

EI

apa

CD
C

BC
C

6

2

3

2
2

3

16

27

2

3

16

33

21

1
3

1
2




= 

 
Igualando ambos giros se obtiene la primera ecuación 
 

 2
21 6875,13333,01667,2 paMM   

  

 
















EI

aM

EI

ap
EI

aM

EI

aM

AD
D

DC
D

2

3

24

3
3

2

6

2

2
3

21




Igualando: 

 

 2
21 125,11667,2333,0 paMM   

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 

 2
1 716,0 paM   

 

 2
2 42,0 paM   

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores. 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.25 En la estructura hexagonal (regular) que se representa en la figura 1, 
determinar el valor del momento flector en el punto A. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.25 

 
 
Solución 
 
La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical. Cortando por 
ambos ejes, la estructura se reduce a la dibujada en la figura 2 
 

 
Fig. 2 Estructura descompuesta y ejes locales 

 
Las leyes de momentos flectores se escribe: 
 

   Msa
pa

A

B
M f 

4
 

 
2

2

2

2







 


s

a
p

Msa
pa

M
C

Bf  
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El momento hiperestático M se determinará imponiendo la condición de que el giro en A sea 
cero: 
 

 
EI

ds
M

EI

ds
M

C

B

a

f

B

A

a

fA  
2

00

0  

 
es decir, 
 

 2

36

7
paM   
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Problema 11.26 Determinar la ley de momentos flectores en la estructura de la figura 1. 

 
Fig. .1 Estructura correspondiente al problema 11.26 

 
Solución 
 
Se estudiarán diversas alternativas de solución 
 

a) Utilizando las fórmulas de Navier-Bresse 
 

Al ser la estructura simétrica respecto a un eje vertical, los giros de A y B son nulos. Por 
tanto, se corta por A y B quedando la media estructura indicada en la figura 2. Las 
incógnitas hiperestáticas H y M se obtendrán de imponer las dos condiciones: 
 

- Movimiento horizontal de B igual a cero 
- Giro de B igual a cero 

 

 
Fig. 2 División de la estructura y ejes locales 
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 Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

  
     45cos

2

45cos 2

saHM
sa

pM
C

Bf 


  

 

    MsaHs
a

apM
C

Af 





  45cos245cos

2
45cos  

 El movimiento horizontal del punto B se escribe 

  
   

0/)0147314,041421,133333,1(

45cos245cos

423

00

1



 
EIpaMaHa

EI

ds
saM

EI

ds
saMu

C

A

a

f

C

B

a

fB  

 
 El giro de B vale    

 0/)0833333,024142,1( 32

00

  EIpaMaHa
EI

ds
M

EI

ds
M

C

A

a

f

C

B

a

fB  

 
 Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
   
  paH 1326,0  

  21354,0 paM   
 

b) Descomposición en vigas simples 
 

La deformada de la pieza será aproximadamente la que se representa en la figura 3. 
Dado que la estructura no descansa en ningún apoyo fijo, puede imponerse que el 
desplazamiento   del punto A sea igual al desplazamiento del punto B. 
 

 
Fig. 3 Deformada a estima 
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Cortando por los puntos A, D y B aparecen las dos vigas de la figura 4 que también 
pueden verse en la figura 5. 

 
Fig. 4 Descomposición en vigas simples 

 
 

 
Fig. 5 Piezas AD y BD 
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Las incógnitas hiperestáticas M y H se obtendrá de igualar el desplazamiento y el giro 
en el punto D. 
 

- Pieza AD: 
 

EI

aM

EI

a
pa

H

23

22

2

2
2

3












  

 

EI

Ma

EI

a
pa

H













2

22

2 2

  

 
- Pieza BD: 

 

EI

pa

EI

aM

EI

a
pa

H

1623

22

2

2
42

3












  

 

EI

pa

EI

Ma

EI

a
pa

H

122

22

2
3

2












  

 
 Igualando el movimiento y el giro: 
 

  
166

2

6

2 4
33 pa

a
H

a
H

  

 

  
12

2
2

32 ap
aM

pa
  

 
 Es decir, 
 
  paH 1326,0  
 

  22083,0 paM   
 
 En la figura 6 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores. 
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Fig. 6 Ley de momentos flectores. 
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Problema 11.27 Dado el marco de la figura 1 con las fuerzas que se indican, se pide 
determinar la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Marco correspondiente al problema 11.27 

 
 
Solución 
 
La estructura es simétrica respecto a los ejes AC y BD por lo cual el giro es nulo en los cuatro 
vértices. En la figura 2 se ha aislado la barra AB. La incógnita hiperestática M se obtendrá al 
imponer que el giro en B sea nulo. 
 

 
Fig. 2 Pieza AB 

 
 

 
EI

aM

EI

a
F

B 










2

2

2

2
0

2

  

 
es decir, 
 

 FaFaM 1768,0
8

2
  

 
En la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.28 La estructura de la figura 1 está sometida a las cargas indicadas. Utilizando 
el teorema de Castigliano, hallar y dibujar: 

 Reacciones 
 Ley de momentos flectores 
 Ley de esfuerzos cortantes 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.28 

 
 
Solución 
 
Se tomará como incógnita hiperestática la reacción vertical en A. Dicha reacción se obtendrá al 
imponer la nulidad del desplazamiento vertical en A. En la figura 2 pueden verse los ejes locales 
adoptados. 
 

 
 

Fig.2 Ejes locales 
 
 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

  cos4 sRM B
Af   
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    2sin4
2

12
cos6  ssRM C

Bf   

 
Y derivando con respecto a R 
 

 cos4 s
R

M B
Af





 

 cos6 s
R

M C
Bf





 

El movimiento vertical del punto A debe ser cero. Utilizando el teorema de Castigliano 
 

 



  EI

ds

R

M
Mv

B
AfB

AfA

472,4

0

0)096,787146,137(
1472,4

0





 R

EIEI

ds

R

M
M

C
BfC

Bf  

 
kNR 74,5  

 
En las figuras 3 y 4 se representan las leyes de momentos flectores y de esfuerzos cortantes. 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 

 

 
Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 11.29 En el pórtico de la figura 1, hallar las leyes de momentos flectores, esfuerzos 
cortantes y esfuerzos axiles. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.29 

 
 
Solución 
 
El pórtico es una vez hiperestático. Se toma como incógnita hiperestática el axil en AD (figura 
2) 
 

 
Fig. 2 Incógnita hiperestática y ejes locales 

 
Las leyes de momentos se escriben 
 

  xaVM B
Af   

 

  xa
pa

VaM
C

Bf 
2

 

 
El movimiento vertical de A vale: 
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   3

4

4

3

00

Vpa

EI

a

EI

dx
aM

EI

dx
xaMv

a
C

Bf

a
B

AfA  

 
Es decir, 
 

papaV 1875,0
16

3
  

 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos 
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Problema 11.30 Determinar las leyes de esfuerzos en el pórtico que se representa en la fig. 1. 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.30 

 
 
Solución 
 
La estructura es dos veces hiperestática. Se tomarán como incógnitas hiperestáticas las 
reacciones verticales en los apoyos deslizantes. Mediante las ecuaciones de Navier-Bresse se 
obtendrán los movimientos verticales en dichos apoyos y se impondrá la condición de que sean 
nulos. 
 En la figura 2 pueden verse los ejes locales adoptados así como las reacciones 
hiperestáticas. 
 

 
Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
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  11 xaRM C
Af   

 

  11 xaFaRM D
Cf   

 

  12 xaRM D
Bf   

 

          1211121 3422 xaFaRRxaFxaFaRRM D
Ef   

 
 
Utilizando las fórmulas de Navier-Bresse, los movimientos verticales de A y B se escribirán 
respectivamente 
 

  
EI

dx
aM

EI

dx
aM

EI

dx
xaMv

D

E

D

Ef

D

C

D

Cf

C

A

C

AfA
111

1 2    

 

    
D

E

D

Ef

B

D

B

DfB EI

dx
aM

EI

dx
xaMv 11

1 2
 

 
 
Es decir: 
 

 

    

    

 





a

o

a

o

a

o

A

EI

dx
axaFaRR

EI

dx
axaFaR

EI

dx
xaRv

034

2

1
121

1
11

12
11

 

 
 

        
a

o

a

o

B EI

dx
axaFaRR

EI

dx
xaRv 034

2
1

121
1

12  

 
Lo cual conduce al sistema de ecuaciones. 
 

 FRR 3
6

13
21   

 

 FRR
2

5

6

7
21   

 
Resolviendo el sistema: 
 
 FR 6545,01   
  
 FR 5818,12   
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A partir de los valores de las reacciones, en la figura 3 se dibujan las leyes de momentos 
flectores. 
 

 
Fig. 3 Leyes de momentos flectores 
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Problema 11.31 En la estructura, cuya forma, dimensiones y cargas se indican en la figura 1 

y en la que todas las barras son de sección constante con 2510 mkNEI  . 
Se pide: 
Corrimiento horizontal y giro del nudo A. 

 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.31 

 
Solución 
 
La estructura es simétrica de forma pero no de cargas. Por lo tanto puede ser descompuesta en 
un estado simétrico y uno antimétrico. Para el estado simétrico el punto A no experimenta giro 
ni desplazamiento horizontal, por lo cual puede prescindirse de él a los efectos que interesan (no 
así para la determinación de las leyes de esfuerzos). 
En la figura 2 puede verse el estado antimétrico así como los ejes locales elegidos. 
 

 
Fig. 2 Estado antimétrico y ejes locales 
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El movimiento horizontal del punto A puede obtenerse de forma indistinta utilizando el teorema 
de la fuerza unidad, el teorema de Castigliano (ver Capítulo 7), las fórmulas de Navier-Bresse o 
la descomposición en vigas simples. Se seguirán los dos últimos métodos: 
 

a) Movimiento horizontal y giro de A utilizando las fórmulas de Navier-Bresse. 
 

Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 
 

       
45cos

45cos4
545cos428,78

cos2

cos4
10cos4

22 s
s

s
sVM A

B

Af








  

 sM C
Bf 50  

 
 El movimiento horizontal de A se escribe 
 

    
EIEI

ds
sM

EI

ds
sMu C

C

B

C

B

f

B

A

B

A

fCA

8553
88sin481     

 
 El movimiento vertical de A es nulo 
 

   0
7,3213

4
4

cos442   EIEI

ds
M

EI

ds
sMu C

C

B

C

B

f

B

A

B

A

fCA   

 
 De la segunda ecuación se obtiene 
 

  rdn
EI

C 0083043,0
43,830

  

 Sustituyendo en Au1  
 

  m
EIEI

u A 0278844,0
44,7882855343,8308

1 


  

 
 El giro en A se escribe 
 
 

 radianes
EIEI

ds
M

EI

ds
M

C

B

C

B

f

B

A

B

A

fCA 0024187,0
3,072143,830



   

 
 

b) Movimiento horizontal y giro de A mediante la descomposición en vigas simples. 
 

Si Au1  es el movimiento horizontal de A, el movimiento horizontal de B valdrá también 

Au1 (figura 3). Asimismo, el momento flector en B vale: mkNM fB 200450  . Se 

descompone la mitad del pórtico antimétrico en dos vigas simples con los apoyos no 
fijos (ver figura 3) y se igualan los giros en B. 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    785 
 

 
 

 
Fig. 3 Deformada de la mitad del pórtico antimétrico y descomposición en vigas simples 

 

 
EI

u

EI

Mu ABACB
B

67,266

43

4

4
11 


  

 

 
  

EIEI

M BBA
B 24

242210

3

24
3

  

 
Igualando giros se obtiene: 
 

 m
EI

u A 0278844,0
44,7882

1   

 
El giro en A valdrá 
 

 
  

radianes
EIEI

M B
A 0024187,0

24

242210

6

24
3
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Problema 11.32 En el hexágono regular de lado a que se representa en la figura 1, 
hallar y dibujar las leyes de momentos flectores y las de esfuerzos cortantes. 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.32 

 
Solución 
 
 La estructura tiene simetría respecto a un eje horizontal y respecto a un eje 
vertical. Cortando la estructura por dichos ejes de simetría, queda la estructura reducida 
de la figura 2 
 
 

 
Fig. 2. Estructura después de realizados los cortes 

 
La incógnita M se obtendrá imponiendo la condición de giro nulo en el punto C. La ley 
de momentos flectores se escribe 
 

MM C
Bf    
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  Mxa
F

M B
Af  30cos

2 1  

 
Con lo cual, el giro en C valdrá 
 

    030cos
42

3
30cos

2
0

2
1

0 1

2

0

1 



   IE

aF

IE

aM

IE

xd
Mxa

F

IE

xd
M

aa

C  

 
O sea: 
 

aFM 144,0  
 
En las figuras 3 y 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores y 
esfuerzos cortantes. 
 

 
Fig.3. Ley de momentos flectores 

 
 

 
Fig.4. Ley de esfuerzos cortantes 
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Problema 11.33 Aplicando las expresiones de Navier-Bresse, hallar la ley de 
momentos flectores del pórtico representado en la figura 1. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.33 

 
 
Solución 
 
La estructura es una vez hiperestática. Se tomará como incógnita hiperestática la 
reacción horizontal en D . 
 
 

 
Fig.2 Reacciones y ejes locales. 
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Por equilibrio: 
 

  
22

HLp
VD   

 

  
22

HLp
VA   

 
 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

1xHM B
Af   

2222

2
1

1

2
1

1

x
px

HLp
LH

x
pxVLHM A

C
Bf 






   







  12

x
L

HM D
Cf  

 
Utilizando las ecuaciones de Navier-Bresse se calcula el movimiento horizontal de D, el 
cual, por compatibilidad, debe ser nulo 
 

2
1 1 1

1 1 1 10 0 0

3 4

2 2 2 2

1
0

2 2 24

L L LB C D
D A A f A f B f C

A

d x d x dxL L L L
u u M x M M x

E I E I E I

L H L p L

E I





             
   

 
     

 

  
 

El giro en A se obtendrá de imponer la condición de desplazamiento vertical nulo en D 
 

  001
10

1

022   IE

xd
xLM

IE

xd
LMLuu C

B

L

f
B
A

L

fAAD   

 
Y teniendo presente que  02 Au , de la anterior expresión se obtiene: 
 

IE

LH

IE

Lp
A

23

12

11

24
  

 
Por lo que, sustituyendo el valor de A  en la expresión de Du1  se tendrá: 
 

0
242

1

212

11

24

4323























LpLH

IE

L

IE

LH

IE

Lp
 

 
Es decir: 

  LpH
46

3
  

 
Con lo cual, las reacciones valdrán: 
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 LpVA 92

49
     LpVD 92

43
  

 
En la figura 3 se representa la ley de momentos flectores 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores. 
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Problema 11.34 En la estructura que se representa en la figura 1, el punto '  sufre un 
descenso de apoyo de valor  . Determinar las leyes de momentos flectores 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.34 

 
 
Solución 
 
La estructura es simétrica de forma respecto a un eje vertical y respecto a un eje 
horizontal, pero no de carga. Se descompone la estructura en dos estados de carga: 
 

 Estado simétrico, consistente en un descenso de apoyo de valor 2  en los 
apoyos   y ' . Este estado de carga no produce esfuerzos. 

 
 Estado antimétrico, consistente en una elevación 2  del apoyo   y en un 

descenso 2  del apoyo ' . Para este estado de carga se puede considerar 
únicamente la mitad de la estructura (por ejemplo, la mitad izquierda) tal 
como se representa en la figura 2. 

 

 
Fig.2 Descomposición de la estructura antimétrica. 

 
Asimismo, en la mencionada estructura antimétrica, puede suponerse que el punto   
permanece fijo, mientras que los puntos D y E descienden 2 . Además, las reacciones 
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verticales en D y E son iguales, debido a que la estructura es antimétrica respecto a un 
eje horizontal (figura 3) 
 

 
Fig.3 Transformación de la estructura antimétrica. 

 
Es evidente que si se conoce F  pueden hallarse las leyes de esfuerzos. Para ello, es 
preciso imponer la condición que el desplazamiento vertical de D  (o de E ) valga 2 . 
Es decir: 
 

 ADAAD

a  
2

2  

 
siendo: 
 
 A : Desplazamiento vertical del punto A (positivo si descendente) 

A : Giro del punto A (positivo si horario) 

AD : Desplazamiento relativo del punto D respecto al punto A (positivo si                             
descendente) 

  
El valor de A  puede obtenerse a partir de la figura 4: 
 

IE

aF

IE

aFa

IE

aF
A

323

6

7

23

2



  

IE

aF

IE

aFa

IE

aF
A

22 2

2

2



  

 

 
Fig.4 Barra OA 
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El valor AD  se obtiene a partir de la figura 5 
 
 

 
Fig.5 Subestructura ABD 

 







  s

a
FM D

Bf 2
 

2

a
FM B

Af   

 
Es decir: 
 

IE

aF

IE

aF

IE

aF

IE

dsa
M

IE

ds
s

a
M

a a
B
Af

D
BfAD 682422

3332

0

2

0







     

 
Y sustituyendo: 
 

3 2 3 37 2
2 2,667

6 2 6D

F a F a a F a F a

E I E I E I E I
        

 
Es decir, 
 

3
214,0

a

IE
F


  

 
En la figura 6 se representan las leyes de momentos flectores en función de F. 
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Fig.6 Leyes de momentos flectores 
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Problema 11.35 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las 
leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.35 

 
Solución 
 
La estructura es antimétrica respecto a un eje vertical. Admite, por tanto, la 
descomposición que se indica en la figura 2 
 
 

 
Fig.2 Estructura descompuesta 

 
El valor de R se obtendrá imponiendo la condición que el desplazamiento vertical de C 
es nulo. 
 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

    sin215cos6 ssRM C
Bf   

 sRM B
Af  5156  

 
El movimiento vertical de C se escribe 
 

  06cos6
3

0

cos6

0

  IE

sd
M

IE

sd
sM B

Af
C
BfC 
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Es decir kNR 25,7  
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores 
 
 

 
Fig.3 Leyes de momentos flectores 
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Problema 11.36 En la estructura que se representa en la figura 1, la barra DC sufre un 
incremento térmico de valor t. Hallar las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.36 

 
 
Solución 
 
La estructura se descompone en su parte simétrica y en su parte antimétrica (figura 2) 
 

 
Fig.2 Descomposición en simétrico y antimétrico 

 
La estructura simétrica no tiene esfuerzos. De la antimétrica se considera únicamente la 
mitad (figura 3) 

 
Fig.3 Estructura antimétrica 
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Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 







  s

a
FM B

f 20  

F
a

M B
Af 2
  

 
El movimiento total vertical del punto O debe ser nulo 
 

0
24

7

2222

3

0

2

0

00 





   IE

aFta

IE

sda
M

IE

sd
s

a
M

t
a

a
B
Af

a
B

f

  

 
Es decir: 
 

 
2

7143,1
a

IEt
F


  

 
En la figura 4 se representan las leyes de momentos flectores 
 
 

 
Fig.4 Leyes de momentos flectores 
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Problema 11.37 Determinar las leyes de esfuerzos en el pórtico que se representa en la 
figura 1 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.37 

 
 
Solución 
 
Se resolverá utilizando dos procedimientos: 
 
 Primer procedimiento 

 
La estructura se corta por el punto C y se descomponen+ en dos, tal como indica la 
figura 2 
 
 

 
Fig.2 Descomposición en dos subestructuras 

 
 
Obviamente, para determinar el valor de 1F  y 2F  hay que imponer la condición de 
igualdad de desplazamiento horizontal en C 
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Subestructura I (figura 3): 

 
Fig.3 Subestructura I 

 
Para hallar el movimiento horizontal en C se hallan los momentos flectores y sus 
derivadas: 
 

10, 2B
f AM F s   

  12 FsM C
Bf   

s
F

M B
Af

2,0
1





 

 s
F

M C
Bf





2

1

 

 
El movimiento horizontal de C se escribe 
 

IE

F
ds

F

M
Mds

F

M
M

IE
u

C
BfC

Bf

B
AfB

AfC
1

10

0

2

0 11

16
1
























    

 
Subestructura II:  
 
El movimiento horizontal de C vale 
 

IE

F

IE

F
uC

2
3

2 33,21
3

4



  

 
Igualando ambos movimientos: 
 

21 33,2116 FF   
 
y teniendo además en cuenta que  
 

2021  FF  
 
se obtiene 
 

NkF 43,111   NkF 57,82   
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 Segundo procedimiento 

 
Se corta la estructura original por el punto B, quedando las vigas AB y BCD (fig.4). 

 

 
Fig.4 Descomposición en vigas simples 

 
La incógnita hiperestática M se obtendrá de igualar el giro en B 
 

IE

MAB
B 3

10
  

IEIE

MBD
B

33,2136
  

 
Es decir: mkNM 86,22  
 
En la figura 5 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.5 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.38 El marco de la figura 1 es un cuadrado de lado L  y en el que se 
coloca un tirante en la diagonal AB. El módulo de elasticidad es el mismo para toda la 
estructura, mientras que la inercia vale I  para las piezas rígidas, y la sección del 
tirante vale  . Hallar el esfuerzo axil T  que soporta el tirante 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.38 

 
Solución 
 
Si debido a la doble simetría, horizontal y vertical, se aísla la barra AC se obtiene el 
esquema estático representado en la figura 2 
 

 
Fig.2 Barra AC 

 
Por simetría, MMM  21  
 
Por equilibrio: 
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02
2

2

22

2

2
 M

LTLF
 

 
Es decir: 

 
8

2L
TFM   

La ley de momentos flectores en la barra AC se escribe 
 

    





 

L

s
MsL

F
sL

T
MM f

2
1

2

2

22

2

2
 

 
El alejamiento, en dirección vertical, de los puntos A y C vale: 
 

    
L

fAC IE

L
TF

IE

L
M

IE

sd
sLM

0

32

4812

2

2

2  

 
Por lo tanto, el alejamiento entre los puntos A y B de la estructura original vale: 
 

 
3

2
24AB AC

L
F T

E I
     

 
Este alejamiento debe igualarse al alargamiento del tirante, es decir 
 

 
3 2

24

L T L
F T

E I E
   

 
De donde se obtiene el valor de T 
 

21 24 2

F
T

I
L




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    804 
 

Problema 11.39  En el pórtico que se representa en la figura 1, se desea saber el valor de las 
leyes de esfuerzos. 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.39 

 
Solución 
 
El pórtico se descompone tal como se indica en la figura 2 
 

 
Fig.2 Descomposición del pórtico original 
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La única incógnita hiperestática es la reacción vertical en el punto O (figura 3) 
 

 
Fig.3 Sistema de ejes e incógnita hiperestática. 

 
Las leyes de momentos flectores se escriben 
 

  sRM B
f  20  

   1501502  sRM C
Bf  

 
El movimiento vertical de O debe ser nulo: 

 
2 1

0 0

0 0

8
2 2 4 350 0

3
B C

f f BE I M s ds M d s R R           

 
52,5R kN  

 
Conocido este valor pueden obtenerse las leyes de esfuerzos. 
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Problema 11.40 El pórtico de la figura 1 es de sección rectangular de 30 cm de ancho y 60 

cm de canto. Su módulo de elasticidad vale  MPaE 4102 . Entre A y D hay un tirante de 

acero de 2 cm2 de sección y MPa5101,2   de módulo de elasticidad cuya longitud se puede 
variar dando una tensión previa al tirante. 
 
Entre B y C actúa una sobrecarga uniforme de valor mkN15 . Antes de aplicar la carga se da 

una tensión previa al tirante, de un valor tal que al actuar la sobrecarga, la distancia AD 
vuelva a ser 16 metros. 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.40 

 
 
SE PIDE: 
 

1. Valor del esfuerzo en el tirante, después de aplicar la sobrecarga. 
2. Valor del esfuerzo en el tirante antes de aplicar la sobrecarga. 

 
Solución 
  
El valor del esfuerzo final Tf que tendrá el tirante AD será el mismo que el de la reacción 
horizontal en A y en D del pórtico ABCD supuesto articulado y con apoyos fijos en A y D. El 
incremento de esfuerzo en el tirante T  que se produce al colocar la sobrecarga de mkN15  
puede obtenerse compatibilizando el alargamiento del tirante AD con el movimiento del punto 
D en la estructura con los apoyos indicados en la figura 1. El esfuerzo inicial iT  a aplicar al 

tirante valdrá 
 
 TTT fi   

 
Para obtener los valores anteriores, se calculará en primer lugar el movimiento del punto D en la 
estructura representada en la figura 2. Para ello, puede trabajarse únicamente con la mitad de la 
estructura al tener en cuenta que el punto medio de BC no gira (figura 3). 
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Fig.2 Estructura sin tirante 

 
 

 
Fig. 3 Estructura a considerar para hallar el movimiento del punto D 

 
 
Las leyes de momentos se escriben: 
 

     cos6sin630 sFsM C
Df   

 

    
2

215
8830

2s
FsM

C

Hf
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 cos8 s
F

M D
Cf





 

 

 8




F

M C
Hf

 

 
 

 1
67,68200016

2
2

0

cos8

0 EI

F

EI

ds

F

M
M

EI

ds

F

M
Mu

C
Hf

C

H

f

D
Cf

D

C

fD


























 



 

 
 
Para obtener el valor de Tf basta con igualar a cero la expresión (1). En este caso se sustituye F 
por Tf: 
 
 067,68200016  fT  

 
Es decir: 
 
 kNTf 44,23  

 
Para hallar el valor T , se iguala la expresión (1) al alargamiento del tirante (y se sustituye F 
por T ): 
 

 
tE

T

EI

T 


 1667,68200016
 

 
Sustituyendo valores y despejando T  
 
 kNT 10,22  
 
Por tanto: 
 
 kNTTT fi 34,1  
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Problema 11.41 La estructura que se representa en la figura 1 tiene el mismo momento de 
inercia I  en todas las barras, así como el mismo módulo de elasticidad E . Entre los puntos A 
y B existe un tirante de módulo de elasticidad E y sección ω. 
 Determinar las leyes de momentos flectores comparándolas con las que tendría el 
pórtico si no existiera tirante. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.41 

 
Solución 
 
Si F es el esfuerzo en el tirante el movimiento horizontal del punto A valdrá 
 

 Fu A
51088,500409,0   

 
estando F expresado en kiloNewton y uA en metros. 
  
Por otro lado, la mitad del alargamiento del tirante AB vale 
 

 
48 105101,2

6





F
u A  

 
Igualando los valores de uA se obtiene 
 
 kNF 276,35  
 

 
Fig. 2 Ley de momentos flectores en la estructura con tirante 
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En las figuras 2 y 3 pueden verse las leyes de momentos flectores con y sin tirante 
 

 
 

Fig. 3 Ley de momentos flectores en la estructura sin tirante 
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Problema 11.42 La estructura que se representa en la figura 1 tiene todas las barras con el 
mismo módulo de Elasticidad I. A efectos prácticos, puede suponerse que sigue indefinidamente 
por la izquierda y por la derecha. El dintel superior sufre un desplazamiento   hacia la 
derecha.   
 
Hallar: 

- Ley de momentos flectores. 
- Giro del punto B. 

 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.42 

 
Solución 
 
En la figura 2 puede verse la deformada de la estructura. 
 

 
Fig. 2 Deformada 

 
Como puede observarse en la figura 2, y todo ello por razón de antimetría, los puntos medios de 
BB1, BB2 y BB3 no tienen momento flector. Además, los puntos medios de BB2 y BB3 no tienen 
movimiento vertical y el movimiento horizontal del punto medio de BB1 vale 2 . Realizando 
los oportunos cortes queda el esquema de cálculo de la figura 3 en donde el punto A es el punto 
medio de BB1, el punto C el punto medio de BB2 y el punto D el punto medio de BB3. 
 
Con lo cual, y dado que la pieza CBD es antimétrica respecto al eje AB, el giro de B se escribe: 
 

 
EI

aF

EI

aa
F

B 243
222

1
2
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Fig. 3 Esquema de cálculo 

 
Con lo que: 
 

 
EI

aFa

EI

a
F

B 1623

2

2

3

3










 
 

 
Es decir: 
 

 
3

8

a

EI
F   

 
y también, sustituyendo 
 

 
aB 3

   

 
En la figura 4 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos. 
 
 

 
Fig. 4 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.43 Determinar las leyes de momentos flectores y deformada del pórtico de la 
figura 1. 
 En el tirante se considerará sólo deformación por axil  y en las barras no se tendrá en 
cuenta la deformación por axil. 
 La rigidez de las barras es EI  y la sección del tirante  .La relación entre ellas es 

 ELEI 225 . 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.43 

 
 
Solución 
 
Se tomarán como incógnitas hiperestáticas la tensión T en el tirante y la reacción vertical en C. 
Las leyes de momentos flectores se escriben (figura 2). 
 

     cos44 sLTsLVM C
C
Bf   

 

  sLFsTLVM C
B
Af  3sin4   

 

 
Fig. 2 Ejes locales e incógnitas hiperestáticas 
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Y las derivadas se escriben: 
  

 sL
V

M

C

C
Bf





4     L

V

M

C

B
Af

4



 

 
 

   cos4 sL
T

M C
Bf





   sins

T

M B
Af





 

 
  
El movimiento vertical de C debe ser nulo: 
 

 

3

3333

2

5

136

3

208
18

5

64

5

72

3

64
4818

0

L
EI

TVF

EI

TLLLVFL

EI

ds

V

M
M

EI

ds

V

M
Mu

CC

C

C
Bf

C

B

C
Bf

C

B
Af

B

A

B
AfC










 






 












 

  

 
Lo cual constituye la primera ecuación. 
 
La segunda se obtendrá a partir del movimiento relativo de A respecto a C en la dirección AC. 

)1(
5

136
5

336
18

3L
EI

VTF

EI

ds

T

M
M

EI

ds

T

M
M

C
C
Bf

C

B

C
Bf

B
Af

B

A

B
AfAC












    

 
Por otra parte, AC  debe ser igual al “acortamiento” del tirante, es decir 

 

 







E

LT
L

EI

VTF C 5

5

136
5

336
18

3                                 (2) 

 
Lo cual constituye la segunda ecuación. 
Resolviendo el sistema: 
 
 FVC 717,0      FT 166,1  

  
A la misma conclusión puede llegarse mediante el estudio de vigas simples: 
 

 
  

EI

LTV
Lu C

BC 3

4cos
4

3

2





  

 

 
    

EI

LTF

EI

LLTVC
B 2

3sin34cos 2
 




  

 
Sustituyendo: 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    815 
 

 3
2

5

136

3

208
18

0 L
EI

TVF
u

C

C


  

 
El movimiento del punto C en la dirección CA vale: 
 

      

)3(5

72

25

72

5

36

sin
2

34cos

3

3sin
sin

3

23

1

L
EI

VTF

EI

LLTV

EI

LTF
u

C

C
CAC















 



 



 
Puede parecer, a primera vista, que las dos expresiones (1) y (3) halladas para AC  son 

diferentes. Téngase presente sin embargo que 
 
  cossin 21 CCAC uu   

 
En la expresión (3) ya se ha tenido en cuenta que 02 Cu  mientras que la expresión (1) es 

válida para cualquier movimiento vertical que tenga el punto C. Puede comprobarse que si a la 
expresión de AC  dada por (3) se le suma el valor Cu2  multiplicado por cos  se obtiene el 

valor de AC  dado por (1) pero cambiado de signo. Dicho cambio de signo es debido a que en 

la expresión (1) se da un “acortamiento” mientras que en (3) se da un alargamiento. 
 La ecuación de compatibilidad con el tirante se escribe 
 

 







E

LT
L

EI

VTF C 55

72

25

72

5

36
3                                      (4) 

 
Fácilmente se comprueba que las expresiones (2) y (4) coinciden. 
Finalmente, en la figura 3 puede verse representada la ley de momentos flectores 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.44 La estructura que se representa en la figura 1 sufre un descenso de apoyo de 
valor  en el punto A. Determinar la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.44 

 
 
Solución 
 
Se descompone el pórtico en simétrico y antimétrico. El primero no produce esfuerzos mientras 
que el segundo puede descomponerse tal como se indica en la figura 2. 
 

 
Fig. 2 Pórtico antimétrico 

 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

  cos9 sFM B
Cf   

 

 FM B
Af 9  

 

   



  cos9

0

6

0

2

07,614
81

2

)cos9(

2 EI

F
ds

EI

F
ds

EI

sF
vC  

 

 EIF 4101424,8   
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores. 
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Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.45 La estructura que se representa en la figura 1 sufre un incremento térmico 
de valor t . Hallar la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.45 

 
 
Solución 
 
 El pórtico es simétrico y se corta en C (figura 2) 
 

 
Fig. 2 Descomposición simétrica del pórtico propuesto 

 
Las condiciones cinemáticas a imponer son: 
 
 0C  

 

 tuutu CC
t
C  909   

 
con los movimientos considerados positivos hacia la derecha. 
Las leyes de momentos flectores y sus derivadas se escriben 
 

   MsHM C
Bf  sin3  

 

   MsHM B
Af  9  
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 sin3 s
H

M C
Bf





    s

H

M B
Af





9  

 

 1




M

M C
Bf

     1




M

M B
Af

 

 
El movimiento horizontal de C vale: 
 

       

  tMH
EI

dssMsH
EI

dssMsH
EI

uC






912,4323,248
1

99
1

sin3sin3
2

1
sin3

0

6

0



  
 

 
Fig. 3 Leyes de esfuerzos 
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El giro de C vale 
 

 

       

 MH
EI

dsMsH
EI

dsMsH
EIC

7433,10111,43
1

19
1

19
2

1
0

sin3

0

6

0



  



  

 
Es decir: 
 
 EItH 1136,0  
 
 EItM 4559,0  
 
En la figura 3 pueden verse representadas las leyes de momentos, cortantes y axiles. 
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Problema 11.46 En la estructura que se representa en la figura 1, la recta AB representa un 
cable de acero de 10 cm2 de sección. El resto de las piezas son de hormigón con un canto de 1 
metro y una anchura de 0,5 metros. Previamente a la introducción de las cargas se da una 
tensión previa al cable AB de tal forma que una vez cargada la estructura el momento flector en 
la barra CD sea nulo en todos los puntos. Sabiendo que la relación entre los módulos de 
elasticidad del acero y del hormigón vale 6. 
 
HALLAR: 

 Tensión previa que hay que dar al tirante. 
 Esfuerzo final en el tirante. 
 Ley de momentos flectores finales en la estructura. 

 

 
Fig. 1 Pórtico correspondiente al problema 11.46 

 
Solución 
 
Se calculará en primer lugar el incremento de tensión Ti que se produce en el tirante cuando se 
carga la estructura. Para ello, se igualará el alargamiento del tirante AB al movimiento del punto 
A de la estructura (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Esquema de cálculo 

 
El movimiento vertical de A en el pórtico valdrá 
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IE

T

IEIE

T

IE

T

IE
v

h

i

hh

i

h

i

h
A

28898037610016

3

6

8

610 234










  

 
El alargamiento del tirante vale 
 

 
aa

i

E

T




6
 

 
Igualando, 
 

 i
aa

h
i T

E

IE
T 628898037


  

 
y dado que 
 
 94,6aah EIE  

 
 kNTi 2,115  

 
La tensión final que debe tener el tirante para que CD no tenga momentos vale: 
 

 kNTf 3,183
6

1001
  

 
Por lo tanto, la tensión previa Tp que hay que darle al tirante vale 
 
 kNTTT ifp 13,682,1153,183   

 
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.47 En la estructura de la figura 1 todas las barras tienen sección rectangular de 
canto h y anchura b. Dicha estructura está sometida a la variación térmica que se indica en la 
misma figura. Supuesto conocido el coeficiente de dilatación lineal   , determinar las 
reacciones y las leyes de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.47 

 
Solución 
 
La estructura es una vez hiperestática, pudiéndose tomar como incógnita hiperestática la 
reacción horizontal en el apoyo derecho. Utilizando las ecuaciones de Navier-Bresse, se 
determinará el valor del movimiento horizontal total en el apoyo derecho y se igualará a cero. 
 
En la figura 2 puede verse la incógnita hiperestática adoptada así como los ejes locales. Como 
parámetro de definición de cada barra se tomará la coordenada global  1z  
 

 
Fig. 2 Incógnita hiperestática, sistemas de ejes y reacciones 

 
Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

      111 7
7

15
727 zaHzaHzaVM

C

Df   

 

   





 

7
327 1

1

z
aHHazaVM

B

Cf  

 

     111 7

6
7 zHzaHzaVM

B

Af   
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Las deformaciones longitudinales de origen térmico valdrán: 
 

 t
B

A

nt 
2

3
1    t

C

B

nt 21    t
D

C

nt 
2

3
1   

 
y las curvaturas de origen térmico 
 

 
h

tB

A

nt     
h

tC

B

nt  2
  

h

tD

C

nt    

 
A partir de las expresiones anteriores, se puede ir a las fórmulas de Navier-Bresse, dadas por 
(11.7). 
 

   

   

3 6 7
1 1

1 1

0 3 6

3 6
1 1

1 2 1

0 3

7
1

1 2

6

3 3
cos 2 cos

2 cos 2 cos

6 2
3 3

7 cos 7

15
7 0

7 cos

a a a

D A

a a

a a

a

a

a

dz dz
u a t t dz t

dz zt H t
H z a z a a a dz

EI h EI h

dzt
H a z a z

EI h

     
 

 





     

                  
 

     
 

  

 



 

 
  

 

        

  

























 





 

a

a

a

a

a a

a

a

AD

dz
za

h

t
zaH

EI
dzza

h

tz
a

EI

Hdz
za

h

t
zH

EI

dz
t

dz
tau

6

3

7

6

1
1111

11
1

3

0

7

6

3

0

1
11

2

0
cos

77
7

15
7

2

7
3

cos
7

7

6

cos
sin

2

3
0

cos
sin

2

3
7














 
y teniendo en cuenta que para la barra AB  12 zz   y para la CD  azz 152 12  , las 
anteriores expresiones se escriben: 
 

 
2

12 11,8853 22,7914 0A

a a H
t

h EI
       

 
 

 

 087,462165,375,17
2







 

EI

Ha
t

h

a
A   

 
Resolviendo el sistema: 
 

 0, 4142 0,5873
a

H t EI
h

    
 

 

 
A partir de este valor, la obtención de la ley de momentos flectores es inmediata. 
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Problema 11.48 La estructura de la figura 1 es de sección rectangular de anchura unidad y 
canto metrosh 4,0 . Dicha estructura está sometida a una carga kNF 110  y a un 

incremento térmico, siendo el valor del mismo Ct º10 . 
 

Módulo de Elasticidad de toda la estructura MPaE 4103 . 

Coeficiente de dilatación lineal 15 º10  Ca  
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.48 

 
DETERMINAR: 
 

1. Leyes de esfuerzos en todas las piezas de la estructura. 
2. Valor numérico del movimiento horizontal y vertical del punto donde está situada la 

rótula. 
 
Solución 
 

a) Cálculo de la estructura debido a la fuerza kNF 110 . 
 

La estructura es simétrica de forma respecto a un eje vertical por lo que se 
descompondrá en una estructura simétrica y en una antimétrica (figura 2) 
 
 

 
 

Fig. 2 Descomposición de la estructura en simétrica y antimétrica. 
 
 
En la estructura simétrica únicamente aparece un esfuerzo axil de tracción de valor  

2FN   en el dintel. Para la estructura antimétrica es suficiente con analizar la mitad 
de la misma (figura 3). 
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Fig. 3 Estructura antimétrica 

 
Las leyes de Momentos flectores se escriben: 
 

  sRM A
B
Af  6  

 

  sRM D
B
Df  6  

 

       sin5,2
2

cos1cos56 s
F

sRsRM AD

B

Cf   

 

Tomando momentos respecto a C:    0CM  

 

   FRR
F

RR DAAD 25,1110
2

5,265   

 
Con lo que 
 

   sFRM D
B
Af  625,111  

 

  s
R

M

D

f 



611  

 

  sRM D
B
Df  6  

 

 s
R

M

D

f 



6  

 

      

  sFsRsFsR

s
F

sFRsRM

DD

DD

B

Cf

3416,1cos12sin5,0cos25,1cos12

sin5,2
2

cos125,111cos11









 

cos12 s
R

M

D

D
Cf
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El movimiento vertical del punto D vale 
 

 

      

     

   



  

 

 



























cos5

0

2

6

0

6

0

cos5

0

2222

6

0

cos5

0

6

0

092,85231,70869907848cos0992,16

cos144675,136122

cos123416,1cos1266

611625,111

FRFRdssF

dssRdssFdssR

dsssFsRdsssR

dsssFRds
R

M
MEI

DD

DD

DD

D
D

f
fD

 

 
Es decir: 
 
 kNFRD 98,12118,0   
  
Este mismo problema puede también resolverse mediante las ecuaciones elásticas (fig. 
4). 

 
  
 
 

Fig. 4 Movimientos 
 
 Los momentos de extremo de barra de las piezas que concurren en B valen: 
 

  EIEI
EIEI

m BBba  07454,05,0
36

8944,03

6

3



  

  

  
 

EIEI
EIEI

m BBbc  09601,05367,0
59,5

3

59,5

3
2




  

 

  EIEI
EIEI

m BBbd  07454,05,0
36

8944,03

6

3



  

 

 Como   0m , 

 
  009601,05367,1  B  
 
 lo cual constituye la primera ecuación. 
 

 BC  

 8944,0cos BC

 8944,0AB  
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 Para el equilibrio de esfuerzos cortantes, se toman momentos respecto a C: 
 
  025,111  FRR AD  
 
 Y como 6baA mR     y    6bdD mR     sustituyendo 

 

  025,1
66

11  F
mm babd  

 
    05,707454,05,007454,05,011  FEIEI BB   
 
  FEIEI B 5,77454,06    
 
 lo cual constituye la segunda ecuación. 
 
 Resolviendo: 
 
  FEI B 41828,0  
 
  FEI 69482,6  
 
 Con lo cual: 
 
  FFFmba 29,069482,607454,041828,05,0   

 
  FFFmbc 41828,069482,609601,041828,05367,0   

 
  FFmbd 70817,069482,607454,041828,05,0   

 
 Sustituyendo: 
 
  kNmmba 9,31  

   
  kNmmbc 46  

 
  kNmmbd 9,77  

      
El movimiento vertical de la rótula es nulo. Para hallar el movimiento horizontal, es 
preciso en primer lugar obtener el valor del momento de inercia. 
 

    433 10333,54,01
12

1
mI   

 

  2434 00016010333,5103 mkNmMPaEI    
 
Por lo tanto, el movimiento   valdrá 
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  m
EI

F 3106,4
000160

11069482,669482,6 


  

 
y el desplazamiento horizontal: 
 

  mD
310923,1sin    

 
 

b) Variación térmica 
 

La curvatura de origen térmico vale 
 

 14
5

105
4,0

101022 





 m
h

tnt   

 
El punto D, por simetría, no se desplazará horizontalmente, y además, como el cortante 
y el momento en D son nulos, la pieza BD está sometida únicamente a esfuerzo axil. Es 
por tanto válido eliminar la pieza BD y sustituirla por un apoyo en B (figura 5). Para 
hallar los momentos en B de las piezas AB y CB se descompone en vigas simples (figura 
5). 

 
Fig. 5 Descomposición de la estructura 

 
 
El giro del punto B valdrá 
 

 
EI

MntAB
B 3

6

2

6
   

 
 

 
EI

MntBC
B 3

cos5

2

cos5    

  
 Igualando: 
 

  





 







 

3

cos56

2

cos56 
EI

Mnt  

 
 Es decir: 
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  kNmEIM nt 120000160105
2

3

2

3 4    

 
 Las leyes de momentos flectores se representan en la figura 6 
 

 
Fig. 6 Leyes de momentos flectores: a)Debidas a F.  b) Debidas a la variación térmica. 
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Problema 11.49 Hallar las leyes de momentos flectores en la estructura de la figura 1 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.49 

 
 
Solución 
 
Aislando el cuadrado de la ménsula se obtiene la estructura representada en la figura 2 a). Dicha 
estructura puede descomponerse en suma de tres, tal como se señala en la misma figura: 
Estructura I, Estructura II, Estructura III 
 

 
Fig. 2 Descomposición en diversos estados de carga 
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a) Estructura I 

 
Esta estructura está sometida únicamente esfuerzos axiles de compresión en las piezas 
CD y AB. En la pieza AB el axil vale kN50  y es de compresión en su mitad superior y 
de tracción en su mitad inferior. En la pieza CD el axil es de compresión y vale kN50 . 

 
b) Estructura II 

 
Al tener antimetría respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical, la estructura 
puede descomponerse tal como se indica en la figura 3. Las leyes de esfuerzos son 
inmediatas. 

 
Fig. 3 Estructura II tenida en cuenta la antimetría 

 
c) Estructura III 

 
La estructura es simétrica respecto a un eje vertical y antimétrica respecto a un eje 
horizontal. Puede, por lo tanto, ser descompuesta tal como indica la figura 4. Dicha 
estructura resultante es una vez hiperestática. Utilizando las fórmulas de Navier-Bresse 
e imponiendo la condición de que el movimiento horizontal de G sea nulo, se obtiene 
 
 kNRG 25,56  

 
A partir de este valor, las leyes de momentos flectores son inmediatas. En la figura 5 
pueden verse representadas dichas leyes. 

 
 

Fig. 4 Descomposición de la estructura III 
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Fig. 5 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.50 En la estructura que se representa en la figura 1, la recta AB representa un 
cable de acero de 10 cm2 de sección. El resto de las piezas son de hormigón con un canto de 1 
metro y una anchura de 0,5 metros. Previamente a la introducción de las cargas se da una 
tensión previa al cable AB de tal forma que una vez cargada la estructura el momento flector en 
la barra CD sea nulo en todos los puntos. Sabiendo que la relación entre los módulos de 
elasticidad del acero y del hormigón vale 6, hallar: 
 

 Tensión previa que hay que dar al tirante. 
 Esfuerzo final en el tirante. 
 Ley de momentos flectores finales en la estructura. 

 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.50 

 
 
Solución 
 
El área e inercia valen: 
 

 2001,0 mA   
 

 404167,0 mI   
 
y por lo tanto,  
 

 267,41 m
A

I
  

 
Sean: 
 
Ff :     Tensión final en el cable una vez introducidas las cargas. 
Fi :     Tensión inicial que hay que dar al tirante. 
ΔF  : Incremento de tensión que se produce en el tirante como consecuencia de aplicar las        
cargas. 
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Para que no haya momento en ningún punto de CD , es preciso que en A haya una fuerza de 
valor 
 
   56166  pFf  

 

 ppFf 33,18
6

522



  

 
* Cuando se coloca la carga (figura 2) el giro en C vale: 
 

 
Fig. 2. Pilar CD 

 
 

 
EI

F

EI

p

EI

Fp
C







36
660

66110  

 
El desplazamiento del punto A vale (positivo si hacia arriba) 
 

 

EI

F

EI

p

EI

F

EI

p

EI

F

EI

p

EI

F

EI

p
CA


















2887983

721622169603

3

6

8

6
6

34


 

 
Igualando con el alargamiento del tirante 
 

 
IE

F

IE

p

AE

F

ptt




 28879836
 

 
en donde Et es el módulo de elasticidad del tirante y At el área de dicho tirante. Y teniendo en 
cuenta que  
 

 945,6
6

67,41


tt AE

IE
 

 

 F
p

F 
945,6

288

945,6

7983
6  

 
 kNF 2,115  
 
y como,  
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 FFF if   

 
resulta,  
 
 kNFFF fi 1,682,1153,183   
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Problema 11.51 La estructura que se representa en la figura 1 tiene la forma de una parábola 
de segundo grado de eje vertical y tangente nula en el punto A. La inercia de la misma viene 
dada por   cosIsI   siendo   el ángulo que forma la tangente en cada punto con la 
horizontal. Bajo las cargas que se indican, determinar el valor del movimiento vertical del 
punto B.  
 

 
Fig.1 Arco correspondiente al problema 11.51 

 
 
Solución 
 
La ecuación de la parábola se escribe: 
 

 



















2

1
a

x
fy  

 
La ley de momentos flectores vale 
 

    
2

2xa
pHyxaVM f


  

 
El movimiento horizontal de B valdrá (positivo si hacia la derecha). 
 

   
B

A

a

o

ffB EI

dx
yM

sEI

ds
yMu  

 
Sustituyendo fM  e y  por su expresión en función de x  e integrando se obtiene 

 

 







 VaHaf

pa

EI

f
uB

2
3

12

5

15

8

20

3
 

 
Análogamente para el movimiento vertical (positivo si ascendente) 
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B

A

a

o

ffB EI

dx
xaM

sEI

ds
xaMv  

 
Sustituyendo fM  por su expresión e integrando: 

 

 









312

5

8

1 3
2

4 Va
Haf

ap

EI
vB  
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Problema 11.52 El anillo circular de la figura 1 tiene radio R y sección rectangular de canto 
c. Su cara externa está sometida a un incremento térmico de valor t, mientras que en su cara 
interna la variación térmica es –t. El coeficiente de dilatación térmica lineal vale α y la rigidez 
a flexión EI. Hallar el valor del momento flector en el punto B. 
 

 
Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.52 

 
 
Solución 
 
Por simetría respecto a un eje vertical el giro en B es nulo. Por lo tanto, cortando por el eje de 
simetría queda el semicírculo representado en la figura 2. El valor de N se obtendrá imponiendo 
la condición de que el movimiento horizontal de A es nulo. 
 

 
Fig. 2 Arco resultante después del corte 
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La ley de momentos flectores debida a N se escribe: 
 
 (1 cos )fM NR    

 
La curvatura térmica en cualquier punto vale: 
 

2nt t

c

    

 
Con lo que la curvatura total vale: 
 

2 2 (1 cos )ft Mt t HR

c EI c EI

   
       

 
La ley de momentos flectores debida a una fuerza unidad aplicada en A y con la misma 
dirección y sentido que N vale: 
 

(1 cos )fm R    

 
Con lo cual, aplicando el teorema de la fuerza unidad, el movimiento horizontal del punto a 
vale. 
 
 

2

0 0

2 (1 cos ) 2
0 (1 cos ) 1,5t

A f

t NR t NR
u m ds R Rd R

c EI c EI

                          

 
Es decir: 
 

 1,3333
EI t

N
cR


  

 
Con lo cual, el momento flector en B vale 
 

 2 2,6667fB

EI t
M NR

c
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Problema 11.53 En el anillo cerrado de la figura 1, sometido a dos fuerzas iguales y de 
sentido contrario F, hallar el valor del momento flector y del esfuerzo axil en el punto A. 
 

 
Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.53 

 
Solución 
 
La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y repecto a un eje vertical. En 
consecuencia, es suficiente con considerar un cuarto de anillo (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Arco resultante con el momento hiperestático 

 
 
El momento hiperestático M se obtendrá al imponer la nulidad del giro en el punto C. La ley de 
momentos flectores se escribe 
 

  1 sin
2f

F R
M M    
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con lo cual, el giro en C vale: 
 
 

     









2

0

2

0

2
2

05708,12854,0
1

sin1
2

  


 RMFR
IEIE

d
RM

RF

IE

dRM f
c

 
 
con lo cual, 
 
 RFM 1817,0  
 
El momento en A vale: 
 

 
1

0,1817 0,0683
2 2fA

F R
M F R F R    
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Problema 11.54 El arco semicircular de la figura 1 tiene radio R. En la clave actúa una 
fuerza vertical, descendente de valor F. Se desea hallar el movimiento vertical de la clave. 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 11.54 

 
 
Solución 
 
La estructura es simétrica respecto a un eje vertical y una vez hiperestática. Se tomará como 
incógnita hiperestática la reacción horizontal en B y B’. 
Dadas las condiciones de simetría puede considerarse únicamente media estructura, tal como se 
indica en la figura 2. 
 

 
Fig. 2 Sistema de ejes locales 

 
 
La ley de momentos flectores se escribe: 
 

    cossin1
2

RHR
F

M f   

 
El movimiento horizontal de B debe ser nulo: 
 

  
2

0

33

44
cos

  RHRF
dRRMuIE fB  

 
y como  0Bu , resulta 
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 F
F

H 3183,0


 

 
Lógicamente, el movimiento vertical de A en la estructura original es el mismo que el 
movimiento vertical de B en la estructura modificada de la figura 2, con lo cual 
 

   
2

0

30189423,0sin1


 RFdRRMvIE fA  
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Problema 11.55 La estructura de la figura 1 está compuesta por un cuarto de círculo de radio 
R y un tirante AB. El arco es de sección rectangular y tiene espesor h  y ancho unidad. El 
tirante tiene sección   y el mismo módulo de elasticidad que el arco. Cuando el arco está 
sometido a una variación térmica de t  grados en su cara externa y t  grados en su cara 
interna, hallar el esfuerzo en el tirante. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.55 

 
 
Solución 
 
Por motivos de simetría puede considerarse únicamente medio arco. Sea T el esfuerzo axil en el 
tirante (figura 2). La curvatura térmica vale 
 

 
h

tnt  2
  

 
La ley de momentos flectores se escribe 
 
  4coscos   RTM f  

 
El movimiento horizontal de B valdrá 
 

  





 










4 3
2 0354,015175,0

4
coscos




o

ntfnt
B EI

TR
RdRR

EI

M
u  

 
 

 
Fig. 2 Subestructura considerada 

 
Igualando la expresión anterior al alargamiento de medio tirante: 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    846 
 

 

 



E

RT

EI

TR
R nt 4sin

0354,015175,0
3

2   

 
y despejando T: 
 

 

EI

R

E

R

h

t
T

21166,033,2
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Problema 11.56 En el arco circular que se representa en la figura 1, se desea obtener el 
movimiento vertical en la clave así como las reacciones horizontales. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.56 

 
 
Solución 
 
Se considera, por simetría, únicamente medio arco (figura 2). Las leyes de momentos flectores 
se escriben. 
 

    2
2

2 sin1
2

cossin1  
ap

aHapM f  

 
 

 
Fig. 2 Media estructura 

 
 
El movimiento del punto A vale: 
 

  









2 34
2 0

43

1
cos

1
 

o

fA H
aap

EI
daM

EI
u  
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Es decir: 
 

 kNapH 1,19315
3

4

3

4



 

 
El movimiento vertical de la clave será igual, en módulo, al movimiento vertical del punto A de 
la estructura de la figura 2. 
 

   
2

2 78,16
sin1

1



o

fA EI
daM

EI
v  
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Problema 11.57 La directriz de un arco se indica esquemáticamente en la figura es una 
parábola de segundo grado, cuya inercia varía como seccI , donde cI  es la inercia en la 

clave, igual a 4510 cm  y   es el ángulo que forma la tangente a la directriz con el eje 
horizontal. Los extremos del arco se consideran perfectamente empotrados. El módulo de 

elasticidad del material es de MPa410 . 
 
Se pide: 
 

1. Calcular las reacciones que aparecen en los extremos de la estructura debidas a las 
fuerzas que se indican. 

2. Calcular los movimientos del punto A y de la clave. 
 

 
 

Fig. 1 Arco correspondiente al problema 11.57 
 
 
Solución 
 
La carga es antimétrica, por lo que puede considerarse únicamente media estructura (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Estructura simplificada 

 
 
La ecuación de la parábola se escribe 
 

 



















2

1
2 20

116
z

z  
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La ley de momentos flectores se expresa: 
 
  21 165 zzRM f   

 
El movimiento vertical del punto C debe ser nulo: 
 

 








 

0

20

1
12 0

3
1

0008
)(

R

EIEI

dz
zMv

c
fC  

 
Es decir: 
 
 kNR 3  
 
Seguidamente se calculan los movimientos del punto A y de la clave C. 
 
Las coordenadas del punto A valen: 
 
 101 Az  
 

 12
20

10
116

2

2 

















 Az  

 
con lo cual: 
 

    derechalahacia
EIEI

dz
zzMv

cc
AfA 






10

20

1
221

33,393
 

 

    abajohacia
EIEI

dz
zMv

cc
fA 






10

20

1
12

33,333
10  

 

    derechalahacia
EIEI

dz
zMv

cc
fC 




0

20

1
21

320
16  

 
y como 
 

 4345 1010 mcmIc
  

 

 274 1010 mkNMPaE   
 

 2410 mkNEIc   

 
Por lo tanto: 
 

 metrosv A 0393,0
10

300
41   
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 metrosv A 03333,02   
 
 metrosv C 032,01   
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Problema 11.58 La pieza de la figura 1 es una parábola de segundo grado de eje vertical. La 
inercia de un punto cualquiera vale   cosIsI   siendo   el ángulo que forma la tangente 
en cada punto con la horizontal. Por otra parte, el punto B tiene un apoyo elástico en dirección 

vertical y otro en dirección horizontal y tales que  EIak 23  
 
Hallar: 
 

 Reacciones en B 
 Movimiento horizontal y vertical de B 
 Movimiento horizontal y vertical de A 

 
 

 
Fig. 1 Arco correspondiente al problema 11.58 

 
 
Solución 
 
La reacción vertical en B y B’ es isostática y por lo tanto su valor es independiente de los 
movimientos de los apoyos. 
La reacción horizontal en B es hiperestática y, por lo tanto, su valor depende de la constante del 
muelle. Si se libera el apoyo horizontal en B y se sustituye por una fuerza H, el movimiento de 
B vale (ver problema correspondiente). 
 

 342
4

2667,02667,0
212

5

215

8

202

3
2 aHapap

a
aHa

aap
uEI B 


















  

 
y como al mismo tiempo 
 

 H
EI

a
uB 2

3

  

 
Igualando los valores de Bu  resulta 
 
 apH 3478,0  
 
y el movimiento horizontal de B 
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EI

ap
uB

4

1739,0  

 
El movimiento vertical de A valdrá: 
 

 
EI

ap
ap

a
ap

a
apa

aap
vEI A

433
2

4

3859,0
2

1

23
3478,0

212

5

8
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Problema 11.59 En la estructura que se representa en la figura 1 la recta BB’ representa un 
tirante inextensible. La pieza curva es medio arco de círculo con la misma inercia que los 
pilares. Se pide: Hallar las reacciones horizontales en los apoyos así como el esfuerzo axil en el 
tirante. 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.59 

 
Solución 
 
Si N es el esfuerzo axil en el tirante, y H es la reacción horizontal en A, los movimientos 
horizontales de los puntos A y B (figura 2) deben ser nulos. 
 

 
Fig. 2 Ejes locales 
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Las leyes de momentos flectores se escriben: 
 

      coscos1sin1
2

aNaHa
F

M
C

Bf   

 

  saHM B
Af   

 
El movimiento horizontal  de A es nulo 
 

 

   

EI

aN

EI

aH

EI

aF

EI

da
aM

EI

ds
saMu C

Bf

a
B
AfA

333

2/

00

1

7854,16895,45354,0

1cos0



 




 

 
 
Análogamente, el movimiento horizontal de B debe ser nulo: 
 

 0
7854,07854,1

25,0cos0
3332

0

1   EI

aN

EI

aH

EI

aF

EI

da
aMu

C

BfB




 

 
Resolviendo el sistema: 
 
 FH 052165,0  
 
 FN 437,0  
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Problema 11.60 Dado F, r, E e I, de la estructura que se representa en la figura 1. 
 
Determinar el desplazamiento vertical de la sección C. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.60 

 
 
Solución 
 
Al ser la estructura simétrica respecto a un eje vertical que pasa por E, el movimiento vertical de 
C será igual a la derivada respecto a F de la energía elástica de media estructura. Es decir 
 

 
F

W
v C 


2  

 
Para calcular la derivada anterior es preciso, en primer lugar, hallar la ley de momentos flectores 
(figura 2). 
 
 

 
Fig. 2. Coordenadas locales 

 
 

 cos1 rFM C
Af  

 

   2sincos1   rFrFM E
Cf  
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  cos1



r

F

M C
Af

 

 

    2sincos1  



rr

F

M E
Cf

 

 
Aplicando el segundo teorema de Castigliano 
 

 
EI

rF
dr

F

M
Mdr

F

M
Mv

E

CfE

Cf

C

AfC

AfC

3

2

2

0

2 927,1
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Problema 11.61 La estructura semicircular de la figura 1 está sometida a las cargas que se 
indican. Se pide determinar las reacciones en A. 
 

 
Fig. 1 Estructura correspondiente al problema 11.61 

 
 
Solución 
 
La estructura es dos veces hiperestática. Se tomarán como incógnitas hiperestáticas las 
reacciones en A (figura 2). 
 

 
Fig. 2 Reacciones y ejes locales 

 
La ley de momentos flectores se escribe 
 

      sinsincos1 2apaHaVM f  

 
Las incógnitas hiperestáticas H y V se obtendrán al anular los movimientos horizontal y vertical 
de A. 
 

0)4(
2

sin
3

0

1   apVH
EI

a

EI

ad
aMu fA 



 

0)34(
2

)cos1( 2
3

0

2   apVH
EI

a

EI

ad
aMu fA 



 

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, 
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apV

apH

355,1

7252,0
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Problema 11.62 Dada la estructura de la figura, en la que su radio es igual a 10 cm con una 
rótula en A, despreciando la influencia de los esfuerzos axiles, hallar: 
 

 Ley de momentos flectores 
 

 
Fig. 1 Anillo correspondiente al problema 11.62 

 
Solución 
 
La carga uniformemente distribuida produce únicamente tracción en el anillo de acuerdo con la 
fórmula de los tubos delgados. En consecuencia, puede prescindirse de esta carga para 
determinar la ley de momentos flectores. En el punto A, por simetría, no hay esfuerzos cortantes 
y en B no hay giro. Basta, por lo tanto, considerar media estructura tal y como se indica en la 
figura 2. La incógnita hiperestática N se obtendrá al imponer la condición de que el 
desplazamiento horizontal de A sea nulo. 
 

 
Fig. 2 Estructura cortada por la mitad 
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La ley de momentos flectores se escribe 
 

  cos110  NM A
Cf  

 

    cos10100cos110  NM C
Bf  

 
El movimiento horizontal de A se escribe 
                                                           

   

 N
EI

EI

d
M

EI

d
Mu

C

Af

C

BfA

42478,908,357
500

10
cos110

10
cos1100

2

2

0

1



 








 

      
De donde se obtiene 
 

kNN 89,37
42478,9

08,357
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Problema 11.63 Utilizando las fórmulas de Navier-Bresse, hallar la reacción horizontal en el 
arco circular biapoyado de la figura 1. 
 

 
Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.63 

 
Solución 
 
Por simetría basta con considerar medio arco (figura 2). La incógnita hiperestática H se 
obtendrá a partir de anular el movimiento horizontal de A. 
 

 
Fig. 2. Estructura a analizar 

 
 
La ley de momentos flectores se escribe 
 
 cosRHMM f   

 
El movimiento horizontal del punto A vale 
 

 

 

  04
4

coscoscos0

2

2

0

2

0



  

HRM
R

dRRRHMdRR
EI

M
u f

A




 

 

 
Con lo cual se obtiene 
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 kN
R

M
H 273,1

44
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Problema 11.64 El anillo circular de la figura 1 tiene radio R y está sometido a dos 
momentos M. Hallar el valor del momento flector en el punto A 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.64 

 
 
Solución 
  
Por consideraciones de simetría y antimetría, la estructura puede reducirse al cuarto de 
círculo que se representa en la figura 2 
 

 
Fig. 2. Estructura después de realizados los cortes. Ejes locales 

 
 
La reacción H se obtendrá imponiendo la condición de movimiento horizontal nulo en 
el punto B. 
 
La ley de momentos flectores se escribe: 
 

cos
2f

M
M HR    

 
Y derivando respecto a H 
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cosfM
R

H






 

 
Por lo tanto, el movimiento horizontal del punto A se escribe: 
 

/2 /2 2
3

0 0

0 ( cos ) cos
2 2 4

f
A f

M Rd M Rd MR
u M HR R HR

H EI EI

    


     
   

 
De donde: 
 
HR = - 0,63662 M 
 
Con lo cual, el momento flector en el punto A valdrá 
 
MfA = - 0,13662 M 
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Problema 11.65 Dada la estructura de inercia constante, que se representa en la figura 
1, hallar las leyes de esfuerzos en el pilar 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.65 

 
 
Solución 
 
 Se corta por la rótula, separando el arco del pilar (ver la figura 2) 
 

 
Fig.2 Descomposición de la estructura en arco y pilar 
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Por equilibrio en el arco: 
 
 5 HV  
 
El valor de la fuerza H  se obtendrá igualando el movimiento horizontal en el arco y en 
el pilar. 
 
La ley de momentos flectores en el arco se escribe 
 

      

 

2

2

2 5 1 sin
5 1 sin 5 cos 5 5 1 sin 5 cos

2

25 1 sin

fM V H H H


   



           

 

 

 

   cos5sin15 




H

M f  

 
Aplicando el teorema de Castigliano se obtendrá el movimiento horizontal de A  
(positivo si hacia la izquierda) 
 










2

0

25,447,175
 

IE

H

IE

d

H

M
Mu f

f
a
A  

 
En el pilar, el movimiento horizontal de A  vale (positivo si hacia la izquierda): 
 

35 41,67

3
P
A

H H
u

E I EI


     

 
Igualando ambos valores 
 

kNH 75,0  
 
En la figura 3 pueden verse las leyes de esfuerzos en el pilar 
 

 
Fig.3. Leyes de esfuerzos: a) Momento flector. B) Esfuerzo cortante. C) Esfuerzo axil. 
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Problema 11.66 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar las reacciones 
en los apoyos 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.66 

 
 
Solución 
 
Debido a la doble simetría, los giros en los puntos A, B, C y D son nulos. Si se corta la 
estructura por los ejes de simetría se obtendrá el arco representado en la figura 2 
 
 

 
Fig.2 Cuarto de círculo 

 
Nótese que las reacciones verticales en A y C serán nulas y que las reacciones 
horizontales valdrán 2N. 
 
A partir de la figura 2, las leyes de momentos flectores se escriben 
 

    cos
2

sin1 R
F

NRMM f   
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Los valores de M y N se obtendrán imponiendo las condiciones de giro y 
desplazamiento horizontal nulos en el punto B. 
 
Para aplicar el teorema de Castigliano, se deriva el momento flector respecto de M y de 
N 
 

1




M

M f  

 sin1



R

N

M f  

 
Con lo cual: 
 

  





2

0

2

1 25,03562,05708,00
 

IE

R
RFRNM

IE

dR

N

M
Mu f

fB  

 

  





2

0

5,05708,05708,10
 

IE

R
RFRNM

IE

dR

M

M
M f

fB  

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones 
 

RFM 1515,0  
FN 4591,0  

 
Con lo cual, las reacciones horizontales en A y C valen: 
 

FNHH CA 9182,02   
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Problema 11.67 En el arco semicircular de radio a que se representa en la figura 1, 
hallar: 

 Momento flector en el punto B 
 Giro en el punto A 

 
 

 
Fig.1 Arco correspondiente al problema 11.67 

 
Solución 
 
La estructura es antimétrica respecto a un eje vertical y puede considerarse únicamente 
la mitad (figura 2). La incógnita hiperestática R  se obtendrá imponiendo la condición 
de desplazamiento vertical nulo en el punto A 
 
 

 
Fig.2 Estructura reducida 

 
La ley de momentos flectores se escribe 
 

  sin1
2

cos  a
F

aRM f  

 
El movimiento vertical de A es nulo: 
 

  



 

2

0

33

0
44

cossin1
2

cos0
  aFa

Rdaaa
F

aRIE A  
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Es decir: 
 

FR 3183,0  
 
Con lo cual, el momento flector en B vale: 
 

Fa
Fa

RaM fB 1817,0
2

  

 
Por otro lado, el giro del punto A valdrá 
 

  





 



 

2

0

2
2

2 0329,0
2

1
2

sin1
2

cos
  Fa

aF
aRdaa

F
aRIE A  
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Problema 11.68 Calcular la tensión inicial del tirante 'AA   del arco semicircular de la 
figura 1 para que al actuar la sobrecarga uniforme de intensidad p , el momento flector en la 
clave sea nulo. 
 

Datos: - Sección del arco teconsEI tan  

            -Sección del tirante 
2

3
R

EI
E   

 
No se considera la deformación por cortante ni axil en el arco. 

 
Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.68 

 
Solución 
 
Dada la simetría es suficiente considerar la mitad del arco (figura 2) 
 

 
Fig. 2. Estructura a analizar 
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Cuando H sea igual al esfuerzo final del tirante  ff TNT  , el momento en B debe ser nulo, 

es decir: 
 

 0
2

2
2 

R
pRTpRM ffB  

 

 
2

Rp
Tf   

 
Por otro lado, (y llamando iT  al esfuerzo inicial del tirante), al cargar la estructura con las 

cargas repartidas p , se producirá un incremento de esfuerzo de valor T  que podrá obtenerse 
compatibilizando el movimiento del punto A en el arco con el movimiento de A en el tirante. 
 
Se verificará que: 
 
 TTT fi   

 
En el arco de la figura 2, la ley de momentos flectores se escribe 
 

    2
2

2 sin1
2

cossin1  
R

pRHRpM f  

 
El movimiento horizontal del punto A vale: 
 

 



2

0

34

1

785398,03333,0
cos

 
EI

RHpR

EI

dR
RMu fA  

 
Si H es el incremento de esfuerzo en el tirante, puede sustituirse H por T  y compatibilizar 

Au1  con el movimiento del cable en A: 
 

 
E

RT

EI

RTpR 


 34 785398,03333,0
 

 
Es decir: 
 

 pR
pR

T 298,0
3333,0785398,0

3333,0



  

 
con lo cual 
 

 pRpRpRT
R

pTi 202,0298,05,0
2
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♣Problema 11.69 La estructura de la figura 1 está formada por un círculo de radio a y un 
pilar. Bajo las cargas que se indican, determinar las leyes de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.69 

 
 
Solución 
 
Se separa el arco del pilar (figura 2). Aparece una reacción hiperestática H cuyo valor se 
obtendrá compatibilizando el movimiento del arco con el del pilar. 
 

 
Fig. 2. Arco 

 
 
La ley de momentos flectores, en el arco, se escribe 
 

    2
2

2 sin1
2

cossin1  
a

paHapM f  

 
La mitad del movimiento horizontal del punto A del arco vale 
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  H

ap

EI

a
H

aap

EI
daM

EI

u
f

A

4343

1
cos

1

2

3342

0

2 


 

 
Por otro lado para el pilar 
 

 
EI

aH
u

3

3

1
  

 
Igualando: 
 

 





  H

apH

43
2

3


 

 
 apH 35,0  
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Problema 11.70 La estructura que se representa en la figura 1 está compuesta por un arco 

circular de rigidez EI  y por un tirante AA’ de rigidez 2REIE  .Determinar el esfuerzo T 
en el tirante cuando en el punto A actúa la fuerza F. Se pide hallar el esfuerzo en el tirante. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.70 

 
 
Solución 
 
Dada la simetría es suficiente con analizar medio arco (figura 2) 
 

 
Fig. 2. Estructura a analizar. Ejes locales. 

 
 
La ley de momentos flectores se escribe 
 
   cosRTFM f   

 
y el movimiento horizontal de A: 
 

 
 





2

0

3

1 4
cos

 
EI

RTF

EI

dR
RMu fA  

 
Por otro lado: 
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E

RT
u A 1  

 
Igualando: 
 

 
 




E

RT

EI

RTF


 3

4
 

 
y despejando T 
 
 FT 44,0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    878 
 

Problema 11.71 La estructura de la figura 1 está compuesta por un arco parabólico de eje 
vertical y dos soportes. Sobre el arco actúa una carga uniformemente repartida por unidad de 
proyección horizontal. El arco está asimismo sometido a una variación térmica de valor t. Se 
desea saber el valor de dicha variación térmica para que el arco permanezca antifunicular. 
 

 
Fig.1. Estructura correspondiente al problema 11.71 

 
 
Solución 
 
La ecuación del arco se escribe 
 

 



















2

2
1

2 a

xa
y  

 
Para que el arco sea antifunicular es preciso que en cada punto del mismo sólo exista esfuerzo 
axil. Por lo tanto, si se corta por el punto A el único esfuerzo que existe es tangente al arco 
(figura 2), y como su componente vertical, por equilibrio, vale pa2 , su componente horizontal 
debe valer 
 

 pa
paV

H 4
21

2

tan



 

 
Por equilibrio, en el pilar AB debe actuar esta fuerza F, que dará un movimiento horizontal de 
valor: 
 

 
pp

A EI

pa

EI

aH
u

3

4

3

43

  

 
Este movimiento horizontal debe estar producido por la variación térmica, es decir 
 
 tau A 2  
 
Igualando: 
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pEI

ap
t

3

2 3

  

 

 
Fig. 2. Fuerzas en el nudo A 
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Problema 11.72 El arco de la estructura de la figura 1 es parabólico de eje vertical. La 
inercia en la clave es oI  mientras que en un punto cualquiera vale   cosoIsI   siendo   

el ángulo que forma la directriz del arco con la horizontal. La inercia de los dos pilares es la 
misma e igual a AoII cos . 

 
Determinar las leyes de esfuerzos en toda la estructura. 
 
Determinar asimismo el giro y el desplazamiento horizontal del punto B. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.72 

 
 
Solución 
 
Se corta por el punto B, separando el arco de los pilares (fig.2) 
 

 
Fig. 2. Arco 

 
 
La ley de momentos se escribe 
 

      
M

x
Hp

x
MHy

x
ppxxM f 
















80
5

2

20

2

20
2020

2222

 

 
El giro en B vale 
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MHp
Hp

MHpdxM
x

H
x

EI B

20
3

200

3

0008

3

20

802

205200
80

5
2

20

3

20

0

222







 





















 

 

 
y el desplazamiento en B 
 

 

 

MHp

dx
x

M
x

Hp
x

dxyxMEI

3

200

3

800

3

00032

80
5

80
5

2

2020

0

20

0

2222












































  

 

 
Seguidamente, es preciso hallar estos mismos giros y desplazamientos en el extremo B del pilar  
 

 
Fig. 3. Pilar 

 
La ley de momentos se escribe: 
 
   HzMzM f   

 

   
5

0 2

25
5

H
MdzHzMEI BA  

 

   
5

0 3

125

2

25
HMzdzHzMEI A  

 

Igualando ambas expresiones de B  y   , habida cuenta de que III BA 2

5
  queda: 

 
















 







 

HMMHp

H
MMHp

3

125

2

25

5

52

3

200

3

800

3

00032
2

25
5

5

52
20

3

200

3

0008

 

 
de donde 
 
 pH 26  
 
 pM 50  
 
Con estos dos valores se dibuja sin ninguna dificultad las leyes de N, M, Q. 
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Problema 11.73 La pieza curva, de directriz circular de 4m. de radio, representada en la 

figura 1, tiene sección constante de 25102 mkNEI  . 
 
El apoyo de la derecha A, tiene un corrimiento horizontal, hacia la derecha de valor 

cmA 8  mientras que el apoyo izquierdo, tiene un corrimiento horizontal, hacia la izquierda 

de valor .4cmB   
 
Se pide: 
 

1. Leyes de esfuerzos referidas a la directriz de la pieza. 
2. Movimientos de la clave C. 

 

 
Fig. 1. Arco correspondiente al problema 11.73 

 
 
Solución 
 
El movimiento relativo del apoyo A respecto al B vale  .1248 cmBAAB    Por lo 
tanto, y como la estructura es simétrica, puede realizarse la descomposición que se indica en la 
figura 2. Las incógnitas hiperestáticas H y M se obtendrán imponiendo las condiciones: 
 

- Giro en C igual a cero. 

- Movimiento horizontal de C igual a cmAB 6
2




 

 

 
Fig. 2. Descomposición de la estructura original 
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La ley de momentos flectores se escribe 
 
  sin14  HMM f  

 
El giro en C es nulo: 
 

    
2

0

2816
1

40


 MH
EIEI

d
M fC  

 
El desplazamiento horizontal de C vale m06,0 : 
 

        
L

fc HM
EI

dM
EI

u



0

6162
8

4sin14
1

06,0  

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
 
 kNH 2601  
 
 kNmM 12,8311  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    884 
 

Problema 11.74 En la estructura que se representa en la figura 1 la pieza curva B’CB es un 
semicírculo de radio metrosR 5 . Todas las piezas tienen la misma inercia. Bajo las cargas 
que se indican, determinar: 
 

 Reacciones y leyes de esfuerzos en todas las piezas rectas. 
 Valor numérico del Momento Flector en A y del esfuerzo cortante en la pieza AB. 

 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.74 

 
NOTAS: 

 No se considerará la deformación por esfuerzo axil ni por esfuerzo cortante. 
 En los puntos B y B’ las piezas están articuladas entre sí. 

 
Solución 
 
La estructura puede descomponerse en su parte simétrica (que únicamente provoca una tracción 
de kN30  en el dintel) y en su parte antimétrica (figura 2). Esta última puede simplificarse 
como se indica en la figura 2. 
 

 
Fig. 2. Estructura antimétrica 

 
 
A partir de la estructura simplificada de la figura 2 se separa el arco del resto (fig. 3). Las 
incógnitas H y M se obtendrán de imponer igualdad de giros y desplazamiento horizontal. 
 

a) Estudio del arco 
 

Por equilibrio: 
 

 H
M

H
R

M
Rc

c 
5
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Fig. 3. Separación del arco del resto de la estructura 

 
La ley de flectores se escribe 

 

     1cossin5sin1sincos1   HMRRHRMM c
cf

 

 sin1




M

M f
 

 

 1cossin5 





H

M f
 

 
 El giro en C vale: 
 

  HMd
M

M
MEI f

fc 59514,3781,15
2

0





 



  

 
 y el desplazamiento horizontal de C: 
 

   





2

0

6991,1759514,35


 HMd
H

M
MuEI f

fc  

 
 

b) Piezas rectas 
 

Por equilibrio: 
 

 30
5

 H
M

R r
c  

 
La ley de momentos flectores se escribe: 
 

     300610
5

10  sHss
M

MRsMM r
c

C

Af  

 

 
5

1
s

M

M C
Af
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 10



s

H

M C
Af

 

 

 
 

sMsHs

sRM
s

HM r
c

B

Af

141421,041421,14264,42

2

2
5

2

2
530






















 

 

 s
M

M B
Af

141421,0



 

 

 s
H

M B
Af

41421,1



 

 
El giro de C vale: 
 

 

MH

ds
M

M
Mds

M

M
MEI

B
AfB

Af

C
AfC

AfC

69036,52369,4011,2071

25

0

10

0












 

 

 
El desplazamiento horizontal de C: 
 

 

MH

ds
H

M
Mds

H

M
MuEI

B
AfB

Af

C
AfC

Afc

2369,40036,56905,07117

25

0

10

0












   

 
Con lo cual, las condiciones de compatibilidad se escriben 
 
 11,20712369,4069036,559514,3781,1  HMHM  
 
 05,07117036,5692369,406991,1759514,3  HMHM  
 
y resolviendo el sistema: 
 
 kNH 40,27  
 
 kNM 2,27  
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Problema 11.75 Dada la estructura representada en la figura 1,  determinar el valor del 
momento flector en A y C así como el esfuerzo cortante en B. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.75 

 
 
Solución 
 
Se corta la estructura por C y C’ (figura 2). La incógnita hiperestática H se obtendrá imponiendo 
la igualdad de movimientos en C (o en C’) a ambos labios del corte. 
 

 
Fig. 2. Descomposición de la estructura primitiva 

 
 

- Movimiento horizontal del punto C de la pieza C’AC 
 
 Por simetría respecto a un eje vertical que pasa por A basta considerar la mitad (figura 3 a) 
 
La ley de momentos flectores se escribe 

 

    45coscossin45sin
2

  RH
RF

M f  
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Fig. 3. Piezas AC y CB 

 
Por lo que el movimiento horizontal de C valdrá 
 

 

     

EI

RH

EI

RF

dRRRH
RF

EI
uc

33

4

0

0354,00322,0

45coscos45coscossin45sin
2

1







  




 

 
- Movimiento horizontal del punto C de la pieza CB. 
 

La ley de momentos flectores se escribe 
 

     sin45sin45coscos
2

 RH
RF

M f  

 
con lo que 
 
 

     

EI

RH

EI

RF

dRRRH
RF

EI
u c

33

4

0

1212,00322,0

sin45sinsin45sin45coscos
2

1
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Igualando: 
 
 FH 411,0  
 
El momento flector en A valdrá 
 
   RFM

Af 474,0  

 
y en el punto B 
 
   RFM

Bf 144,0  

 
El cortante en C se obtendrá proyectando la suma vectorial de H más 2F  sobre la tangente a la 
directriz de la pieza 
 
 FQc 0629,0  
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Problema 11.76 En la estructura que se representa en la figura 1 el arco es una parábola de 
segundo grado de eje vertical. La inercia de dicho arco vale   cos0IsI   siendo 0I  la 

inercia en la clave y   el ángulo que forma la directriz con la horizontal. 
Hallar las leyes de momentos flectores. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema propuesto 11.76 

 
 
Solución 
 
La rótula existente entre el arco y la viga BAB’ únicamente transmite una fuerza vertical. La 
estructura se puede descomponer, por tanto, según se indica en la figura 2. 

 
Fig. 2. Descomposición de la estructura 

 
Las dos incógnitas hiperestáticas F y H se obtendrán igualando el movimiento vertical en A y el 
movimiento horizontal en C, respectivamente 
 

- Movimiento vertical de A de la pieza BAB’  
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00

67,22883,0002
EI

F

EI

p
vA   

 
- Movimiento vertical de A y horizontal de C en la pieza C A C’. 
 

Utilizando las fórmulas de Navier-Bresse, y teniendo en cuenta que el movimiento 
vertical de A es igual al movimiento vertical de C si se considera A fijo 
 

 
00

33,8567,106
EI

F

EI

H
vA   

 

 
00

33,5327,68
EI

F

EI

H
uC   

 
- Movimiento horizontal en C de la barra CD 

 

00

3

667,10
23

4

EI

H

IE

H
uC 




  

 
 Igualando los movimientos: 
 
  pFH 83,000231467,106   
 
  033,5394,78  FH  
 
 Resolviendo el sistema 
 

pH 59,5  
 

pF 27,8  
 
 En la figura 3 se dibuja la ley de momentos flectores 
 
 

 
 

Fig. 3 Ley de momentos flectores. La ley en el arco se dibuja sobre la cuerda CC’ 
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Problema 11.77 Se considera la misma estructura propuesta en el problema 11.76, sometida 
a un descenso del apoyo D de valor  . Determinar la ley de momentos flectores. 
 
Solución 
 
Al ser la estructura simétrica de forma, se puede descomponer en simétrica y antimétrica: 
 

- Estructura simétrica 
La estructura tendrá un descenso de apoyo 2  en D y un descenso 2  en D’. 
 

- Estructura antimétrica 
La estructura tendrá un descenso de apoyo 2  en D y un levantamiento de apoyo 2  
en D’.  

 
 Resolución de la estructura simétrica 

En la figura 1 puede verse el esquema de desplazamientos de la estructura (el valor de  
v es incógnita) y en la figura 2 el esquema de fuerzas. 
 

 
Fig. 1. Esquema de movimientos 

 

 
Fig. 2. Esquema de fuerzas 
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El movimiento vertical  v  en la viga BAB’ vale 
 

 
0

67,228
EI

F
v         (a) 

 
El movimiento vertical del punto C respecto al punto A en el arco valdrá v2  y se 
escribirá en función de F y H. 
 

 
00

33,8567,106
2 EI

F

EI

H
v 


      (b) 

 
Introduciendo en (b) el valor de v  dado por (a) se obtiene la primera ecuación. 
 

 231467,106
00


EI

F

EI

H
       (c) 

 
La segunda ecuación proviene de igualar movimientos horizontales en C. De acuerdo 
con el problema 11.56 dicha ecuación se escribe 

 
  033,5394,78  FH         (d) 
   
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (c) y (d) 
 
  00014,0 EIH   

 
  000207,0 EIF   

 
 Resolución de la estructura antimétrica 

 
Para la resolución de la estructura antimétrica, se separa el tablero superior del arco 
(figura 3). En el punto de separación, por antimetría, no puede existir fuerza vertical. 
Asimismo, la fuerza horizontal es nula, por equilibrio de fuerzas horizontales en el 
tablero. Queda, por tanto, sólo un momento de valor M , a determinar. 
 

 
 

 
               Fig. 3. Separación del tablero superior 
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En la estructura arco-pilares, separada del tablero superior que se indica en la figura 3, 

al moverse el punto D hacia abajo un valor d/2 , y D’ hacia arriba también d/2 , es 

evidente que los puntos C y C’ se mueven el mismo valor. La consecuencia para el arco 
es que todo él tiene un giro de sólido rígido, de valor  

 
2

8 16

     

 
Y sentido horario. 
 

 
Fig. 4. Giro de sólido rígido del arco 

 
El giro total del punto A en la subestructura arco-pilares será igual al producido por el 

momento M más el giro q que se indica en la figura 4. 

 
Para hallar el giro del punto A , debido a M , en la subestructura arco-pilares, se observa 
en primer lugar que los cortantes en C y C’ de los pilares CD y C’D’ son nulos ya que, 
por antimetría, deben ser iguales y del mismo signo, y por equilibrio de fuerzas 
horizontales, su suma vale cero. En consecuencia, si se separa el arco de los pilares, se 
obtiene el arco indicado en la figura 5. 
 

 
 

Fig. 5. Arco aislado. 
 

La ley de momentos flectores y su derivada respecto a M’ (siendo M’ = M / 2) se 
escriben, 
 

1

1

'
(8 )

8

8

' 8

f

f

M
M z

M z

M

 

 




 

 
 

Con lo cual, el giro g se obtiene a partir de (positivo si el sentido es antihorario): 
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8 8 82 21 1 1
1 10 0 0

' 4
(8 ) (8 )

' 64 128 3
f

f
o o o o

M dz dz dzM M M
M z z

M EI EI EI EI



     

    

 
Con lo cual, el giro total del arco valdrá (considerando positivo el sentido horario): 
 

3

16 4
arc
A

o

M

EI

       

 
Por otro lado, el giro del punto A del tablero vale: 
 

2

3
tabl
A

o

M

EI
   

 
Igualando ambos giros: 
 

3 2

16 4 3o o

M M

EI EI


   

 
Es decir: 
 

0,03125
32

o
o

EI
M EI    

 
A partir de todos los valores obtenidos anteriormente, es inmediato hallar las leyes de esfuerzos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    896 
 

Problema 11.78 En la estructura que se representa en la figura 1 la curva representa una 
parábola de segundo grado de eje vertical. Se desea obtener el momento flector en la clave del 
arco. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.78 

 
 
Solución 
 
Se separa el arco de las piezas rectas (figura 2) 
 

 
Fig. 2. Separación del arco del resto de la estructura 

 
Los valores de las incógnitas hiperestáticas H y M se obtendrán de igualar el giro y el 
desplazamiento horizontal del punto A. 
 

a) Estudio del arco 
Por cualquiera de los métodos de cálculo de movimientos puede obtenerse que: 
 

 Giro del punto A 
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0

2

00

3

0 21324 EI

LH

EI

LM

EI

Lp
EI A   

 
 Desplazamiento horizontal del punto A 

 

0

3

0

2

0

4

0 735

8

21105 EI

LH

EI

LM

EI

Lp
uEI A   

 
b) Estudio de las piezas rectas 

 
 El giro en A vale: 

 
 

03EI

LLHM
A


  

 
 El movimiento horizontal de A vale: 

 

0

3

0

2

0 3

2

3 EI

LH

EI

LM
uEI A   

 
Igualando se obtienen los valores de H y M 
 

 208363,0 LpM   
 
 HpH 04932,0  
 
El momento en la clave del arco vale: 
 

 2
2

0761,0
728

Lp
L

H
MLp

M C   
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Problema 11.79 En el anillo circular de radio R, que se representa en la figura 1, hallar el 
momento flector en los puntos A y B, así como el acercamiento de los puntos A y A’. 

 
Fig. 1. Anillo correspondiente al problema 11.79 

 
Solución 
 
Al ser el anillo simétrico respecto a un eje horizontal y respecto a un eje vertical, los giros en A 
y B (y también en A’) serán nulos. También será nulo el esfuerzo cortante. Se puede, por lo 
tanto, considerar únicamente un cuarto de círculo (ver figura 2). La incógnita será el momento 
MB.  
 

 
Fig. 2. Reducción de la estructura propuesta 

 
El valor del momento MB se obtendrá imponiendo la condición de que el giro en B sea cero. 
Para ello se utilizarán las fórmulas de Navier-Bresse. 
 
La ley de momentos flectores se escribe 
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   2
2

2 sin1
2

sin1  
R

ppRMM Bf  

 
El giro en B valdrá 
 

   
2

0

23927,05708,1
1

0


 pRM
EI

R
dRM

EI BfB  

 

 225,0 pRM B   
 
y también 
 

   225,0 pRM
Af   

 
El acercamiento entre A y A’ será el doble del movimiento vertical del punto B en el arco de la 
figura 2, es decir 
 

   
2

0

4

1667,0sin
2




EI

Rp
dRRRM

EI f  
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Problema 11.80 En la estructura de la figura 1, todas las piezas tienen la misma inercia. 
Determinar, bajo las cargas que se indica, las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.80 

 
 
 
Solución 
 
Dado que los apoyos son isostáticos puede considerarse únicamente la parte de la estructura que 
se indica en la figura 2. A su vez, dicha estructura puede descomponerse en su parte simétrica y 
en la antimétrica. 
 

 
Fig. 2. Descomposición en simétrica y antimétrica: a) Parte antimétrica. b) Parte simétrica. 

 
a) Estructura antimétrica 

 
La estructura antimétrica puede simplificarse cortando por un eje horizontal (figura 3). 
La estructura resultante puede cortarse tal como se indica también en la figura 3. 
 
En el arco, la ley de momentos flectores se escribe 
 

    22 sin12
2

10
cos2sin1220   HMM f  
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Fig. 3. Descomposición de la estructura antimétrica 

 
El giro de A vale 
 

  
2

0

1042


 HMdMEI fA  

 
El desplazamiento horizontal de A debe ser nulo, y vale 

 

  
2

0

0
3

160
242cos2



 HMdMuEI fA  

 
 lo cual proporciona la primera ecuación. 
 
 El giro de A en la viga AA   vale: 
 

  
 

   M
EIIE

M
A 


 60

3

8

23

460  

 
 Igualando se obtiene la segunda ecuación 
 
  58,1284808,5  HM  
 
 Resolviendo el sistema: 
 
  mkNM 83,49  
 
  kNH 21,40  
 

b) Estructura simétrica 
 

La estructura simétrica puede descomponerse tal como indica la figura 4. 
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Fig. 4. Descomposición de la estructura simétrica 

 
Las incógnitas hiperestáticas H y M se obtendrán al imponer giro y desplazamiento 
horizontal de A igual a cero. Es decir: 
 
 0104   HM  

 

  0
3

160
24  HM   

 
 Resolviendo el sistema 
 
  mkNM 25,40  
 
  kNH 2,11  
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Problema 11.81 Se considera la estructura representada en la figura 1. Determinar el valor 
de las incógnitas hiperestáticas. 
 

 
Fig. 1.Estructura correspondiente al problema 11.81 

 
 
Solución 
 
Se separa el círculo del cuadrado (figura 2). 
 

 
Fig. 2. Separación del cuadrado y el círculo 

 
Se resuelve en primer lugar el cuadrado. Hay que determinar los movimientos en los puntos de 
aplicación de las cargas. 
 
Se igualan los giros en el punto A (figura 3). 
 

 
    

mmmm EI

RM

EI

RH

EI

RM

EI

RVF

2

2

16

2

2

2

16

2 22 
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Fig. 3. Descomposición en vigas simples 

 
 

 R
HVF

M
8


  

 
El movimiento del punto B vale (positivo si va hacia el interior) 
 

 
    HVF

EI

R

EI

RM

EI

RVF
u

mmm
B 0625,01042,01042,0

248

2 323




  

 
El movimiento del punto C valdrá 
 

 
   HVF

EI

R

EI

RM

EI

RH
u

mmm
C 1042,00625,00625,0

248

2 323




  

 
Por lo que respecta al círculo, puede verse que 
 

 
CC

B EI

RH

EI

RV
u

33

0342,00372,0   

 

 
CC

C EI

RV

EI

RH
u

33

0342,00372,0   

 
 
 
Igualando los movimientos del círculo a los del cuadrado 
 

    HV
I

HVF
I Cm

0342,00372,0
1

0625,01042,01042,0
1
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    HV
I

HVF
I Cm

0372,00342,0
1

1042,00625,00625,0
1

  

 
y teniendo en cuenta que Cm II 2 , se obtiene 

 

 







FHV

FHV

0521,00655,00893,0

0313,00893,00655,0
 

 
Se resuelve el sistema de ecuaciones 
 
 FV 7064,0  
 
 FH 1676,0  
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Problema 11.82 En la estructura representada en la figura 1, la recta BB’ representa un 
tirante. Hallar el valor del esfuerzo en dicho tirante. 
 

 
Fig. 1. Estructura correspondiente al problema 11.82 

 
 
Solución 
 
Se sustituye el tirante por una fuerza T (figura 2) 
 

 
Fig. 2. Descomposición del anillo 

 
El anillo es doblemente simétrico y los giros en A, A’,  B y B’ son nulos. 
 
La ley de momentos se escribe 
 

   cos1
2

sin
2


RFRT

MM f  

 

 1




M

M f
 

 
El giro en B es nulo, y vale: 
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222
1

22
sin

22
cos

2

1cos1
2

sin
2

0

2

0

2

0

2

0

RFRFRT
MR

RFRFRT
MR

dR
RFRT

Mds
M

M
MEI f

fB







 

 
RTRFM 3183,01817,0   

 
El movimiento horizontal del punto B vale (positivo hacia la derecha) 
 

   

   332

2
33

3
2

2

0

2

0

0342,00372,0125,01963,03183,01817,05,0

8

1

16284162

2

sin
cos1

2
sin

22

RFRTRFRTRTRFR

RFRT
M

R
RFRF

RT
RM

dR
RRFRT

MdR
T

M
MuEI f

fB







 




















 




  




 

 
33 0342,00372,0 RFRTuEI B   

Igualando el desplazamiento Bu  al alargamiento de medio tirante: 
 

 
E

EI
RTRFRT  33 0342,00372,0  

 

Llamando  IR 2  
 
   FT 0342,00372,0   
 

 FT



0372,0

0342,0
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Problema 11.83 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar los momentos de 
extremo de barra, así como las leyes de esfuerzos 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.83 

 
Solución 
 
El pórtico es una vez traslacional. Supóngase que el movimiento horizontal de A vale 
 . En la figura 2 pueden verse los movimientos del resto de los nudos 
 

 
Fig.2 Movimientos 

 
Es evidente que, dado que 1BB , 
 
  12,1sin2  BBbd  

  5,0tan21  BBbcba  

 
Se escriben las ecuaciones elásticas: 
 

2

2

63 2 6
0,5 9 0,083333

6 8 6
ba

ba b b

E IE I
m E I E I

  
       

2

2

63 2 8
0,375 16 0,046875

8 8 8
bc

bc b b

E IE I
m E I E I

  
       

  62
2 0 0,8944 0,336

2020
bd

bd b d b

E IE I
m E I E I

          

  62
2 0 0,4472 0,336

2020
bd

db b d b

E IE I
m E I E I
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Por equilibrio: 
 

0 bdbcba mmm  

 
Es decir: 
 
1,7694 0,3725 7 0bEI E I     

 
lo cual constituye la primera ecuación. La segunda ecuación se obtendrá del equilibrio 
de esfuerzos cortantes (figura 3) 
 

       
Fig.3 Esfuerzos en el nudo B 

 
Proyectando todas las fuerzas que actúan en el nudo B, en la dirección perpendicular a 
BD se obtiene la ecuación 
 
 cos 0ba bc bdQ Q Q    

 
y por otro lado: 
 

6 4,5 0,08333 0,013888
6
ba

ba b

m
Q E I E I       

 IEIE
m

Q b
bc

bc 00586,0046875,010
8

8   

0,3 0,15026
20

bd db
bd b

m m
Q E I E I 

      

 
Y sustituyendo en la expresión anterior, se obtiene la segunda ecuación: 
 

0,316303 0,15909 6,4844 0bE I E I      
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Resolviendo el sistema: 
 

21,562bE I    

83,6289E I    
 
Y sustituyendo en las expresiones de los momentos se obtienen los momentos de 
extremo de barra 
 

 0,5 21,562 9 0,08333 83,6289 12,81bam kN m         

 0,375 21,562 16 0,046875 83,6289 3,99bcm kN m        

 0,8944 21,562 0,336 83,6289 8,81bdm kN m       

 0, 4472 21,562 0,336 83,6289 18, 46dbm kN m       

 
Las leyes de esfuerzos pueden verse representadas en las figuras 4, 5 y 6. 
 

 
     

Fig.4 Ley de momentos flectores 
 

 
 
    

Fig.5 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig.6 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.84 En el pórtico que se representa en la figura 1, hallar los esfuerzos de 
extremo de barra 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.84 

 
Solución 
 
Se utilizará el método de las ecuaciones elásticas. La estructura es una vez traslacional, 
y en la figura 2 pueden verse los movimientos 
 

 
Fig.2 Movimientos 

 
Escribiendo las ecuaciones elásticas para cada extremo de barra: 
 

   IEIE
IE

m
IE

m babbaab 16667,093333,0
6

6
2

6

2
2

 
 

   IEIE
IE

m
IE

m bbaabba 16667,0966667,0
6

6
2

6

2
2

 
 

    cbcbbc IEIE
IE

m  5,02
8

22
  

    cbcbcb IEIE
IE

m   5,02
8

22
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  2

2 6
2 0,6667 0,16667

6 6cd c d c

E I EI
m E I E I

         

   IEIE
EIIE

m cdcdc 16667,03333,0
6

6
2

6

2
2

  

 
Por equilibrio en los nudos B y C 
 

0 bcba mm  

0 cdcb mm  

 
Es decir: 
 

0916667,05,06667,1   IEEIIE cb  

016667,066667,15,0   IEIEEI cb  

 
En la figura 3 pueden verse las fuerzas y momentos de extremo de barra 
 

 
Fig.3 Fuerzas y momentos de extremo de barra 

 
Por equilibrio en el dintel: 
 

0 cdba QQ  

 
y como  
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 IEIE
mm

Q b
baab

ba 055556,016667,09
6

9 


  

 IEIE
mm

Q c
dccd

cd 055556,016667,0
6




  

 
Sustituyendo se obtiene la tercera ecuación 
 

0911111,0166667,016667,0   IEIEEI cb  

 
Resolviendo el sistema: 
 

5429,1bEI  2571,9cEI  20,97EI  

 
En la figura 4 pueden verse las fuerzas y momentos de extremo de barra 
 

 
Fig.4 Fuerzas y momentos de extremo de barra 
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Problema 11.85 En la estructura que se representa en la figura 1, hallar los momentos de 
extremo de barra 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.85 

 
 
Solución 
 
El pórtico es dos veces traslacional, verificándose además que el giro en C es igual al 
giro en D y el giro en B igual al giro en E. Sean 1  y 2  los desplazamientos 
horizontales de los puntos D y E tal como se indica en la figura 2 
 
 

 
Fig.2 Desplazamientos de los nudos 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    916 
 

 
 
 
Se escriben las ecuaciones elásticas para las barras que concurren en los nudos B y C 
 
 

  222
375,05,0

4

6
2

4

2  IEIE
IEIE

m bbaab   

  222
375,0

4

6
2

4

2  IEIE
IEIE

m babba   

   2 2
2 2,4

5be b e b

E I
m E I      

     21212
375,05,0

4

6
2

4

2   IEIEIE
IEIE

m cbcbbc  

     21212
375,05,0

4

6
2

4

2   IEIEIE
IEIE

m cbbccb  

   2 2
2 2,4

5cd c d c

E I
m E I      

 
 
Por equilibrio en los nudos B y C 
 

0 bcbeba mmm  

0 cdcb mm  

 
Y sustituyendo se obtienen las dos primeras ecuaciones 
 

0375,05,04,4 1   IEIEEI cb  

 
0375,0375,04,35,0 21   IEIEIEEI cb  

 
En la figura 3 se representan las fuerzas y momentos de extremo de barra en los 
dinteles. 
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Fig.3 Fuerzas y momentos de extremo de barra en los dinteles 

 
Teniendo en cuenta que: 
 

decb mm   edbc mm   efba mm   

decb QQ   edbc QQ   efba QQ   

 
Se establece el equilibrio de fuerzas horizontales en cada dintel: 
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0202 cbQ  

  0202  bcba QQ  

 
Es decir: 
 

10bcQ  20baQ  

 
O sea, tomando momentos en los pilares CB y BA 
 

0
4




bc
cbbc Q

mm
 

0
4




ba
abba Q

mm
 

 
y sustituyendo: 
 

  4075,05,15,1 21   IEIEEI cb  

21,5 0,75 80bEI E I    

 
que forman las otras dos ecuaciones con las que se completa el sistema. Resolviendo: 
 

5153,21bIE   5769,9cIE   

2148,2651 IE  6972,1492 IE  
 
Con lo cual, los momentos de extremo de barra valen: 
 

kNmmab 38,45  kNmmba 62,34  kNmmbe 64,51  

kNmmbc 02,17  kNmmcb 98,22  kNmmcd 98,22  
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Problema 11.86 Dada la estructura que se representa en la figura 1, se desea hallar 
las leyes de esfuerzos, utilizando el método de las ecuaciones elásticas. 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.86 

 
 
Solución 
 
 La estructura es una vez traslacional. Supóngase que el punto C se mueve una 
cantidad   hacia la derecha. La deformada (sin giro) debida a este desplazamiento   
puede verse en la figura 2. 
 
 

 
Fig.2. Deformada sin giro 

 
 
De acuerdo con la figura 2: 
 

 BC  

2 AB  
 
Con lo cual, si se escriben las ecuaciones elásticas: 
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2

2

2 6 2 12 4
2 0 0,7071 0,26517 16

124 2 4 2
ba b b

E I E I
m E I E I

  
        

241875,075,0
8

412

16

3

4

3 2




  IEIE
IEIE

m bbbc  

 
Sumando e igualando a cero 
 

1, 4571 0,07767 8 0bE I E I     (a)

 
Lo cual constituye la primera ecuación. 
 
Además, 
 

 
2

2

2 6 2 12 4
0,3536 0,26517 16

124 2 4 2
ab b b

EI EI
m EI EI

  
                  

Aislando la pieza BC y tomando momentos respecto a O (figura 3): 
 

24
4 2 12 0

2ba bcQ m     

 

 
Fig. 3. Equilibrio de la barra BC 

 
Teniendo en cuenta que por equilibrio de la barra AB  
 

4 2 48 2 0BA ab baQ m m      

 
Se obtiene la segunda ecuación: 
 

0,3107 0,71784 216 0bEI EI     (b)

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtiene: 
 
mba = 50,74 kNm ;                mbc = -50,74 kNm ;                  mab = 90,53 kNm 
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En la figura 4 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores 
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Problema 11.87 Dada la estructura que se representa en la figura 1, se desea hallar 
las leyes de esfuerzos. 
 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.87 

 
 
Solución 
 
 La estructura es intraslacional, por lo que si se utiliza el método de las 
ecuaciones elásticas, la única incógnita será el giro en B 
 

 
22 12 4

2 0 0,7071 16
124 2

ba b b

E I
m E I 

      

2475,0
8

412

4

3 2




 bbbc IE
IE

m   

 
Sumando e igualando a cero: 
 
1, 4571 8 0bE I    

5, 4904bE I    

 
y sustituyendo 
 

0,7071 5,4904 16 19,88bam kNm       

0,75 5,4904 24 19,88bcm kNm      

 
y además: 
 

22 12 4
14,06

124 2
ab b

E I
m kNm 

    

 
En las figuras 2, 3 y 4 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos 
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Fig.2. Ley de momentos flectores y reacciones 

 

 
 

Fig.3. Ley de esfuerzos cortantes 
 
 

 
Fig.4. Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.88 La estructura que se representa en la figura 1, está sometida a un 
incremento de temperatura t  en sus fibras exteriores y t  en sus fibras interiores. 
Tanto para la pieza AB como para la BC las secciones son rectangulares de ancho b  y 

b2 respectivamente y canto h  en ambas vigas. Se supone que la variación térmica es 
lineal en el interior de la sección recta. Conociendo el coeficiente de dilatación lineal 
  se desea hallar las leyes de esfuerzos. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.88 

 
 
Solución 
 
 Para una viga biempotrada sometida a una variación térmica como la indicada en 
la figura 2.a el momento de empotramiento perfecto vale: 
 

h

tIE
m

2
ˆ   

 
Para un viga empotrada y apoyada el momento de empotramiento valdrá 
 

h

tIE
m

3
  

 

 
Fig.2 Vigas biempotrada y empotrada y apoyada sometida a variación térmica. 

 
Escribiendo las ecuaciones elásticas para las vigas AB y BC que concurren al punto B: 
 

 
h

tIE

a

IE
m

a

IE
m bbabba

 24
ˆ02

2
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 3 2 3 3 (2 )

2bc b bc b

E I E I E I t
m m

a a h

    
 

 
Sumando e igualando a cero: 
 
7 4

0b

E I E I t

a h

    

 
Es decir: 
 

0,5714b

E I E I t

a h

   

 
Y sustituyendo: 
 

 4 0,5714 2 4,29ba

E I t E I t
m

h h

 
     

 3 0,5714 6 4,29bc

E I t E I t
m

h h

 
      

2 2
0,8572ab b

E I E I t E I t
m

a h h

      

 
En la figura 3 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.89 La estructura que se representa en la figura 1, está sometida a un 
incremento de temperatura t  en sus fibras exteriores y t  en sus fibras interiores. 
Tanto para la pieza AB como para la BC las secciones son rectangulares de ancho b  y 

b2 respectivamente y canto h  en ambas vigas. Se supone que la variación térmica es 
lineal en el interior de la sección recta. Conociendo el coeficiente de dilatación lineal 
  se desea hallar las leyes de esfuerzos. 
 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.89 

 
 
Solución 
 
 Para una viga biempotrada sometida a una variación térmica, el momento de 
empotramiento perfecto vale: 
 

h

tIE
m

2
ˆ   

 
Para un viga empotrada y apoyada el momento de empotramiento valdrá 
 

h

tIE
m

3
  

 
Por otra parte, el punto B se moverá horizontalmente. Supóngase que una cantidad   
hacia la izquierda. 
 
Escribiendo las ecuaciones elásticas para las vigas AB y BC que concurren al punto B: 
 

 
h

tIE

a

IE

a

IE
m

a

IE

a

IE
m bbabba

 264
ˆ

6
02

2
22

  

 3 2 3 3 (2 )

2bc b bc b

E I E I E I t
m m

a a h

    
 

 
Sumando e igualando a cero, se obtiene la primera ecuación 
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2

7 6 4
0b

E I E I E I t

a a h

     
(a) 

 
Por otra parte, el esfuerzo cortante en AB debe ser nulo, es decir: 
 

0 abba mm  

 
Y como 
 

h

tIE

a

IE

a

IE
m bab

 262
2

  

 
resulta: 
 

2
b a

   

 
Y sustituyendo en la expresión (a) y resolviendo: 
 

b

E I E I t

a h

   

2
0,5

E I E I t

a h

   

 
Con lo cual, 
 

 4 6 0,5 2 3ba

E I t E I t
m

h h

 
      

 3 6 3bc

E I t E I t
m

h h

 
     

 2 6 0,5 2 3ab

E I t E I t
m

h h

 
       

 
En la figura 2 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.2 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.90 La estructura que se representa en la figura 1, está sometida a un 
incremento de temperatura térmico uniforme de valor t . Si   es el coeficiente de 
dilatación lineal, se pide 

- Hallar las leyes de esfuerzos. 
- Giro en B y en C. 

 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.90 

 
 
Solución 
 
 La estructura es intraslacional, por lo que las traslaciones del punto B son 
conocidas. 
 

kattLL ABAB    

kattLL BCBC 22    

 
siendo  atk           
 
Por efecto de la temperatura, el punto B se moverá tal como indica la figura 2 
 
 

 
Fig. 2 Deformada (sin giro de la estructura) 

 
Aplicando el método de las ecuaciones elásticas: 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    929 
 

 

  2 2

62 4 12
2 0 AB

ba b b

E IE I E I E I k
m

a a a a

       

   
  22 2

33

2

23

2

23

a

kIE

a

IE

a

IE

a

IE
m b

BC
bbc  


  

 
Sumando e igualando a cero 
 

2

5,107
0

a

kIE

a

IE
b    

 
Es decir, 
 

a

k
b 5,1  

Con lo cual, los momentos de extremo de barra valdrán: 
 

2 2

4 12 6
1,5ba

E I k E I k E I k
m

a a a a
      

22

9122

a

kIE

a

kIE

a

IE
m b

ab 


 

22

6
5,15,1

3

a

kIE

a

kIE

a

k

a

IE
mbc   

 
En las figuras 3,4 y 5 pueden verse dibujadas, respectivamente, las leyes de momentos 
flectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles. 
 
 

 
Fig. 3 Ley de momentos flectores 
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Fig. 4 Ley de esfuerzos cortantes 

 
 

 
Fig. 5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.91 Determinar las leyes de esfuerzos en la estructura que se representa 
en la figura 1 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema resuelto 11.91 

 
 
Solución 
 
 Se resolverá utilizando el método de las ecuaciones elásticas. 
 
 Se observa que la estructura es una vez trasnacional, siendo B y D los inicios 
nudos que pueden trasladarse, siendo esta traslación en dirección vertical. Además, por 
simetría 
 

'AA                       ; 'CC                       ; 0 DB   

 
 Se escriben, en primer lugar las expresiones de los momentos de extrema de 
barra de las piezas que concurren en A: 
 

     
1675,02

4

26

12

412
02

4

22
2

2




  IEIE
IEIE

m aabaab  

  CaCaac IEIE
IE

m  66667,03333,12
3

2
  

 
Sumando e igualando a cero se obtiene la primera ecuación 
 

01675,066667,03333,3   EIEIEI ca  (a)

 
Para las barras que concurren en C se escribe 
 

  caacca EIEI
EI

m  3333,166667,02
3

2
  

     
 EIEI

IEIE
m ccdccd 75,02

4

26
02

4

22
2
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Sumando e igualando a cero se obtiene la segunda ecuación 
 

075,03333,366667,0   EIEIEI ca  (b)

 
Puede observarse que en las expresiones anteriores se ha escrito 
 

  cdab  

 
La tercera ecuación se obtendrá realizando el equilibrio de esfuerzos cortantes (figura 2. 
Se dibujan únicamente los cortantes) 
 
 

 
Fig.2 Equilibrio de esfuerzos cortantes 

 
 
Por equilibrio: 
 

0 dcba QQ  (c)

 
Por equilibrio de las barras AB y CD: 
 

 EIEI
mm

Q a
baab

ba 375,075,024
4

24 


  
(d1)

 EIEI
mm

Q c
cddc

dc 375,075,0
4




  
(d2)

 
Sustituyendo en (c) se obtiene la tercera ecuación 
 

32  EIEIEI ca  (e)

 
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene: 
 

8,15aEI  

8,9cEI  

6,57EI  
 
Con lo cual, los momentos de extremo de barra valen: 
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mkNmab 6,27  mkNmba 4,11  

mkNmac 6,27  mkNmca 6,23  

mkNmcd 6,23  mkNmdc 4,33  

 
En las figuras 3, 4 y 5 pueden verse dibujadas las leyes de esfuerzos 
 

 
Fig.3 Ley de momentos flectores 

 
 
 
 

 
Fig.4 Ley de esfuerzos cortantes 
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Fig.5 Ley de esfuerzos axiles 
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Problema 11.92 Hallar las leyes de momentos en la estructura que se adjunta en la 
figura 1 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.92 

 
Solución  
 
La estructura es una vez trasnacional. Por otro lado, el centro de rotación de la barra BC 
estará situado en el punto I (figura 2). Además al ser dicha barra infinitamente rígida los 
giros de B y C serán iguales, verificándose que 
 

 
IC

CC

IB

BB
CB

''
   

 
Es decir: 
 

 24' BBBA  

 4' CCCD  

 
 

 
Fig.2 Deformada de la estructura 
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Las ecuaciones elásticas para las barras AB y CD se escriben: 
 

      



22

5

24

246

224

6
02

24

2
22

EIEIEIEIEI
m AB

Bba    1a

      



2

2

24

246

2224

6
0

24

2
22

EIEIEIEIEI
m AB

Bab    2a

  



2

5

4

46

4

6
02

4

2
22

EIEI
EI

EIEI
m CD

Ccd    3a

  


 EI
EIEIEIEI

m CD
Cdc 2

4

46

24

6
0

4

2
22

   4a

 
De acuerdo con la figura 3 el equilibrio de esfuerzos cortantes vendrá dado por la 
expresión (tomando momentos respecto a I): 
 

04244  cdbaCDAB mmQQF   b

 
y por equilibrio de las barras AB y DC 
 

24
baab

AB

mm
Q


  

 
 

 1c

4
dccd

CD

mm
Q


  

 
 2c

 
 

 
Fig.3 Equilibrio de cortantes 

 
 
Sustituyendo las expresiones (a) y (c) en (b) se tiene: 
 

FIE 334735,0   d
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Con lo cual, sustituyendo en (a) se tienen los momentos de extremo de barra 
 

FFmba 5917,0334735,0
22

5
  

FFmab 4734,0334735,0
2

2
  

FFmcd 8368,0334735,0
2

5
  

FFmdc 66947,0334735,02   

 
En la figura 4 puede verse dibujada la ley de momentos flectores. 
 

 
Fig.4 Ley de momentos flectores 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    938 
 

Problema 11.93 Determinar  las leyes de esfuerzos en la estructura que se representa 
en la figura 1. Todas las barras tienen la misma inercia y se desprecia la deformación 
por esfuerzo axil. 
 

 
Fig.1 Estructura correspondiente al problema 11.93 

 
 
Solución 
 
 La estructura es simétrica respecto a un eje horizontal y respecto a un eje 
vertical. Por ello: 
 
 0'  EDBB   

'' CACA    

 
 Los puntos B  y 'B  se moverán solo verticalmente. Los puntos D  y E  se 
moverán solo horizontalmente. Llamando B  al movimiento vertical de B   y D  al 
movimiento horizontal de D , y teniendo en cuenta que el centro de rotación de la barra 
DB está en A  se tendrá (figura 2) 
 

ADAB
DB 

  

es decir 
 

DB  5,1   a
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Fig.  2. Relación entre los movimientos en D y en B 

 
Primer procedimiento.    Se utilizarán las ecuaciones elásticas. En la figura 3 puede 
verse la deformada (sin giros) de la estructura 
 
 

 
Fig. 3. Deformada sin giro 

 
Aplicando las ecuaciones elásticas a las barras que concurren en el nudo A se tendrá 
 

 
2

2

62 15 6 2
2 0 45

6 12 6 3 6
2

45
3 4

B
ab a a B

a D

E IE I E I
m E I

E I
E I

  

 


       

  
 

  DaDaad

IE
IE

IEIE
m 

8

3

4

6
002

4

2
2

  

 
Sumando, e igualando a cero, y teniendo en cuenta la relación (a) 
 

045
8

5

3

5
 Da IEIE   

 
 b

 
Por otro lado, se aísla el trozo ABD de estructura, tal como se indica en la figura 4.  
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Fig.4. Parte de la estructura 

 
Tomando momentos respecto al punto A se obtiene; 
 

0270  DB MM                c  
 
La expresión anterior puede desarrollarse escribiendo 
 

dbdaD mmM               1d  

bdbaB mmM              2d  

 
A su vez 
 

  DaDada

IEIEIEIE
m 

8
3

24

6
0

4

2
2

  
           
             1e

  DBDdb IE
IEIE

m  208,0
64

6
00

64

2
2222







  
           
            2e  

 
(en la expresión anterior se ha tenido en cuenta que DBD  8028,1 ) 
 

  Da
B

aba

IEIEIEIE
m 




4
45

336

6

12

615
0

6

2 2




  
           
            3e  

dbbd mm              4e  

 
Sustituyendo las expresiones anteriores en (d) y éstas a su vez en ( c ) se obtiene 

 
315041,18333,0  Da IEIE              f  

 
 Las expresiones (b) y (f) forman un sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas. Resolviendo: 
 

72,200aIE              1g  

27,463DIE              2g  
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A partir de los valores anteriores se obtienen los momentos de extremo de barra: 
 

  kNmmab 27
4

27,463
4572,200

3

2
  

kNmmad 2727,463
8

3
72,200   

kNmmba 91,3
4

27,463
45

3

72,200
  

kNmmbd 36,9627,463208,0   

kNmmda 37,7327,463
8

3

2

72,200
  

kNmmm bddb 36,96  

 
Segundo procedimiento.  Se separa el cuadrilátero exterior del cuadrilátero interior 
(figura 5) 
 

 
Fig.5. Separación del cuadrilátero exterior del cuadrilátero interior. 
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Los valores de 1F  y 2F  se obtendrán de igualar movimientos en ambos cuadriláteros. 
 

a) Cuadrilátero exterior: Escribiendo las ecuaciones elásticas en las barras que 
concurren en el nudo A   se tendrá: 

 

  1
1

2

5,1180
68

12

12

1215
2

12

2
F

IEFIE
m aaaac 





   

  2
2

' 48

8
2

8

2
F

IEFIE
m aaaaa 


   

 
 Sumando e igualando a cero: 
 

01805,141666,0 21  FFIE a  

 
 Es decir: 
 

1084,09,0 21  FFmac             1h  

' 1 20,9 0,4 108aam F F               2h  

 
 Las flechas de los puntos B  y D  valdrán respectivamente: 
 

21 2,78,192106 FFIE B   (positivo hacia el interior) 

22 4666,72,7864 FFIE D   (positivo hacia el interior) 
 

b) Cuadrilátero interior: Se aisla la barra DB  (figura 6) 

 
Fig. 6. Barra BD  aislada 

 
 Por equilibrio 
 
 22FH   

 21FV   
 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    943 
 

Los momentos dbm  y bdm  en B  y D  deben ser iguales ya que el giro en D  y en B  es 

nulo. Por equilibrio de momentos: 
 

215,1 FFmm bddb              i  

 
Los movimientos en B  y D  del cuadrilátero interior pueden obtenerse aplicando el 
teorema de Castigliano. Si W  es la energía elástica de todo el cuadrilátero se tendrá 
 

1 1

1 1

2 2
f

B f

MW ds
v M

F F E I


 

   

2 2

1 1

2 2
f

D f

MW ds
v M

F F E I


 

   

 

El término 
2

1
 proviene de que el teorema de Castigliano proporciona el movimiento 

relativo entre B  y 'B  y D  y E . 
 

1 210,8166 7,21108BE I v F F              1j  

1 27, 21108 4,807DE I v F F               2j  

 
Igualando los movimientos dados por  h  con los dados por  j , y resolviendo el 
sistema de ecuaciones se tiene 
 

kNF 70,791   

kNF 18,232   
 
Con lo cual, a partir de  i  
 

kNmmm bdab 37,9618,237,795,1   

 
Los momentos en los extremos de barra que concurren en A  se obtendrán a partir de las 
expresiones  h  
 

kNmmac 2710818,234,070,799,0   

kNmmaa 2710818,234,070,799,0'   

 
Los momentos dbm  y bdm  se obtienen a partir de  i  

 
kNmmm dbbd 37,9618,2370,795,1   

 
En la figura 7 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores 
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Fig. 7 Leyes de momentos flectores. 
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Problema 11.94 En el pórtico a dos aguas que se representa en la figura 1, se desean obtener 
los momentos de extremo de barra 
 
 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.94 

 
Solución 
 
La estructura es una vez traslacional y simétrica respecto a un eje vertical. En la figura 2 
pueden verse los movimientos de los nudos. 
 
 

 
Fig.2 Movimientos de los nudos 

 
 
De acuerdo con la figura 2 
 

 AB  




 236,2
sin

BC  
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Las ecuaciones elásticas se escriben: 
 

  


 IEIE
IEIE

m b
AB
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Por equilibrio,  0 bcba mm , es decir: 

 
0120769,05963,1   IEEI b  

 
A partir de la figura 3, tomando momentos respecto al punto O se obtiene la segunda 
ecuación 
 

 
Fig.3 Equilibrio de esfuerzos cortantes 

 



Juan Miquel Canet. Problemas de Estructuras. Cap 11: Estructuras reticuladas                                                    947 
 

 

0
2

64
3

2




 babacb Qmm  

 
Es decir: 
 

0842356,18268,1   EIEI b  

 
Resolviendo el sistema 
 

5677,4bIE   23,61IE  

 
y sustituyendo en la expresión de los momentos 
 

kNmmab 25,25  

kNmmba 52,27  

kNmmbc 52,27  

kNmmcb 89,4  
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Problema 11.95 En la estructura que se representa en la figura 1, determinar y dibujar las 
leyes de momentos flectores 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.95 

 
 
Solución 
 
Se aplicará el método de las ecuaciones elásticas. Al ser el pórtico intraslacional y 
simétrico: 
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La suma babc mm   debe ser 0, es decir: 
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2
0  bb

IEIE   

 
De donde se obtiene 
 

14,137bIE   

 
Los momentos de extremo de barra valdrán: 
 

  mkN
IE

m
IE

m babbaab 9,22
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mkN
IE

m bba 7,452
12

2
   

mkN
IE

m bbc 7,4580
8

2
   

 
En la figura 2 pueden verse representadas las leyes de momentos flectores 
 
 

 
Fig.2 Ley de momentos flectores 
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Problema 11.96 En la estructura que se representa en la figura 1, determinar los momentos 
de extremo de barra 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.96 

 
 
Solución 
 
El pórtico es intraslacional, y se resolverá utilizando el método de las ecuaciones 
elásticas 
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Teniendo en cuenta que: 
 

0 bcba mm  

0 cdcecb mmm  

 
se obtiene el sistema de dos ecuaciones: 
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0125,05333,1  cb IEIE   

0420125,25,0  cb IEIE   

 
Sistema que resuelto: 
 

1108,1bIE   

5936,20cIE   

 
Sustituyendo en las expresiones correspondientes se obtienen los momentos de extremo 
de barra 
 

mkNmab 296,0  

mkNmba 592,0  

mkNmbc 592,0  

mkNmcb 1,33  

mkNmcd 12,4  

mkNmce 3,37  
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Problema 11.97  En el pórtico que se representa en la figura 1, hallar y dibujar las leyes de 
momentos flectores 
 

 
Fig.1 Pórtico correspondiente al problema 11.97 

 
Solución 
 
El pórtico es una vez traslacional. Los puntos B y C pueden trasladarse horizontalmente 
la misma magnitud   (figura 2) 

 
Fig.2 Traslaciones 

 
Las ecuaciones elásticas se escriben: 
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Por equilibrio en los nudos B y C 
 

0 bcba mm  

0 cdcb mm  

 
Y sustituyendo se obtienen las dos primeras ecuaciones 
 

0041667,01333,06,0   IEIEIE cb  

001852,0489,01333,0   IEIEIE cb  

 
La tercera ecuación se obtendrá realizando el equilibrio de esfuerzos cortantes (figura 3) 
 
 

 
Fig.3 Esfuerzos en extremo de barra 
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Por equilibrio de fuerzas horizontales en el dintel: 
 

40 0ba cdQ Q    

0,5
12

12 12

b
ba ab

ba
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EIm m
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3 27
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c

cd dc
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EI EI
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O sea: 
 
0,0416667 0,018519 0,009 40b cEI EI EI      

 
Lo cual constituye la tercera ecuación. 
 
Resolviendo: 
 

439bEI    

136,2cEI    

6757EI    
 
Y sustituyendo en las expresiones de los momentos: 
 

208,4abm kNm  

135,2bam kNm  

135,2bcm kNm   

94,7cbm kNm   

94,7cdm kNm  

110dcm kNm  

 
 


