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1 Fundamentos 1

1 Fundamentos

1.1 Objeto de la Resistencia de Materiales y del Calculo de Estructuras

Cualquier disciplina en ingenieria que persiga una finalidad aplicada se basa en el
concurso de dos conjuntos de conocimientos: En primer lugar una teorfa rigurosamente
cimentada que a partir de unas hipétesis razonables y comprobadas en lo posible,
proporcione unos resultados que, por una parte, sean aceptables y, por otra aplicables
a fines concretos de ingenieria. En segundo lugar es preciso disponer de una amplia
experiencia que, al mismo tiempo que cubra las inevitables lagunas que tiene la teoria,
interactie con ella validdndola y mejorandola.

Cuando de lo que se trata es de construir edificios, maquinas o cualquier ingenio
de una cierta utilidad, es preciso garantizar que sus condiciones de resistencia sean las
adecuadas. Y es precisamente el armazén tedrico a través del cual se puede llegar a
determinar y asegurar dichas condiciones de resistencia lo que constituye el objeto de
la Resistencia de Materiales y del Célculo de Estructuras.

Se ha introducido la palabra adecuado consciente de su ambigiiedad. Por una parte,
es preciso conocer los fundamentos de la resistencia y estabilidad de las construcciones
a fin de reducir los costos excesivos que introduciria un dimensionamiento superabun-
dante. Por otro lado, una construccién méas cara no quiere decir que sea mas segura,
ya que es posible que ciertas partes o elementos estén sobredimensionados, mientras
que en otros su estabilidad sea critica. Nétese por ultimo que la estética es también
un elemento importante a tomar en consideracion. A este respecto es notorio senalar
que una estructura bien concebida, y adecuada toda ella y cada una de sus partes a la
finalidad resistente que debe cumplir, no es extrana a un objetivo estético.

1.2 El sélido como elemento resistente

Considérese un sélido cualquiera sometido a una serie de acciones' tal como esque-
maticamente se representa en la figura 1.1. Dicho sélido, como consecuencia de las
acciones que sobre él actian, sufre una serie de movimientos, es decir, que un punto
cualquiera P, de coordenadas antes de la deformacién (29, 27, z2) pasa a tener después
de la deformacién las coordenadas (zi, 25, 25) (ver Fig. 1.2).

1El concepto de accién se precisard mas adelante. Por el momento y para fijar ideas puede consi-
derarse un tipo particular de accién tal como las fuerzas externas.
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Z3

Z

Fig. 1.1 Cuerpo deformable sometido a cargas externas

-— — e
/"— --“~\
7 N

o3 os O3
o =271 + 2515 + 2513

z
1
r :Zlil + Zgig + Zgig

Fig. 1.2 Movimientos de un punto P de un sélido deformable

De esta forma, los movimientos del punto P seran

u=r — I‘O == (Zl - Zlo)il + (ZQ - Zg)ig + <Z3 - Zg)ig == U1i1 + UQiQ + U3i3 (1.1)

Uy =2y — 27

Uy = 25 — 25

U = 23 — 24
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Por hipétesis, se va a suponer que estos movimientos son suficientemente pequenos.
El término suficientemente pequerios se ira precisando més a lo largo de todo este libro.
Se puede, por tanto y por el momento, enunciar la siguiente hipétesis:

Todo cuerpo sometido a unas ciertas acciones experimenta una serie de movimientos
definidos por el vector u(z?,22,22) que se supondrdn suficientemente pequenos.

Supoéngase nuevamente el sélido deformable de la figura 1.1 al que mediante una
superficie ideal cualquiera 7 se separa en dos partes. Sea S la parte de m que pertenece
al cuerpo (Fig. 1.3).

Fig. 1.3 Division ideal del cuerpo eldstico mediante una superficie
cualquiera

dF
ds
S

Fig. 1.4 Fuerzas existentes en un entorno de P situado sobre la superfi-
cie S

Es evidente que si se quiere representar adecuadamente la interaccién de una parte
del cuerpo sobre la otra parte, es preciso introducir en la superficie S unas fuerzas de
magnitud y direccién en principio desconocidas y cuya determinacion constituye uno de
los objetivos del andlisis estructural. Considérese un punto cualquiera P situado sobre
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S, asi como un entorno de P situado asimismo sobre S y denominado dS (Fig. 1.4).
Sea dF la resultante de todas las fuerzas que actian sobre dS. Al cociente t entre los
diferenciales dF y dS se le denomina tension en P sobre la superficie S

_ ¥
—ds

El concepto de tension es fundamental en todo el andlisis estructural y a su andlisis
se dedican los dos apartados siguientes.

t (1.2)

1.3 Breve analisis del concepto de tensién

El vector t definido por la expresion 1.2 tiene en general tres componentes y su
direccién no sera en general la de la normal a dS, sino que también tendra una com-
ponente en la direccién perpendicular a dicha normal. Sea ¢ la componente normal a
dS y 7 la componente tangencial, es decir si N es el versor normal

c=t-N (1.3a)
T =|t —oN] (1.3b)

A la tensién o se le denomina tensién normal y a 7 tensién tangencial. Asimismo es
conveniente distinguir entre la tensién normal de compresién (si dicha tensién tiende
a comprimir el material, es decir, si cIN se dirige hacia el interior del cuerpo) y la
tensién normal de traccién (si esta tensién tiende a separar el material, en cuyo caso
oN se dirige hacia el exterior del cuerpo). La distincién entre todas estas tensiones
responde al hecho de que se ha comprobado que un mismo material responde de forma
distinta a cada una de estas tensiones. Asi, por ejemplo, el hormigén resiste muy bien
a las compresiones y muy mal a las tracciones, razén por la cual se le pretensa o se le
arma dando lugar al homigén pretensado y al hormigén armado, tan corriente en las
construcciones habituales.

El concepto de tension se ha definido hasta ahora asociado a un determinado punto y
a una determinada superficie dSS, es decir a un determinado plano dado por N. Es muy
interesante preguntarse si, suponiendo fijo el punto P y cambiando la orientacién de
dS, se obtendria la misma tensién. La respuesta es negativa, dependiento por tanto la
tension del plano de actuacion. Un sencillo ejemplo aclarard tan importante concepto.

Supéngase (Fig. 1.5) una pieza de anchura unidad, longitud b, canto a y sometida
en sus extremos a unas fuerzas externas de valor p por unidad de superficie. Si se corta
la pieza por un plano vertical 7, cualquiera (Fig. 1.6), por simple equilibrio se puede
determinar el valor de las tensiones actuantes t. En efecto, |t,| = p, siendo ademads la
tension normal ¢ = p y la tensién tangencial 7 = 0. Evidentemente, la tension normal
o es de traccion. O sea:

[t =p (1.4)

Supoéngase seguidamente que la misma pieza se corta por un plano 7, que forma 60°
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- - Ia
p

" " |

Fig. 1.5 Pieza sometida a un esfuerzo uniforme

Fig. 1.6 Determinacion de las tensiones segun un plano vertical en una pieza
sometida a un esfuerzo uniforme

60°
ST, N

Fig. 1.7 Determinacion de las tensiones segun un plano que forma 60° con la
vertical

con el eje vertical (Fig. 1.7).
Nuevamente, por condiciones de equilibrio, se puede escribir

o] ——— x 1
% -va
1 cos 60 p

es decir

[t2| = p cos 60 (1.5)

Las tensiones normales y tangenciales se obtendran proyectando el vector t, segin
el plano 7, y segun la normal a dicho plano (Fig. 1.8).

o = ty| cos 60 = p cos® 60 (1.6a)
T = |t,] sin 60 = p cos 60 sin 60 (1.60)

Como puede observarse, los resultados obtenidos son muy distintos a los obtenidos
anteriormente, cuando se determinaban las tensiones sobre el plano 7;. Obviamente,
para una nueva orientacion del plano se obtendran nuevos valores de las tensiones.
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Fig. 1.8 Descomposicion del wvector tension en sus componentes normal y
tangencial

A partir de los resultados obtenidos, vale la pena preguntarse si es posible determinar
las tensiones en un punto y sobre un plano cualquiera, conociendo en dicho punto las
tensiones sobre los planos coordenados. La respuesta es afirmativa, aunque para ello es
preciso definir previamente el tensor de tensiones.

1.4 El tensor de tensiones

El concepto de tensor de tensiones, uno de los més fructiferos de toda la Mecanica
del Medio Continuo, fue introducido por Cauchy en una célebre memoria presentada
en 1822.

Para su definicién, considérese el entorno de un punto P perteneciente a un cuerpo
deformable. Considérese asimismo dicho entorno delimitado por los tres planos coorde-
nados z; = constante, z, = constante, z; = constante (Fig. 1.9). En cada uno de estos
planos se tendra un vector tension t, que, de acuerdo con lo visto anteriormente, sera
en general distinto. La tensién t se puede descomponer en sus componentes normal
o y tangencial 7. Asimismo se descompone también la tensién 7 en las dos compo-
nentes paralelas a los correspondientes ejes. De esta forma en cada uno de los planos se
tendran tres tensiones: una normal y dos tangenciales, en total nueve valores. Al con-
junto ordenado de estas nueve tensiones de acuerdo con la expresién 1.7 se le denomina
tensor de tensiones

01 To1 T3
T: T12 (o T32 (1.7)

Ti3 T2z O3

Puede demostrarse que efectivamente la expresiéon definida por 1.7 tiene estructura
tensorial.

Por lo que hace referencia a la nomenclatura de las componentes de T, se establece
como sigue:

- Las componentes normales a los planos coordenados (tensiones normales) se designan
por la letra o con un subindice. Dicho subindice indica el plano en el que actia. Asi
o, significa la tensién normal que actia sobre el plano z; = constante, y lo mismo
para g, y 0s.
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Z3
G,
I\
} /J—»TSZ
|
ir_v,] T23
|
i Tis //L» G,
G, ,)/L>
- T T
————————————— .
//% Z

Z

Fig. 1.9 Representacion grdfica del tensor de tensiones

- Las componentes contenidas en los planos coordenados (tensiones tangenciales) se
designan por la letra 7 con dos subindices. El primero de ellos indica el plano en el
cual esta situada, y el segundo el eje al cual es paralela. De esta forma, 7y, indica la
tension tangencial situada en el plano z; = constante y cuya direccion es la del eje
z,. Lo mismo puede decirse acerca de las tensiones 7,,, 7,3, etc.

Vale la pena, llegados a este punto, preguntarse si las componentes del tensor de
tensiones son independientes entre si, o bien, si existe alguna o algunas relaciones entre
dichas componentes o entre alguna de sus derivadas. Para responder a esta cuestién
debe plantearse el importante concepto del equilibrio tensional.

1.5 Ecuaciones de equilibrio interno

Sea nuevamente el sélido deformable definido previamente. Es evidente que el corte
ideal realizado en él a través de la superficie 7 (Fig. 1.3) es arbitrario. Sin embargo,
observando el trozo izquierdo del sdlido, las tensiones sobre S, aunque desconocidas,
deben ser tales que dicho trozo esté en equilibrio. Lo mismo sucede analizando el trozo
derecho. Se puede realizar cualquier otro corte, y lo dicho hasta ahora serfa valido.
Incluso se podria separar el cuerpo en varias partes, y las tensiones que aparecerian en
las respectivas superficies deberian ser tales que cada pieza estuviera en equilibrio.

Se puede por tanto afirmar que:

Dado un solido deformable sometido a una serie de acciones, debe existir equilibrio
en tal solido como un todo, asi como en cada una de sus partes arbitrarias en que
idealmente se divida.



8 Resistencia de Materiales y Estructuras

Esta condicién nunca debe ser violada, independientemente de las hipdtesis de com-
portamiento que puedan posteriormente realizarse. Deben cumplirse siempre.

Planteando el equilibrio a nivel local se contesta la cuestiéon planteada en el ultimo
parrafo del apartado anterior, demostrando la existencia de tales relaciones.

Considérese nuevamente el entorno del punto P, pero desde una perspectiva ligera-
mente distinta, esto es, como formando parte de un continuo deformable en el cual, si en
el punto P de coordenadas (z;, 25, 25) un determinado campo (escalar, vectorial o tenso-
rial) toma el valor de Q, en otro punto de coordenadas (z,+dz;, z,+dz,, 25+dzs) situado
en sus proximidades dicho campo toma el valor Q + (0Q/0z,)dz, + (0Q/0z,) dz, +
(0Q/0z3) dzs.

Se define un elemento diferencial de volumen, dV, al cual se le delimita sin pérdida
de generalidad por los planos 2z, =0 ; 2, =dz; ;2 =052, =dzy ; 23 =0; 23 = dzs
(Fig. 1.10).

Z3

Zy

Fig. 1.10 Variacion diferencial de las tensiones

Si en el plano z; = 0 se tienen las tensiones o, T,, Ti5, en el plano z; = dz;, se
tendran o, + (00,/0z)dz,, Ty + (0712/02,) dzy, Tis + (0713/021) dz,. Andlogamente
si para z, = 0 las tensiones son o,, Ty, To3, para el plano z, = dz, su valor serd o, +
(00,/02y)dzy, Toy + (0721 /025) dzy, Tos + (0Ta3/02,) dz,. De la misma manera, si para
25 = 0 se tiene o0y, T4y, T3z, para zs = dzs las tensiones valdran os + (00s/025)dzs, Ts +
(0751 /0z3) dzs, Ty + (0T52/023) dzs.

Se supondréa asimismo que en dicho elemento de volumen actiian unas fuerzas por
unidad de volumen cuyas componentes, segin cada uno de los tres ejes coordenados,
valen b,,b, y bs. Se esta ya en condiciones de plantearse el equilibrio de este elemento
diferencial. Para ello, se impondra:

- Suma de fuerzas segun cada uno de los tres ejes coordenados igual a cero.
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- Suma de momentos segun tres ejes paralelos a los ejes coordenados igual a cero.

Es decir:

ZFl =0: (01 + % dz1> dze dzs — 01 d2zodzg

21

+ <T21 + % dZQ) le ng - 7—21 le ng
02,
oT.
+ <7'31 + % dZ3) dz,dzy — Ts1dzy dze + b, dzy dzo dzs = 0 (1.8)
3

y simplificando términos

80'1 8T21 87-31
0z, + 02y + 02

Andlogamente, para los ejes z, y z3, se tendra

+b,=0 (1.9a)

0T, 0oy  OTa
0z, + 0z + 023
OTis OTey 0Ooy
73 — 1.
o + a2, + 92 +b; =0 (1.9¢)

+ b, =0 (1.9b)

Las ecuaciones 1.9 son conocidas con el nombre de ecuaciones de equilibrio interno
y expresan las relaciones diferenciales entre las componentes del tensor de tensiones
debido al equilibrio local de fuerzas.

Por lo que respecta al equilibrio de momentos, en primer lugar se anula la suma
de momentos respecto a un eje que pasa por los centros de los rectangulos situados en
z7=0yenz =dz

d d
S M, =0: <T32 1 O dz3> Aoy dz =0 + 7 dy d

073
or. dz dz
- <T23 + 872223 d22> le ngTQ - 7—23 le ng?z - 0 (1.10)

Simplificando términos y despreciando infinitésimos de orden superior se tiene

T3o = To3 (111@)

Andlogamente, tomando momentos respecto a los ejes paralelos a los otros dos ejes
coordenados

Ti2 = T21 (1.11b)
Tz = T31 (1.116)

Las expresiones 1.11 indican que el tensor de tensiones es simétrico.
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El conjunto de ecuaciones 1.9 puede asimismo ser visto como un sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales cuyas incégnitas son las seis componentes
distintas del tensor de tensiones. Tal sistema de ecuaciones diferenciales no es su-
ficiente para determinar el tensor de tensiones, puesto que existen 6 incognitas y 3
ecuaciones. Es preciso, por tanto, aparte de las condiciones de equilibrio, imponer otro
tipo de condiciones adicionales para poder resolver el problema. Al enunciado de tales
condiciones se dedica el apartado 1.7.

1.6 Tensiones sobre un plano cualquiera

Tal como se ha apuntado anteriormente, el concepto de tensién en un punto sélo
tiene sentido si se hace referencia a la tensién sobre un cierto plano, o bien, al tensor
de tensiones. Nétese que el tensor de tensiones estd de hecho formado por las tensiones
en un punto sobre tres planos ortogonales entre si.

Se plantea a continuacién el problema de determinar las tensiones en un punto
sobre un plano cualquiera, suponiendo conocido en dicho punto el tensor de tensiones.
Para ello, supéngase un campo de tensiones uniforme y sea 7 el plano sobre el cual se
quiere determinar la tensién. Dicho plano vendra dado por sus tres cosenos directores,
N1, Ns, Ny, de forma que el versor normal N vendra dado por

NT = [nla o, n3]
Sea t, de componentes
tT == [th t27 tB}

la tensién sobre el plano 7 (Fig. 1.11).
Para determinar las componentes de la tension t se realiza el equilibrio de fuerzas
sobre cada uno de los ejes z;, 2,, z;. Para ello:

Z F,=0:
— 0, - Area(PCB) — 7y, - Area(PAC) — 13, - Area(PAB)
+t, - Area(ABC) =0 (1.12)

Si se tiene en cuenta que

Area(PCB)
Area(ABC) =
Area(PAC)
Area(ABC) "
Area(PAB)

= n3

Area(ABC)
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Fig. 1.11 Tensiones sobre un plano cualquiera

la expresion 1.12 puede escribirse

ty = 01Ny + To1 Mg + T3N3 (1.13@)

Andlogamente, para las otras dos componentes

ty = TiaNy + OaNg + T3aM3 (1.13[))
U3 = T13Mq + TasNy + 03Ny (1.136)

y expresando las relaciones 1.13 de forma matricial

t = TN (1.14)

siendo T el tensor de tensiones definido por 1.7.
Para obtener la tensiéon normal sobre el plano m, basta con proyectar la tensién t
sobre el versor normal N:

oc=N"t=N"TN (1.15)
Asimismo, la componente tangencial 7
2 = t]* — o’ (1.16)
o bien

72 =Tt — (N7t)? (1.17)



12 Resistencia de Materiales y Estructuras

que proporciona el valor de la tensién tangencial.

Es muy importante notar desde ahora que el equilibrio debe realizarse siempre entre
las fuerzas existentes y nunca exclusivamente entre las tensiones sin tener en cuenta las
superficies sobre las que actian.

1.7 Condiciones cinematicas

En el apartado 1.5, cuando se estudiaban las condiciones de equilibrio, se ha visto
que en general éstas no son suficientes para determinar el tensor de tensiones. Puede
haber, sin embargo, casos particulares en que, debido a la peculiar estructura de di-
cho tensor, las mencionadas condiciones de equilibrio puedan ser suficientes para su
completa determinacién. Tal sucede con el ejemplo desarrollado en las expresiones 1.4
a 1.6. No obstante, no son casos parecidos a éstos los méas corrientes, por lo que es
preciso desarrollar nuevos conceptos que fundamentaran a su vez todo un conjunto de
herramientas que posibiliten la resolucién de los problemas con los que se enfrente el
ingeniero estructural.

Se ha hecho hincapié hasta ahora en el concepto de sélido deformable sin que se
haya sacado partido alguno a su utilidad. Ello se realiza seguidamente.

Para ello, observése nuevamente el sélido de la figura 1.1, al cual se le ha dado un
corte ideal a través de una superficie 7w cualquiera (Fig. 1.3). Recuérdese que S es la
parte de m que pertenece al sélido. Supdngase seguidamente que las tensiones que se
colocan (en principio de forma arbitraria) cumplen dos condiciones:

- Existe equilibrio.

- Cada una de las partes del cuerpo tendra unos movimientos (con lo visto hasta ahora,
no se dispone todavia herramientas suficientes para determinarlos) u(z,, z,, 25). Su-
pongase que estos movimientos son tales que cumplen con las condiciones de sus-
tentacién (condiciones de contorno de movimientos) y hacen que las dos partes del
cuerpo encajen mediante la superficie S. Es decir, que los movimientos de S sean
los mismos en ambas partes del cuerpo.

Es evidente entonces que las tensiones t, que de forma en principio arbitraria se han
introducido en S, son solucién del problema.?

Se ha definido, por tanto, un nuevo concepto de utilidad fundamental en la resolucién
del problema planteado: la compatibilidad cinemética de movimientos. De esta forma
se puede establecer:

Dado un sdlido deformable sometido a una serie de acciones, las tensiones que
dentro de él se produzcan deben ser tales que exista en todo €él, asi como en su
contorno, compatibilidad cinemdtica de movimientos.

Sin embargo, es obvio que con lo visto hasta ahora estos movimientos no pueden
todavia determinarse. Para ello se necesita alguna hipdtesis acerca del comportamiento

2El que estas tensiones sean solucién del problema no significa que tal solucién deba ser tnica. El
problema de la unicidad de dicha solucién serd tratado mas adelante.
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del material que permita relacionar tensiones con movimientos. Tal relacién vendra a
través de las deformaciones que pasan a definirse seguidamente.

1.8 Analisis de las deformaciones

A poco que se intente definir una relacién directa (entendiendo por tal una relacién
algebraica) entre tensiones y movimientos, se observa que las dificultades que aparecen
hacen que la existencia de tal relacién sea fisicamente imposible. En efecto, el sentido
comun ya indica que de tal hipotética relacién se tendrian que quitar los movimientos de
solido rigido, pues tales movimientos no inducen ningin tipo de tensiones. Asimismo,
imaginese una barra de seccién constante sometida a un estado de tracciéon uniforme
(Fig. 1.5). Es obvio que los movimientos serdan variables de punto a punto, siendo
asimismo mayores cuanto mayor sea la longitud de la barra. Sin embargo, las tensiones
(0, hablando con mayor precision, el tensor de tensiones) son uniformes y no varian al
variar la barra de longitud.

Es preciso, por tanto, determinar unas magnitudes derivadas de los movimientos
que por sus propias caracteristicas o propiedades puedan ponerse en relacién directa
con las tensiones.? Tales magnitudes son conocidas con el nombre de deformaciones, y
a ellas, asi como a su relacién con los movimientos, se dedica el presente apartado.

Para la definicién y formulacién de las deformaciones, se realizard en primer lugar
un andlisis plano. Posteriormente se generalizardn a tres dimensiones los resultados
obtenidos en dos. Considérese (Fig. 1.12) un elemento diferencial de sélido dS de
dimensiones dz; y dz,. Sean A, B,C y D los vértices del mencionado rectangulo dife-
rencial antes de la deformacién, y las mismas letras pero con prima los correspondientes
vértices del cuadrilatero en que se transformara dicho rectangulo por efecto de la propia
deformacién. Si las coordenadas del punto A son (z,, z,) las de los otros puntos seran:

A (21, 29) (1.18a)
B (z 4 dz, 2,) (1.18b)
C: (21,2, + dz,) (1.18¢)
D :(z, +dz, 2+ dz) (1.18d)

Si u es el vector cuyas componentes son los movimientos del punto A, los movimien-
tos de todos los puntos seran:

uA:u
ou

—d
+ 0z, =

U = u

3Dicha relacién puede, en general, establecerse en forma total o en forma diferencial, dependiendo
del comportamiento del material. En lo que sigue se considera tinicamente el primer caso (ver apartado
1.9).
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Z

'

up

Uc

B'

up

Z

Fig. 1.12 Deformacion de un elemento rectangular diferencial

= —d
Uc = u -+ 9z 2o
ou

up = u-+ aizleI aizdeQ

Por lo que las coordenadas de los nuevos vértices serdn:

A (21, 2) + (ug, us) = (21 + Uy, 25 + Us) (1.19a)
B,1(21+dz1,z2)+( 8 dzl,u2+au2d >
0z, 0z,
ou ou
= [21 4+ u, + (1 + 8211) dz1, 29 + Us + 8z12d21} (1.19b)
(9 ou
o (21,20 + dzy) + ( 72 2dz2,u2+8222d22>
[ ou ou
— _zl + u, + 8—Z21dz2, Zy + Uy + (1 + 822> dzz} (1.19¢)
3 ou ou ou
D' (2 +dzy, 20 + d2y) + ( P idz1 P ;sz,ug P jalz1 8222 d22>
= zl—l—u1+<1+au1>d +8u dzy, 2o + Uy + %dzl—l—
L 8Z/’l 8 2 821

Oou,
+ (1 + 822) dzz] (1.19d)
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En la figura 1.13 pueden verse representadas geométricamente las componentes de
los términos que intervienen en las expresiones anteriores. Su andlisis es 1til desde un
punto de vista conceptual.

Z

2

Fig. 1.18 Componentes de la deformacion en un elemento rectangular
diferencial

En la mencionada figura 1.12 se puede observar que la deformacién del rectangulo
diferencial produce dos tipos de efectos:

a) Variacién de la longitud de sus lados
b) Variacién de sus angulos originariamente rectos

En consecuencia se definen dos tipos de deformaciones:

a) Deformacién longitudinal definida como incremento unitario de longitud en una
direccion determinada. Concretamente para las direcciones z; y 2, se tendra las
deformaciones longitudinales €, y &,.

b) Deformacién tangencial, la cual se define como el cambio de valor que, como conse-
cuencia de la deformacién, experimenta un dngulo originariamente recto. Se designa
por la letra v y para el caso contemplado en la figura 1.13 valdria para el punto A

v = T _CAB
2
De las definiciones dadas se deduce que para un punto cualquiera A se tendra
A'B' — AB
51 —

AB
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Dado que se trabaja de acuerdo con las hipétesis realizadas en pequenos movimien-
tos, se puede aproximar A’B’ por su proyeccién sobre el eje* z,

AB AR (1+92)dn—dn gy,

= 1.20
“t AB dz, 0z, ( @)
Andlogamente, para &,
A0 — AC (1 + %) dze — dz, O,
gp= = =22 (1.20)

AC dz, 0z,

Por lo que hace referencia a la deformacién tangencial y a partir de la definicién que
de ella se ha dado (ver Fig. 1.13):

_ Ju Gu2z du, 9
v = E _ C/A/B/ = + o az; 2 + dZ(; 1 ~ ﬂ + & (1206)
2 (1+52)dzy (1452)dzy 02 02

Las expresiones 1.20 expresan la relacién entre deformaciones y movimientos. Para
el caso general tridimensional, se tendran tres deformaciones longitudinales €,,€,,65 y
tres deformaciones tangenciales 7., 13, V23, Cuyas expresiones en funcién de los despla-
zamientos valen

_8u1

=5, (1.21a)
€ —g: (1.21b)
€3 :ZZ: (1.21¢)
Yiz :g: - 31: (1.21d)
Vi ZZZ: - ng (1.21e)

_9us , Oug (1.21f)

VY23 _8723 8722

La deduccién mas general en 3D de las expresiones anteriores puede consultarse en
un texto de Mecédnica del Medio Continuo.
Aligual que las tensiones, puede demostrarse que las deformaciones tienen estructura

4Se invita al lector a llegar a esta aproximacién mediante un planteamiento mds riguroso, determi-

nando a partir de las expresiones 1.18 y 1.19 la verdadera longitud de A’B’ y despreciando términos de
orden superior.
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tensorial, por lo que tiene sentido hablar del tensor de deformaciones

&1 %712 %713
A= %'712 €2 %723 (1.22)
%’713 %723 €3

Antes de cerrar este apartado, es 1til hacer algunas consideraciones acerca de las
deformaciones tanto longitudinales como tangenciales.

En primer lugar, nétese que la deformacién longitudinal es extensiva a cualquier
direccion que se elija, es decir que se puede definir la deformacién longitudinal segin
una direccién N como el incremento unitario de longitud que experimenta un elemento
diferencial de longitud situado en la direccién N (ver Fig. 1.14), es decir:

_ _AB-4B
N AB

Zy

B/ Bv

21

Fig. 1.14 Deformacion de un elemento diferencial de longitud en la direccion N

Asimismo, las deformaciones tangenciales vendrian asociadas a la direccién N y a
su perpendicular. Matematicamente, su determinacién consiste en un cambio de ejes
de referencia en el tensor definido por la expresién (1.22).

En segundo lugar, es muy interesante distinguir en el distinto caracter de las de-
formaciones longitudinales y de las deformaciones tangenciales. Para ello, supéngase
un cuerpo rectangular (Fig. 1.15) en el que idealmente se dibuja en su interior una
malla arbitraria también rectangular. Si después de la deformacién los rectangulos se
han transformado en otros rectdngulos cuyos lados tienen distintas longitudes, pero
cuyos angulos siguen siendo rectos, sélo existen deformaciones longitudinales. Por el
contrario, si después de la deformacién todos los lados son iguales que antes, pero sus
angulos han dejado de ser rectos, se estd en presencia de deformaciones tangenciales
(Fig. 1.16).
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I

la”y”v"]"f’7

Fig. 1.15 Deformaciones longitudinales
Fig. 1.16 Deformaciones tangenciales
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En tercer lugar, es conveniente insistir en que el tensor de deformaciones se define
con respecto a tres planos en el espacio tridimensional (dos cuando se estd situado en
el plano). Ello significa que respecto a unos determinados planos es posible que sélo
existan deformaciones longitudinales mientras, que respecto a otros pueden coexistir
deformaciones longitudinales y tangenciales.

Para profundizar mas en el estudio de las deformaciones, nétese que si en un sélido
elastico es conocido el campo de movimientos, a través de las expresiones 1.21 se deter-
mina el campo de deformaciones. Supdngase, sin embargo, que es conocido el campo
de deformaciones y se quiere obtener el de movimientos. Las ecuaciones 1.21 repre-
sentan entonces un sistema de seis ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con
Unicamente tres incognitas. Ello indica que las deformaciones no son independientes,
sino que estan ligadas entre si mediante una serie de ecuaciones, conocidas con el nom-
bre de ecuaciones de compatibilidad. Dichas ecuaciones proceden de la eliminacién de
los movimientos en las ecuaciones 1.21. Su expresion es:

92 " 02 0m0a i

%2;2 N %2;3 _ ai?; (1.23b)

%2;3 N %2;1 _ 88;781; (1.23¢)
2

Shod(pmE)  om
2

e~ s (o~ 5 5) e
2

ot = ot (e 5 5 )

conocidas, como se ha dicho, como ecuaciones de compatibilidad de deformaciones.

1.9 Relacion tension-deformacién. Ley de Hooke

Se estd ya en condiciones de establecer el tercero de los pilares basicos del Calculo
de Estructuras. Se ha estudiado hasta ahora el concepto de tensién asociandolo inme-
diatamente al equilibrio. En el apartado anterior se han definido las deformaciones (o,
hablando con mayor propiedad, el tensor de deformaciones) asocidndolas a su vez a
la cinemaética de la deformaciéon. En este apartado se establecerd una relacién entre
ambos tensores que permitird completar la formulacién del problema fundamental del
Célculo de Estructuras: la determinacién de las tensiones y movimientos a partir de
las caracteristicas del material y de las acciones existentes en el cuerpo.

Tal relacién es caracteristica del tipo de material, de tal forma que a las relaciones
entre T y A (bien en forma total o diferencial) se las denomina ecuaciones de compor-
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tamiento del material o ecuaciones constitutivas. Dichas ecuaciones deben cumplir una
serie de relaciones termodindmicas y estar de acuerdo con los datos aportados por la
experimentacién, constituyendo en la actualidad un campo de trabajo e investigacién
muy importante. En Elasticidad Lineal se postula una relacién lineal entre tensiones y
deformaciones, conocida como ley de Hooke, la cual se expresa:

A=CT (1.24)

en donde C es el tensor de elasticidad. Bajo las hipdtesis de isotropia y teniendo en
cuenta la simetria de A y de T, la relaciéon 1.24 puede escribirse:

€ = %[O’l —v(oy + 03)] (1.25a)
e = %[02 — o1+ 03)] (1.25b)
e — %[03 (o1 + )] (1.25¢)
M2 =Ti2/G (1.25d)
V13 :7'13/G (1 256)
Yoz =Tos/ G (1.25f)

Las expresiones 1.25 constituyen la forma maés habitual de la ley de Hooke para
materiales estructurales. En adelante se va a suponer que los materiales con los que se
va a tratar se ajustan a ellas. En dichas expresiones aparecen tres constantes E,v y G,
de las cuales se demostrara mas adelante que solamente dos son independientes. Estas
constantes definen el material y constituyen un dato cuyo valor es proporcionado por
la experimentacién. Estas tres constantes son de importancia fundamental en toda la
Resistencia de Materiales, pudiéndose afirmar:

Eziste una relacion lineal entre las tensiones y las deformaciones, viniendo dada
dicha relacion por la ley de Hooke

A la constante F se la denomina médulo de elasticidad del material. También es
conocido con el nombre de médulo de Young. Sus unidades son las mismas que la
tension, es decir fuerza dividido por superficie. En la tabla 1.1 puede verse el valor que
toma para algunos materiales. Para comprender mejor su significado, supéngase una
barra recta de longitud L y seccién recta A (Fig. 1.17), en la que actia una fuerza de
traccion F'. Si F actia en el centro de gravedad de la seccién se verd en el Capitulo
3 que la distribucion de tensiones que se produce en la seccién recta es uniforme y de
valor

o=F/A

Si se hace coincidir el eje 2z, con el eje de la barra, se tendra que

o, =0=F/A (1.26a)
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Acero E =210GPa
Hormigén E =30GPa
Aluminio E=70GPa

Vidrio E =66GPa

Bronce E =106 GPa

Latén E =92GPa

Tabla 1.1 Valor del mdédulo de elasticidad E para algunos materiales.

F 3 - F
— | —
AL/2| | L | [AL2

Fig. 1.17 Deformacion de una barra recta

Oy =03 = Y12 = Y13 = Y23 = 0 (1.26b)
Si la barra experimenta un incremento de longitud AL, la deformacién &, valdrd

_ AL

€1 I

(1.27)

por lo que, de acuerdo con 1.25a, se tendra

o) F/A o
B_0_ _ 1.2
e, AL/L AL/L (128)

Cuanto mayor sea el valor de E, més rigido es el material, por cuanto, de acuerdo
con 1.28, el incremento de longitud AL es menor.

Por lo que respecta a la constante v, es conocida con el nombre de médulo de Poisson
y puede demostrarse que su valor debe ser inferior a 0,5, oscilando generalmente entre
0,12 y 0,30. Para aproximarse mejor a su significado fisico, obsérvese la figura 1.18, en
que un elemento rectangular de longitud L, altura unidad y anchura también unidad
estd sometido a una tensién de traccién o, = o. Se puede ver que, ademds de un
alargamiento longitudinal AL, tiene una contraccién lateral (en la Fig. 1.18) en sentido
vertical de valor total §. De acuerdo con 1.25b

1
gy = =(—voy) = —

- o (1.29)

v
E
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—19/2

G, G,

[ 1
|

—13/2

] |
L :
L L | _jaLn2

AL/2

Fig. 1.18 Elemento rectangular sometido a una tension o,

Si se tiene en cuenta que, de acuerdo con 1.25a

AL o
0T T E (1.30)

se tendrd c,
—=-v (1.31)
&1

expresion que indica claramente el significado fisico del médulo de Poisson.

Por lo que hace referencia a la tercera de las constantes introducidas en las ecuaciones
1.25, la constante G, es conocida con el nombre de mddulo de FElasticidad transversal
y relaciona las tensiones cortantes con las deformaciones tangenciales. Su valor no es
independiente de F y de v, sino que es funcion de ambos. Para demostrarlo, supongase
una pieza cuadrada de lado unidad con un estado de tensién uniforme (Fig. 1.19).

Sobre los planos verticales actiia una tensién de compresiéon o, de médulo |oy| = o
de modulo igual a o.

De acuerdo con 1.13 y teniendo en cuenta que para el plano BC, inclinado 45°, el

vector normal vale N7 = {\/ﬁ /2, V2 / 2}, la tension en dicho plano inclinado 45° valdra:

h=-oy
V2
t2:0-7
2

con lo que a partir de 1.15

T, \/5\/5 —0-5 | _
7))

)

o

= VEF =0
V2 V2

Anédlogamente, si N7 = [—7, 7}, es decir, para el plano AB

V2

=05

V2

t2: — 00—
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Fig. 1.19 Pieza cuadrada sometida a un estado de tension uniforme

oy =N"t=0
T=0

Es decir, que si se considera el cuadrado ABC' D, inscrito en el primer cuadrado y
cuyos lados forman 45°; en él solo actian las tensiones tangenciales dibujadas en la
figura 1.19, y de valor o.

En consecuencia, la deformacién dibujada puede ser vista como la deformada del
cuadrado exterior debida a las tensiones o, 05, 0 bien, como la deformada del cuadrado
interior debida a las tensiones 7. En el primer caso, los movimientos se calcularan a
partir de las expresiones 1.25a a 1.25c¢, mientras que en el segundo sera a partir de
1.25d a 1.25f.

Considerando el cuadrado exterior, se tendra:

- 1 1
BB + DD =, =< = [0, voi] = (0 +vo) = %(1 +v) (1.32)

Considerando el cuadrado interior, se tiene (Fig. 1.20)

2. BB = 22 = (1.33)

BRY2
v _BE_BBg _
2 BH V2
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18/2

Fig. 1.20 Cdlculo de v en funcion de

Es decir,

2
¥ =2 = fa(l-f-V) (1‘34)

Por otra parte, de acuerdo con 1.25d se tiene

T g

=—=— 1.35
T=EETG (1.35)
Igualando las expresiones 1.34 y 1.35, se obtiene finalmente
E
= — 1.
Y= ay (1.36)

expresion que relaciona el médulo de elasticidad transversal con el médulo de Young y
el coeficiente de Poisson.

Por otra parte, si se invierten las expresiones 1.25, se obtienen las tensiones en
funcién de las deformaciones

o, =Xe +2Ge, (1.37a)
o, = Xe + 2Ge, (1.37b)
o3 =Ae + 2Gey (1.37¢)
Tia = GY1o (1.37d)
Tz = G5 (1.37e)
Tos = GYa3 (1.37f)
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siendo
vE

(I+v)(1-2v)
€e=¢1t+¢eg+e3

A\ =

Las anteriores expresiones se denominan ecuaciones de Lamé.

Para concluir con este apartado, es 1util analizar el comportamiento real de los ma-
teriales y su relacién con la ley de Hooke. Se estudiardn concretamente el acero y el
hormigén por ser dichos materiales los més utilizados en la construccién. Supéngase
en primer lugar que una probeta de acero de longitud L y seccién A se somete a un
ensayo de traccién (Fig. 1.21) mediante la aplicacién gradual de una fuerza F. Si se
estd en un caso de traccion pura las tensiones valdran

F
= _ 1.38
o= (1.38)
Gj
Gm
Or
ol o
| | F F
‘ =] | ——
| \ L
| E=tan a |
o | |
| | -
I I
Se 8R &

Fig. 1.21 Ensayo de traccion (acero)

Al mismo tiempo que se aplica F', se producen unos incrementos de longitud AL y
unas deformaciones longitudinales de valor e = AL/L. Si en unos ejes cartesianos se
representan en ordenadas la tensién y en abcisas la deformacion, se obtiene la curva
dibujada en la figura 1.21. Se distinguen claramente tres zonas. La primera de ellas
comprende la zona limitada por el punto de tensién y deformacién nulas y el punto
(€e,0.). Esta es la zona propiamente eldstica, en donde existe proporcionalidad entre
la tension y la deformacién longitudinales. De acuerdo con 1.25a, se tendra que E =
o/e = tana. Al valor de o, se le denomina limite eldstico. En segundo lugar, se
puede observar una zona en que, sin practicamente aumento de tensién, se produce un
incremento notorio de las deformaciones. Aparece, en tercer lugar, una zona en que
primeramente se produce un endurecimiento por deformacién hasta llegar a la tensién
maxima o, y, posteriormente, un ablandamiento hasta llegar a la deformacién de rotura
€, a la cual le corresponde una tensién €,. Se observa, por tanto, que tnicamente en
la primera zona se cumple la ley de Hooke, mientras que en las zonas segunda y tercera
tiene lugar el fendémeno conocido con el nombre de plasticidad. De hecho, estas dos
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ultimas zonas constituyen una reserva de resistencia que la teoria de Resistencia de
Materiales no tiene en cuenta.

Por lo que respecta al comportamiento del hormigén a compresién, supéngase ahora
una probeta de hormigén de longitud L y seccién A que, al igual que antes, se somete
de forma gradual a una fuerza F' de compresion (Fig. 1.22) y nuevamente se dibuja
el diagrama tension-deformacién. El comportamiento es eldstico hasta el valor o,
el cual resulta ser del orden del 40% de la tensién de rotura o,,. A partir de o, el
comportamiento yo no resulta eldstico, por lo que no se cumplira estrictamente la ley
de Hooke.

(¢

Fig. 1.22 Ensayo de compresion en el hormigon

Sin embargo, y a pesar de lo apuntado, la gran mayoria de estructuras de hormigén
se calculan mediante un anélisis eldstico en que se admite como buena aproximacién la
ley de Hooke. Ello es debido a varias razones. En primer lugar, el valor de la tensién de
rotura se minora por un coeficiente de seguridad del orden de 1,5; al mismo tiempo las
cargas se mayoran a su vez por otro factor también del orden de 1,5. Si a ello se anade
que las cargas rara vez alcanzan su valor maximo, el comportamiento del hormigén a
compresion es, en servicio, practicamente eldstico (el comportamiento a traccién es mas
complejo y no se entra ahora en él). Ademas el calculo eldstico es més rédpido y cémodo
que el aneldstico, y sobre él existe una enorme experiencia acumulada mediante la cual
se sabe que el andlisis eldstico proporciona, en general, buenos resultados. Por todo
ello la ley de Hooke se admite en la gran mayoria de los casos como una aproximacién
aceptable.

1.10 Condiciones en la superficie del sélido

El tratamiento del contorno (o contornos) del sélido reviste una considerable impor-
tancia en el Célculo Estructural. Desde un punto de vista matematico, por cuanto dara
las condiciones de contorno a aplicar a las diferentes ecuaciones que rigen el problema.
Desde una perspectiva mas fisica, el contorno representa aquella superficie en la cual
se aplican buena parte de las cargas externas actuantes y cuyas tensiones en el inte-
rior del cuerpo debidas a las mismas interesa determinar. Asimismo en los contornos
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se encuentran las vinculaciones y enlaces externos que sustentan al sélido impidiendo
sus desplazamientos mediante la fijacién, bien de una serie de puntos, bien de unas
determinadas zonas en la superficie (Fig. 1.23).

CARGAS
CONOCIDAS
MOVIMIENTOS
IMPEDIDOS
7 Z
] \ /

Fig. 1.23 Ejemplos de cargas y vinculaciones en distintas estructuras

En general, por tanto, las condiciones a aplicar en los contornos seran de dos tipos:

- Una zona de la superficie en que todos o algunos de los movimientos son conocidos.
Dichos movimientos pueden ser nulos (caso de apoyos fijos), o bien, tener un deter-
minado valor (caso de asiento de apoyo). En ocasiones, incluso el movimiento se
supone proporcional a la reaccién (apoyos elasticos).

- Otra zona de la superficie en que son conocidas las tensiones segun la superficie
o cargas externas que actian. En este caso, las cargas externas deben estar en
equilibrio local con las tensiones que en cada punto de la superficie se produciran.
Es decir, debe verificarse la ecuacién 1.14 como condicién del contorno en tensiones.
En este caso, N sera el versor normal a la superficie del cuerpo en cada punto.

Es interesante notar que, en aquellas zonas del contorno del sélido en que se im-
ponen condiciones de contorno en tensiones, son desconocidos los desplazamientos. La
reciproca es también cierta, es decir, en aquellas zonas en que los movimientos son
conocidos, las tensiones constituyen una incégnita a determinar.

1.11 Solucién general del problema elastico. Planteamiento

Segun lo estudiado en los apartados precedentes, es posible plantear las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales que rigen la solucién del problema elastico. Es decir,
es posible plantear las ecuaciones a partir de cuya integracién seria posible obtener las
tensiones, deformaciones y movimientos de una determinada estructura sometida a una
serie de acciones.

Si las anteriores ecuaciones se plantean de forma que las incognitas sean los movi-
mientos, se llega a un sistema de tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
conocidas con el nombre de ecuaciones de Navier. Alternativamente, si las incognitas
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fueran las tensiones, el numero de ecuaciones diferenciales es de seis. Dicho sistema
de ecuaciones es conocido con el nombre de ecuaciones de compatibilidad de Beltrami.
Ambas expresiones se desarrollan a continuacién.

1.11.1 Ecuaciones de Navier

Si en las expresiones 1.37 se sustituyen las deformaciones por sus expresiones en
funcién de los movimientos, se tendra

oy :Av-u+2GgZ (1.39a)
o3 :)\V-u+2Gg: (1.39b)
o :)\V-u+2GgZ: (1.39¢)
T =G (g: + ?;:) (1.39d)
— (g: + gﬁ) (1.39€)
Tos =G (gﬁ: + gz:’> (1.39)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones de equilibrio interno 1.9,
se obtiene

(>\+G)£(V-u) +GVu, 4+ b, =0 (1.40a)

1

(HG)%(v.u) + GV?u, + b, =0 (1.40b)
2

(A+G)£(V-u) + GVuy + by =0 (1.40¢)
3

lo cual constituye la expresiéon de las ecuaciones de Navier.

1.11.2 Solucion en tensiones

Para obtener las ecuaciones de Beltrami, se toma la Laplaciana de las ecuaciones de
Lamé 1.37, obteniéndose

v20-1 - )\VQ(V N u) + 2GV2€1 (1.41)

y lo mismo para todas las demas ecuaciones.
Si se deriva respecto a z, la primera de las ecuaciones 1.40, respecto a z, la segunda,
respecto a z; la tercera, y se suma, se obtiene

A+ GVA(V-u)+GV*(V-u)+V-B=0 (1.42)
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siendo B” = [by, by, bs]
De la expresién anterior se deduce

1
2 . — .
VAVu) ==V
Por otro lado, a partir de 1.40a
ob 0?
GV, =—— - (A+G .
f= Gt AV
y lo mismo para 1.40b y 1.40c.
Sustituyendo 1.43 y 1.44 en 1.41
A 0b 0
Vo, = V-B-1-(\+G)

A+ 2G 0z

La ecuacion anterior se repite igualmente para el resto de las tensiones.

A partir de las ecuaciones de Lamé se deduce

s=o0,+0,+03=3X2+2G)V-u

29

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

Sustituyendo 1.46 en 1.45 y suponiendo que las fuerzas b, b, y b; son constantes

0%s
0%s
072
0%s
022
0%s
* 02,02,
0%s
+ 02,02,
0%s

1 2 P
(L4 ) Vi + 02,02

(1 + V)V2O'1 +

(14 v)V?0, +

(L+v)Vio, +
(14 v)V7,

(14 v)V°73

que son las llamadas ecuaciones de Beltrami.

1.12 Acciones

=0

=0

=0

=0

=0

=0

(1.47a)
(1.47b)
(1.47¢)
(1.47d)
(1.47¢)

(1A7f)

En el contexto del andlisis estructural, se pueden definir las acciones como aque-
llos elementos capaces de producir una variacién del estado tensodeformacional de un
cuerpo deformable. En cierta medida se podria también decir que constituyen los datos

externos del problema.

La definicién y cuantificacién de las acciones constituye uno de los apartados fun-
damentales previos al andlisis estructural, ya que los resultados que se obtengan seran
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consecuencia directa de las mismas. Consecuentemente, la seguridad final de una es-
tructura dependerd de manera principal de cudles sean las hipétesis de carga (y de
sus combinaciones) bajo las cuales ha sido disenada. Asimismo, en su fijacién inter-
vienen conceptos estadisticos, econémicos, sociales, etc. tales como la importancia de
la estructura, periodo de retorno de una acciéon determinada, etc.

En general, para las estructuras mas usuales existen normas y cédigos que prescriben
las distintas acciones a considerar, sus valores, las combinaciones que deben realizarse,
coeficientes de seguridad, etc. En el presente texto no se analizard todo ello, sino que
solamente se presentard una breve panoramica que acerque a su estudio, asi como a las
formas en que estructuralmente pueden ser tratadas.

Y aunque es sabido que en cualquier clasificacion hay cierta componente de arbi-
trariedad, las acciones se pueden agrupar, a efectos de claridad expositiva, en varios
grupos:

a) Cargas dadas por fuerzas. Dichas cargas pueden actuar en la superficie del sélido o
bien en su interior. A su vez se pueden dividir en:

- Cargas puntuales debidas a fuerzas o momentos. Como ejemplo, se citan las
fuerzas que ejercen las ruedas de un vehiculo sobre una estructura.

- Cargas por unidad de longitud que actian a lo largo de una linea.

- Cargas repartidas por unidad de superficie. Son las mas usuales. Entre ellas
estan el empuje del agua, del viento, etc.

- Cargas repartidas por unidad de volumen. El caso més importante es el corres-
pondiente al peso propio.

b) Movimientos prescritos en ciertos puntos o zonas. En muchas ocasiones es necesario
conocer en toda la estructura el estado de tensiones y movimientos producido por
un movimiento dado de un punto o una zona. Un ejemplo caracteristico corres-
ponde a movimientos dados en los apoyos debidos a asientos del terreno. En otros
casos forman simplemente parte del andlisis, como corresponderia a un calculo por
subestructuras.

¢) Acciones provocadas por deformaciones impuestas, es decir, deformaciones conocidas
que se le imponen al sélido. Los dos casos mas conocidos corresponden a los efectos
térmicos (tensiones producidas por variacién de la temperatura) y a los efectos
debidos a la retraccién del hormigén.

d) Acciones de tipo mixto. Es decir, acciones en que interviene una relacién de fuerzas
y movimientos como puede ser el caso de apoyos elasticos. Existen, en efecto, casos
en que debido a las especiales caracteristicas del terreno de apoyo no es posible
garantizar que algunos de los apoyos de la estructura sean fijos, sino que por el
contrario sufrirdn un movimiento proporcional a la reaccién (hipétesis de Winkler),
es decir

R=—-kd

siendo R la reacciéon y 0 el movimiento de apoyo en la direccion de R. El signo
negativo proviene de que R y J tienen la misma direccion y sentido contrario. La
constante de proporcionalidad k£ da una idea de la rigidez del apoyo. Si k = 0
practicamente es como si el apoyo no existiera, y si k = oo el apoyo es fijo, puesto
que para que R sea finito es preciso que J sea cero.
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e) Existen, ademas de las ya comentadas, otro tipo de acciones que, si bien de hecho se
engloban en la clasificaciéon anterior, es 1til comentarlas por separado: las acciones
que se presentan durante el proceso constructivo. En efecto, durante la etapa de
construccion pueden en general producirse dos tipos de situaciones:

- Por una parte es preciso resistir unas acciones por parte de una estructura que
no es la estructura final, sino solamente una parte de la misma. Imaginese, como
ejemplo (Fig. 1.24), que una viga mixta de hormigén y acero se construye de la
siguiente forma: Se deposita la viga de acero sobre dos apoyos y a continuacién
sobre ellas se dispone la capa de hormigén de la viga mixta. Es evidente que el
peso del hormigdn fresco debe ser resistido en su totalidad no por la estructura
final, sino solamente por una parte de ella: la subestructura formada por el acero.

- Por otro lado, existen en ocasiones acciones que tienen solamente lugar durante
la construccion desapareciendo una vez finalizada la misma. Como ejemplo,
imaginese un forjado de una estructura de edificacién que debido al efecto de los
apuntalamientos debe soportar todo el peso del forjado superior mientras éste se
esta construyendo.

ety a4y 51— Hormigdn

——+— Acero

7 7

Fig. 1.24 Proceso constructivo de una viga de hormigon y acero

1.13 Energia de deformacion

Supéngase (Fig. 1.25a) una viga biapoyada y que en un punto de la misma se aplica
una carga puntual vertical descendente F'. Se realiza la hipdtesis de que dicha carga se
aplica gradual y lentamente (a fin de evitar que se produzcan efectos dindmicos).

A medida que se aumenta el valor de F, aumentard también el de la flecha & de
forma proporcional (Fig. 1.25b). Si el valor final de la fuerza F' es F} y el valor final
de § es 6,, el trabajo realizado en todo este proceso vendra dado por el drea sombreada
de la figura 1.25b, es decir

U, = %Flél (1.48)

Si se retira la fuerza, la viga vuelve a su posicién inicial.

Durante el proceso de carga, se ha producido por tanto un trabajo que se ha al-
macenado en la estructura en forma de energia elastica. Si en un punto cualquiera los
tensores de tensiones y deformaciones finales valen respectivamente T, y A,, la energia
elastica acumulada por unidad de volumen valdra:

A
W= T A (1.49)
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_O’)
o

Fig. 1.25 Proceso de carga de una viga biapoyada

siendo la energia elastica total

Ay 1
W:/WdV:—/T:AdV (1.50)
1% 2Jv
y por el principio de conservacion de la energia, es evidente que U, = W, es decir,
1 1
W ==-Fé, = 7/ T:AdV (1.51)
2 2 )y

La expresion 1.51 indica que el trabajo producido por las fuerzas externas es igual
a la energia eldstica de deformacién, la cual en su forma general viene dada por 1.50.

La expresion 1.50 es muy importante para muchos de los desarrollos posteriores,
constituyendo la base de los métodos energéticos, por lo que serd ampliamente utilizada,
si no directamente, si en alguna de sus formas derivadas.

1.14 Cuestiones finales

Se puede recapitular brevemente lo estudiado hasta ahora destacando aquellos as-
pectos considerados mas relevantes y diciendo que se han analizado las caracteristicas
fundamentales de un cuerpo deformable con pequefios movimientos tanto respecto a
su estatica (tensiones) como respecto a su cinemética (movimientos y deformaciones).
Asimismo, para el caso particular de un cuerpo eldstico lineal, se ha establecido medi-
ante la ley de Hooke el nexo de unién entre ambos aspectos fundamentales.

Se puede afirmar que de la conjuncion de las hipétesis establecidas nace la solucién
del problema eldstico, y que tal solucién es tnica.” FEs decir, que, dado un campo
de tensiones tal que garantice el equilibrio y dé lugar a un campo de movimientos
compatible, este campo de tensiones es solucién del problema. Ademaés tal solucién es
unica.

5Puede verse su demostracién en los textos cldsicos de Elasticidad.
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Por otro lado, existe linealidad no sélo entre tensiones y deformaciones, sino también
entre estas dltimas y los movimientos, por lo que puede afirmarse que se estd en pre-
sencia de un problema lineal. Es por ello muy importante tener en cuenta que es
vdlida la superposicion de efectos, que reporta tanta utilidad a todo el Calculo de
Estructuras. Para la mejor comprension de tan importante aspecto, se introduce un
simple ejemplo (Fig. 1.26). Supdéngase una estructura cargada con una serie de fuerzas
que, de forma completamente arbitraria, se dividen en el conjunto de fuerzas F; y el
conjunto de fuerzas P;. Si se analiza la estructura, se obtendra un campo de tensiones,
deformaciones y movimientos de valor respectivamente T, A y u, funcién todos ellos de
(21, 22, 25). Asimismo, se obtendrd un conjunto de reacciones R.

b) c)

Fig. 1.26 Ejemplo de superposicion de efectos

Supéngase ahora que se analiza la misma estructura sélo con las fuerzas P;, obte-
niendo a su vez:

Tensiones: T,
Deformaciones: A,
Movimientos: u,

Reacciones: R,
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De nuevo se calcula la misma estructura, pero solamente con las fuerzas F;. En este
caso se obtendra:

Tensiones: Tr
Deformaciones: Ap
Movimientos: up
Reacciones: Rp

Pues bien, de acuerdo con la superposicion de efectos, se puede afirmar:

T=T,+Tp
AN=Np+Ar
u=u,+ur
R =R, +Rp

Dicha superposicion de efectos se utiliza ampliamente en la practica del andlisis
estructural.
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2 La pieza elastica: fundamentos de analisis

2.1 Introduccién

En el capitulo precedente se ha realizado una breve exposicion de algunos de los
conceptos fundamentales e hipdtesis basicas del cuerpo eldstico. Tal como ha podido
observarse, el planteamiento del problema conduce a la formulacién de un sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de dificil solucién por métodos analiticos.
De hecho, las ecuaciones alla planteadas se resuelven sélo analiticamente para problemas
de geometria muy sencilla, o bien, utilizando técnicas numéricas tales como el método
de los elementos finitos.

En el presente texto se va a restringir el campo de estudio, abandonando la gene-
ralidad del cuerpo eldstico, para centrarse en el estudio de piezas mas sencillas, esto
es, las formadas por vigas, bien sean éstas rectas o curvas. Ello conducird a una
mayor simplicidad de exposicién, a la vez que a un mayor conocimiento conceptual
de la forma resistente de una estructura. Para tal fin, se aprovechardn la mayoria de
los conceptos expuestos en el capitulo anterior, al mismo tiempo que se formulardn
hipétesis adicionales que simplificardn el estudio.

Por otro lado, aunque se realizardn algunas incursiones en el espacio tridimensional,
el estudio se centrard preferentemente en el plano bidimensional.

2.2 La pieza elastica

Para definir la pieza elastica, imaginese una seccién plana A y un punto cualquiera
de la misma G, respecto al cual se definen unos ejes ortogonales (z,, z3), situados en
el plano de la seccién, que se supondran fijos en la misma. Se denomina pieza elastica
al solido engendrado cuando el punto G’ recorre una curva alabeada I', denominada
directriz, de forma que:

- La secciéon A estd siempre situada en el plano normal a la curva I' en cada punto.

- Las dimensiones méximas de la seccién A son pequenas en comparacién con la
longitud total de la curva I' (Fig. 2.1).
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Fig. 2.1 Pieza eldstica

La curva I' serd, en general, tal como se ha dicho, una curva alabeada en el espacio.
Vendra por tanto definida por sus coordenadas paramétricas

21 = Z (0)

ZQ == 22(9)

ZS - 23(9)
o bien

z =1z(0)
siendo 6 el pardmetro de la curva I'. Asimismo, en cada punto habra definidos unos ejes
locales (x4, x,,x3), los cuales llevan asociados un triedo local unitario e = [e;, €,, €3],

definido de forma que:

- El versor e, es tangente a la curva I' y viene dado por
_ dz
ds

€
siendo s el pardmetro de longitud!.
- El versor e, esta situado en el plano perpendicular a la curva en el punto que se
considera y en principio existe un grado de libertad en su definicién.
- El versor e; también esta situado en el plano perpendicular y se define mediante

e; =e; X e,

INétese la equivalencia % = % siendo A cualquier funcién escalar, vectorial o tensorial.
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Nétese que el vector unitario e, tangente a la curva I'; asi como los vectores también
unitarios e, y e;, perpendiculares a e;, forman un triedro local de referencia en cada
punto de la pieza eldstica asi definida. El cambio de sistema de referencia entre los ejes
locales y globales vendra dado por la matriz E definida por

e11 612 613
E=le, e, ey (2'1)
631 632 633
de forma que un vector cualquiera V de componentes V; = [v;,v,,v5]7 en el sistema

local, se expresard como V, = ETV, en el sistema global (zy,2,,2;). Como puede
observarse e;; es el coseno director (o componente) del vector e; respecto al eje global
j-

Como casos particulares de la pieza eldstica y que revisten un considerable interés
pueden citarse:

- Piezas planas: Son aquellas en las cuales la directriz I' estd situada en un plano.

- Piezas de plano medio: Son aquellas piezas planas en las cuales un eje de simetria
0, mas generalmente, un eje principal de inercia de la seccién estd contenido en el
plano (una definicién mas completa se dara en el apartado 2.5.4).

La pieza eldstica asi definida (recta o curva) estard en general unida a otras piezas
elasticas, dando lugar a la formacion de estructuras planas o espaciales, las cuales
se idealizan representando exclusivamente la directriz de las mismas. A los puntos
de unién entre diversas piezas eldsticas se les denomina nudos, y juegan un papel de
especial importancia en el cdlculo de estructuras (Fig. 2.2).

Aunque el punto G’ no tiene, en general, que coincidir con el centro de gravedad G
de la seccién A, lo més habitual es que si lo haga. Se considerard, pues, si no se indica
lo contrario, que la directriz pasa por el centro de gravedad G de la seccién en cada
punto.

2.3 Reacciones y vinculaciones

En el apartado anterior ha podido verse que una estructura es el cuerpo formado por
la unién de varias piezas eldsticas. Sin embargo, para que tal definicién sea completa
es preciso hablar de las condiciones de vinculacion, esto es, de la forma en que dicha
estructura estd unida al terreno de cimentacién o bien a otras estructuras. En el
primer caso se hablard de wvinculaciones externas, y en el segundo de internas. En
dichas vinculaciones actuaran las reacciones de la estructura, las cuales representaran
las fuerzas externas o acciones que la cimentacion u otra estructura ejerce sobre la
estructura que se estd considerando.

Existen tres tipos fundamentales de vinculaciones externas (Fig. 2.3):

- Empotramiento. En este caso estd impedido cualquier tipo de movimiento, bien sea
traslacién, bien sea giro. Las reacciones a considerar en este caso seran por tanto
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a) b)
Clave
Rifiones
vz 7
Arranques Arranques
7, 7
c) d)

Fig. 2.2 Diversos tipos de estructuras formadas por piezas lineales: a) Viga bi-
apoyada, b) Pértico plano, ¢) Arco, d) Estructural espacial

!

: +

=

B

Fig. 2.3 Diferentes tipos de vinculaciones: a) Empotramiento, b) Apoyo simple,
¢) Apoyo deslizante

los tres momentos (uno solo en el caso de estructura plana) y las tres fuerzas (dos
en el caso de estructura plana) en la direccién de cada uno de los ejes coordenados.

- Apoyo fijo. Se impide en este caso unicamente los movimientos de traslacién, por lo
que los momentos reaccién seran nulos, existiendo tnicamente fuerzas.

- Apoyo deslizante o deslizadera. El inico movimiento impedido es el normal al plano
de actuacién de la deslizadera. Al igual que en caso anterior tampoco existiran
momentos. La tnica reaccion posible consiste en una fuerza cuya direccién es la
normal al plano de la deslizadera.
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Por lo que respecta a las vinculaciones internas, la mas importante es la rétula, la
cual permite el giro relativo entre las partes de la estructura que en ella concurren
(Fig. 2.4). Como contrapartida, las reacciones que ejerce una parte de la estructura
sobre la otra consisten unicamente en tres fuerzas (dos en el caso de piezas planas), sin
que exista ningin momento.

b)

Fig. 2.4 Ejemplos de rotula y condiciones de vinculaciones externas

2.4 Esfuerzos en una seccién

Considérese la pieza elastica de la figura 2.5 en la que actiian unas cargas conocidas,
vy sea A un punto cualquiera de ellas. Es evidente que dichas cargas deben estar en
equilibrio. Siidealmente por este punto se corta la pieza por un plano perpendicular a la
directriz, la pieza quedara dividida en dos partes: la parte I y la parte II. Légicamente,
tanto para I como para II es preciso introducir en la seccién de corte unas tensiones
(en principio desconocidas) y tales que:

- Garanticen la compatibilidad cineméatica entre ambas partes.
- Garanticen el equilibrio de cada parte de la pieza, tanto a nivel local como global.

Las anteriores tensiones que actian en la seccién pueden reducirse estaticamente a
una unica fuerza F y a un momento M que actien en el punto G, punto de inter-
seccion de la seccién con la directriz de la pieza. A este conjunto de vectores se les
denomina, esfuerzos. Por consideraciones de equilibrio, ambos esfuerzos, considerados
pertenecientes a la seccién de la parte I, son la resultante de todas las fuerzas que
actian en la parte IT y viceversa. Asimismo, la suma de todas las fuerzas externas y
del esfuerzo F que actia en cada una de las ambas partes deberd ser cero, y lo mismo
para los momentos. Escribiendo la resultante de las fuerzas que actiian en la parte II,
se obtiene la siguiente expresién general

f:/pds—kz.ﬁ
II I
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-

$

Fig. 2.5 FEsfuerzos en una seccion de una pieza eldstica

i, I i, I

M:/(z—zg)xpds—l—Z(zi—zg)x.Frl—ZMi

siendo (ver Fig. 2.6):

p las fuerzas por unidad de longitud que actian en la parte II de la pieza.
- F; las fuerzas concentradas que actiian en la parte II de la pieza.

- M, los momentos concentrados que actian en la parte II de la pieza.

z la coordenada de un punto cualquiera.

z; la coordenada de los puntos de aplicacién de las fuerzas F;.

- z4 la coordenada del punto respecto al cual se toman momentos.

Los esfuerzos F y M pueden ser expresados, bien mediante sus componentes referi-
das a los ejes globales Oz, Oz,, Oz;, bien mediante sus componentes referidas a los ejes
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Fig. 2.6 Vectores de posicion de la pieza eldstica

locales Gy, Gx,, Gx;. Para evitar confusiones, se designara por F, y My a las compo-
nentes globales de los esfuerzos, y por F, y M, a las componentes de dichos esfuerzos
en los ejes locales (ejes de la seccién). De esta forma se podré escribir:

Mgl
Mg == Mg2
_Mq3
_Fgl
Fg == FQQ
_Fg3
y también
[ M, T
Ml = Mz2 = Mf2
| M3 My
[ F, N
Fz = Fzz = Q2
_Fz3 Q3
O Sea

‘F:Fglil +Fg2i2+Fg3i3
M =Mgii, + Mgois + Mgsi,
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y también en ejes locales:

F =Ne; + Q:e; + Qse;
M :Tel “I’Mf2e2 “I’Mf3e3

Normalmente se trabaja con las componentes de los esfuerzos referidos a los ejes
locales, lo que da lugar a la siguiente nomenclatura:

A la componente N del esfuerzo F sobre el eje local e, se le denomina Esfuerzo axil.
A las componentes ), y @5 del esfuerzo F sobre los ejes locales e, y e; se les
denomina FEsfuerzos cortantes.

A la componente T' del momento M sobre el eje local e, se le denomina Momento
torsor.

- A las componentes My, y M;; del momento M sobre los ejes locales e, y e; se les
denomina Momentos flectores.

Los esfuerzos asi definidos juegan un papel de primordial importancia en todo el
célculo de estructuras y su determinacién constituye uno de los problemas fundamen-
tales del mismo.

Para aclarar los importantes conceptos definidos, considérese la ménsula plana de
la figura 2.7 sometida a una fuerza Fy actuando en el punto B. Supéngase que dicha
ménsula se corta en el punto A por un plano perpendicular a la directriz. Sean I y II
las partes en que quedara dividida la pieza.

F,

Fig. 2.7 Pieza recta cortada por un plano perpendicular a su directriz
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Observando la parte I, en el punto A aparecerd una fuerza F y un momento M
resultantes de todas las fuerzas y momentos que actian a la derecha de A, es decir,

.F:FB
M=(z;5 —2,) xFz =AB x |Fg|sina e,

Notese que en el trozo II aparecen una fuerza y un momento iguales y contrarios a
los anteriores, de forma que II esté en equilibrio.

Descomponiendo F y M en los ejes locales del punto A, se obtienen los esfuerzos
en dicho punto (Fig. 2.8):

N =|F3|cosa
Q =|Fg|sina
M; =AB |Fp|sina
Si en vez de cortar por un plano se cortara por dos infinitamente préximos, se obtiene

el sistema de esfuerzos de la figura 2.9, 16gicamente equivalente al de la figura 2.8 (para
este caso particular dQQ =0, dN =0y dM; = —|Fg|sina ds).

B
Q
71a B
YN @
Me | b |
* *
Fig. 2.8 FEsfuerzos en un punto de una ménsula
Q Q+dQ
o o | ; N E ‘ * }N-FdN E i iﬁ'ectrii
O My MM, (W)

fds |

Fig. 2.9 FEsfuerzos en una dovela
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Por lo que hace referencia a los signos de los esfuerzos, se adoptara la convencién que
se describe seguidamente: Considérese la dovela de la figura 2.10. En dicha dovela, se
denominard cara positiva (o cara frontal) a la de coordenada paramétrica 6+ df, y cara
negativa (o cara dorsal) a la de coordenada paramétrica 6. Un esfuerzo cualquiera sera
positivo si en la cara positiva de la dovela tiene el sentido positivo del correspondiente
eje local, y negativo en caso contrario.

Fig. 2.10 Equilibrio de una rebanada

2.5 Ecuaciones de equilibrio interno

2.5.1 Caso general

Supoéngase una pieza cualquiera en el espacio y sean N, Q,, @5 el esfuerzo axil y los
dos esfuerzos cortantes, y T\, My,, My, los momentos torsor y flectores respectivamente
en un punto cualquiera G' de una pieza eldstica cualquiera (Fig. 2.10). Dichos esfuerzos
pueden escribirse en coordenadas locales:

.F — N61 + QQeQ + Qgeg (2.2@)
como
Y N
Fl - Q2 (2.3)

Qs
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y
T
M, = | My (2.4)
las expresiones 2.2 pueden escribirse
F =[e,, e,, e;5]F, = eF, (2.5a)
M =le,, e,,e5]M, = eM, (2.5b)

Nétese que cuando el conjunto de vectores e se expresa como combinacién lineal
de los vectores i = [iy, i,,15], entonces como e = iE”, la matriz de componentes de e
coincide con ET.

Considérese una rebanada diferencial situada entre las coordenadas paramétricas 6 y
0+df (Fig. 2.10). Los esfuerzos que actiian en la cara anterior (coordenada ) vendran
dados por F y M, los cuales se designan por F, y M, si sus componentes se expresan en
coordenadas locales y por F; y My si se expresan en coordenadas globales. En la cara
posterior (coordenada 6 + df)) los esfuerzos seran F + (dF/d6)d0 y M + (dM/dB)do.

Sean, por otra parte, p y m la fuerza y el momento por unidad de longitud que
actian en la pieza curva. Realizando el equilibrio de la rebanada diferencial se tendra:

- Suma de fuerzas en la rebanada

.F+%d9—f+pds:0 (2.6)
0 sea
dF ds
@ +p@ =0 (27)
- Suma de momentos en la rebanada
M+%d9—M+mds+dzx}':0 (2.8)
es decir
dM ds dz

Las expresiones 2.7 y 2.9 constituyen las ecuaciones de equilibrio interno en esfuerzos
de una pieza cualquiera en el espacio. Para el caso particular en que el parametro 6 de
la directriz de la pieza se tomara igual a la longitud s de la curva en cualquier punto,
las expresiones 2.7 y 2.9 se reescriben

dF
Y ip=0 2.10
7o TP (2.10a)
ﬂ+m+elx}‘:o (2.100)

ds
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En las expresiones anteriores, y tal como se ha senalado anteriormente, los esfuer-
zos F y M pueden venir expresados en coordenadas locales o globales, siendo maés
conveniente la primera opcién. Por tanto:

d(eF
(dsl) +ep, =0 (2.11a)
d(eM
((ilsl) +em, +e, x (eF,) =0 (2.11b)
y desarrollando
de dF,
—F —_— = 2.12
Is l—l—eds +ep, =0 ( a)
de dM
Mite dsl +em, +e x(eF,)=0 (2.12b)

siendo p; = [py, P2, ps]T y my; = [my, m,, ms]T las componentes en las coordenadas de la
seccion de las fuerzas y momentos externos, respectivamente. Teniendo presente que la
derivada de/ds expresada en los propios ejes locales e = [e;, e,, e;] vale?

de [del de; des} — e (2.13)

ds | ds’ ds’ ds
siendo Q = EdE" /ds

Qll
:| - [61,92763] Qzl

31

12

i
w

22

ds’ ds’ ds

DD D
00D

32

2Para demostrarlo, derivando e = iET con respecto a s se obtiene

de  dET
ds ~ ds
y como i = eE, sustituyendo:
de dET
— =¢€eE
ds ds

Nétese ademas que, al ser la derivada de un vector base e; normal a dicho vector, debe cumplirse que
Qi = 0, es decir, la diagonal principal de € estd formada por términos nulos. Ademds, puesto que
e;-e; =0sii#j:

d de]- dei
0=—(e;-ej)=¢e;- — + ce; = Qi+ Qi
ds( ivej) ' ods ds ’ Y 7
por lo que Q;; = —€;;. Es decir que la matriz £ es antisimétrica

0 Qi2 3
Q= | -2 0 Qo3
-3 —Q23 0
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Las expresiones 2.12 quedan finalmente (en componentes locales)

eQF, + e% +ep, =0 (2.14a)
eQM, + edil\;[’ +em, +e, x (eF,) =0 (2.14b)
o también
e (QFl + % + pl> =0 (2.14¢)
e <QMl + dxl + ml) +e x(eF,) =0 (2.14d)

que constituyen la expresiéon de las ecuaciones de equilibrio interno.

2.5.2 Pieza curva espacial en que los vectores locales vienen dados por el
triedro de Frenet

Como es sabido, el triedo de vectores intrinseco de Frenet viene dado por e = [t, n, b],
siendo t el vector tangente, n el vector normal y b el vector binormal. Es decir:

e, =t e,=n e;s=Db
De acuerdo con las férmulas de Frenet?:

dt

dn

— =kt—17b 2.15b
Is T (2.150)
b

%S o (2.15¢)

en donde k y 7 son respectivamente la curvatura y la torsién de la curva en el punto
considerado.

De acuerdo con 2.15:

Q=

0 -k 0
kK 0 T (2.16)
0O —7 O

3D.J. Struik: Geometria diferencial cldsica, Ed. Aguilar
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La expresion 2.14a se escribird

AN T
d
0 -k 0 N d(; Pt
[t,n,b] [k 0 7| |Qn| +[t,n,b] d” +[t,n,b] [p,| =0 (2.17)
0 —7 0 Qp N Pb
Qe
L ds
Expresién, que desarrollada
dN
— —kQ, = 2.1
ds Qn+p=0 (2.18a)
dQn
EN + i +7Qp+pn =0 (2.18b)
d
0, + ™ (2.18¢)
ds
Andlogamente para la expresién 2.14b
C AT
d
0 -k 0)1[ T s m
[t,n,b] [k 0 7| | M, | +[t,n,b] | —I%| +[t,n,b] | m,
0 —7 0 be ds my
deb
L ds
N
+tx [[t,n,b] |Qn| | =0
Qb
Y desarrollando la expresién anterior
dr
—— — kMg, +my =0 (2.18d)
ds
dM ¢,
kT + Tsf + T Mgy +mp — Qp =0 (2.18¢)
dM
— M+ =Ly Q=0 (2.18f)

Las expresiones 2.18 constituyen las ecuaciones de equilibrio interno cuando el triedo
local viene dado por el triedo de Frenet.
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2.5.3 Pieza espacial recta

Para una pieza espacial recta, al ser constantes los vectores locales e, el tensor Q
serd idénticamente nulo, por lo que las ecuaciones 2.14 se escribiran

dF
ed—sl +ep, =0 (2.19a)
M
edd ! +em, +e x(eF)=0 (2.19b)
S

Expresiones que desarrolladas conducen a:

Cil—jj +p =0 (2.20a)
dd% +p,=0 (2.20b)
dc% +ps=0 (2.20¢)
% +my =0 (2.20d)
dzc\lif? +my— Qs =0 (2.20e)
djc\lif:‘—l—m3+Q2:0 (2.20f)

Expresiones que constituyen las ecuaciones de equilibrio interno.

Es 1til hacer notar que en las piezas rectas los ejes locales de cada uno de sus puntos
son paralelos entre si y tienen el mismo sentido.

Por ello, en lo sucesivo, en dichas piezas rectas se colocardn unos ejes locales inicos
para cada barra y con origen en uno de sus extremos, de forma que resulten equivalentes
las coordenadas s y ;.

2.5.4 Pieza de plano medio

Se denomina pieza de plano medio a aquella pieza eldstica que cumple las siguientes
condiciones:

- La directriz de la pieza esta contenida en un plano.

- Uno de los ejes principales de la seccién recta de la pieza esta situado en el mismo
plano.

- Todas las cargas constituidas por fuerzas que actian sobre la pieza estan situadas
en el plano. Si existen momentos repartidos o concentrados, sus correspondientes
vectores son normales al plano.
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Zy

Fig. 2.11 Equilibrio en una rebanada de una pieza de plano medio

Bajo las anteriores condiciones, se tomara de ahora en adelante al eje 3 (tanto local
como global) perpendicular al plano de la pieza y de tal forma que el eje 3 se dirija
hacia el lector (ver Fig. 2.11). Asimismo, el eje 3 serd un eje principal de inercia de la
seccién. Ademas:

Q;=0 ; T=0 ; M, =0
ps =0 ; my, =0 ; my =0

Para el resto de los esfuerzos no nulos, y dado que no existe confusion en los
subindices, se escribira:

QQZQ a Mfgsz

ms =M

En este caso la matriz Q se escribe*:

0 Q, 0
Q=|-9, 0 0 (2.21)
0 0 O
4Nétese que para este caso [Q12] = L siendo R el radio de curvatura de la directriz en el punto

R
considerado.
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es decir

de,

E = — 91262 (222(1)
% - Qe (2.22b)
des

aes _ 2.22
Is (2.22¢)

Las ecuaciones de equilibrio 2.14 se escribiran por tanto:

dN
0 Q, 0][N ds
[e17 e2a 93] _le 0 0 Q + [elu e27 e3] @ +
0 0 0 0 ds
0
D1
+le, e es] [p. | =0 (2.23a)
0
0 9,0 0 0
12
[el7e2783] _le 0 0 O +[e17827e3] %‘i‘m +
0 0 0] |[M ds
0
N
—|—81 X ([81,92,83] [Q]): 0 (2.23b)
0

Prescindiendo de las ecuaciones idénticamente nulas, las expresiones anteriores que-
dan reducidas a tres:

AN
— 4+ Q,Q4+p =0 (2.24a)
ds
d
QN+ d—g P =0 (2.24b)
dM
d—sf+m+Q:0 (2.24¢)

Las expresiones anteriores constituyen las ecuaciones de equilibrio interno para las
piezas de plano medio.

Es interesante notar que, para el caso bidimensional, no es conveniente adoptar el
triedro de Frenet como sistema local de ejes. Ello es debido a que el vector base e, va
siempre dirigido hacia la concavidad de la curva, por lo que al cambiar ésta, el eje 3
cambia de sentido.
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& Problema resuelto P2.1 Determinar el momento flector, esfuerzo cortante y esfuerzo
axil en un punto cualquiera en la pieza de la figura P2.1.1 y comprobar que cumpla las
ecuaciones de equilibrio interno.

Fig. P2.1.1 Estructura correspondiente al problema resuelto P2.1

Solucion

Se elijen unos ejes globales que pasen por O. Asimismo, los ejes locales son los represen-
tados en la figura P2.1.2.
Los ejes locales vendran dados por

o — sin ¢ o — —cosf
Y7 | cos# >7 | sin#

con lo que
T __ | sinf —cosf
B =lese] = {cos@ sin ]
Q_EdET_l sinf  cosd cosf sinf| 1[0 1
“ " ds R |—cosf sinf||—sinf cosf| R|-1 0
con lo que
de, *—le ) de, le
ds R ds R

expresiones que pueden obtenerse directamente.
Para obtener las leyes de esfuerzos en un punto cualquiera de coordenada 6 serd preciso
obtener la contribucién de un elemento diferencial

dN = —pR sinada
dQ =—pR cosada
dM; = —pRda R sina = —pR? sinada
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pds=pRd o

Fig. P2.1.2 Sistemas de ejes para el problema resuelto P2.1

E integrando

g
2

N:—/ pRsinada=pR(sinf — 1)
0
z_9

Q:—/ pR cosada = —pRcosf

0
9

Mfz—/ pR? sinada = pR? (sinf — 1)
0

y como facilmente puede comprobarse, los anteriores esfuerzos cumplen las ecuaciones de
equilibrio interno.

2.5.5 Pieza recta de plano medio

En el caso de que la pieza de plano medio fuera una recta (ver Fig. 2.12), la
curvatura k es nula y el radio de curvatura R infinito, por lo que las expresiones 2.24
se transforman en

dN
dQ
— =0 2.25b
ds + P2 ( )
dM
i m+Q=0 (2.25¢)

ds
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Las mismas expresiones 2.25 se obtienen a partir de 2.20, o bien, directamente, a
partir de la rebanada de la figura 2.12 realizando el equilibrio de fuerzas y momentos.

Q+dQ

\\

€
N+dN
M +dM

Fig. 2.12 Equilibrio de una rebanada de una pieza recta de plano medio

2.6 Leyes de esfuerzos

2.6.1 Concepto

De acuerdo con los visto en los apartados anteriores, en cada secciéon de una pieza
espacial se tendran seis esfuerzos: un esfuerzo axil, dos esfuerzos cortantes, un momento
torsor y dos momentos flectores. Para una pieza de plano medio, los anteriores esfuerzos
se reducen a tres: esfuerzo axil, esfuerzo cortante y momento flector. Tales esfuerzos
no pueden ser independientes, sino que estan ligados entre si mediante las ecuaciones
de equilibrio de la seccion. El valor de los mismos dependera de las caracteristicas de
la estructura y de las acciones actuantes en la misma.

La importancia de los esfuerzos actuantes en una seccion radica en el hecho de que
constituyen un paso intermedio para la determinacién de las tensiones en la secciéon. En
efecto, los siguientes cuatro capitulos estan dedicados a analizar cudl es la distribucién
de tensiones y deformaciones que provoca cada uno de los esfuerzos, por lo que conocidos
los valores de éstos, es posible determinar las tensiones y los movimientos.

Es por tanto de capital importancia para todo el cdlculo de estructuras, la deter-
minacién de los esfuerzos en cada una de las secciones de la estructura, es decir, la
determinacién de las leyes de esfuerzos.
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2.6.2 Isostatismo e hiperestatismo

Para la determinacion de tales leyes de esfuerzos se utilizardan en primer lugar los
recursos de la estatica. Ahora bien, en determinados tipos de estructuras dichos recursos
no son suficientes, por lo que serd necesario recurrir a la compatibilidad cinemética
de movimientos. Es, por tanto, importante antes de seguir adelante, establecer las
siguientes definiciones:

- Estructuras isostdticas son aquellas en las cuales es posible determinar todas las
leyes de esfuerzos en cada punto utilizando inicamente los recursos de la Estética.

- Estructuras hiperestdticas son aquellas en las cuales no es posible determinar todas
las leyes de esfuerzos con los solos recursos de la Estatica, siendo preciso tener en
cuenta ademads la compatibilidad cinematica de desplazamientos.

- Grado de hiperestatismo de una estructura es el niimero minimo de reacciones ex-
ternas o internas (enlaces) que es preciso conocer para transformar la estructura en
isostatica.

F F
F B CH» F B C H,
s S5m S5m
4
A —
v
. 4m
b)
F
F
—_—

Fig. 2.18 Estructuras isostdticas e hiperestiticas

En la figura 2.13a puede analizarse una estructura isostatica, ya que es posible
determinar las reacciones y todas las leyes de esfuerzos. Si en la misma estructura el
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apoyo C se convierte en fijo (Fig. 2.13b), entonces la estructura es hiperestética. El
grado de hiperestatismo es uno, ya que, conocida una reaccién (por ejemplo la reaccién
horizontal en C), serfa posible determinar las leyes de esfuerzos. A la reaccién horizontal
en C se la denominaria incégnita hiperestatica. Las estructuras de las figuras 2.13c y
2.13d son respectivamente dos y seis veces hiperestaticas. Hay que senalar ademéas que
las estructuras hiperestaticas, a su vez, pueden ser hiperestdticas externas, hiperestdticas
internas o ambas cosas a un tiempo.

Una estructura se denomina hiperestatica externa si sus tnicas incognitas hiper-
estdticas son reacciones externas. Andlogamente, una estructura serd hiperestatica in-
terna si sus Unicas reacciones hiperestaticas estan constituidas por reacciones internas.
De esta forma, las estructuras de las figuras 2.13b y 2.13c son hiperestaticas externas,
mientras que la estructura de la figura 2.13d serd hiperestatica interna.

A partir de todo lo anterior, es posible ver que el hecho de calcular una estructura
supone determinar sus leyes de esfuerzos y en ocasiones también sus movimientos.

En los ejemplos que siguen se determinan las leyes de esfuerzos de estructuras
isostaticas planas. La determinacion de las leyes de esfuerzos de estructuras hiper-
estaticas es el objeto de los capitulos siete y siguientes.

& Problema resuelto P2.2 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos de la ménsula
de la figura P2.2.1.

X)

X1

B

i a
I
Vi

WZ
VR
1o
|
i

- >

Fig. P2.2.1 Pieza recta correspondiente al problema resuelto P2.2

Solucion

Las reacciones valdran V; = F ; Mgz = aF'.

Para determinar las leyes de esfuerzos, se corta idealmente la estructura por un punto
arbitrario C de abcisa z, (Fig. P2.2.2). La fuerza resultante serd vertical e igual al
cortante, mientras que el momento de las fuerzas situadas a la derecha de C valdra
M, = —F(a— x,). Las leyes de esfuerzos serdn por tanto

Q=-F
M, =—-F(a—x,)

Dichas leyes pueden verse representadas en las figuras P2.2.3a y P2.2.3b, respectivamente.
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X

Mf
) ARE

C
Xy l
¢

.

Fig. P2.2.2 Corte por C de la estructura de la figura P2.2.1

]
|

|
Q=-F

M= -F(a-x,)

i |

Fig. P2.2.3 Leyes de esfuerzos. a) Esfuerzos cortantes b) Momentos
flectores

& Problema resuelto P2.3 Determinar las leyes de esfuerzos en la pieza de la figura
P2.3.1.

X
P F=pL
A B
Xy
7 7 C
1
2L L

R,

Fig. P2.3.1 Viga biapoyada del problema resuelto P2.3
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Solucion

Por equilibrio, se obtienen los valores de las reacciones en A y B

R,=0,5pL
Rz =2,5pL
Cortando idealmente la pieza por un punto situado entre B y C, y de coordenada z, los

esfuerzos valdran
M;|5 = (3L — x,)pL

Qlz = —pL

N|Z=0
Cortando nuevamente la pieza por cualquier punto entre A y B y de coordenada x, se
obtiene

2, — 2 2
Mf|§ :7(3L7I1) pL—%er(QL—xl) RB:*]?%+0,5P z, L
Qi =-pL+Ry—p(2L—2,)=-0,5pL+pum

NI5=0

En la figura P2.3.2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

pL2

0,5L |:|
B

7

1,5 pL

7 7 1]
= i

0,5 pL

pL

Fig. P2.3.2 Leyes de esfuerzos. a) Momento flector b) Esfuerzo cortante
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& Problema resuelto P2.4 Determinar las leyes de esfuerzos del pdrtico de la figura

P2.4.1
p=15kN/m
D
2m
B
v
2m
R
Ve
Im | 105
* * *
Fig. P2.4.1 Portico isostdtico correspondiente al problema resuelto P2.4
Solucion

En la figura P2.4.2 pueden verse dibujadas las reacciones, asi como los ejes locales de
cada barra.
Las tres ecuaciones de equilibrio se escriben:

- Suma de momentos respecto al punto R: > Mr =0
—67,5x 1,25 -20x 1,54+ V;:5—H;0,5=0
es decir
10V, — Hy = 228,75
- Suma de fuerzas verticales: > F, =0

Vi + V= 67,5

- Suma de fuerzas horizontales: Y Fy =0

H,+H,=20



60

Resistencia de Materiales y Estructuras

p=15 kN/m

Fig. P2.4.2 Reacciones y ejes locales

La rétula en C' proporciona una nueva ecuaciéon: Suma de momentos respecto al punto
C de todas las fuerzas y reacciones que hay en CT

2V, —4H, +2x20=0
Ve—2H, = —20

Las expresiones anteriores proporcionan un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro in-
cégnitas. Resolviéndolo:

V, = 25,13kN

H, = 22,5TkN

Vi, = 42,3TkN

Hyp=—2,5TkN

A partir de estos valores es posible obtener las leyes de esfuerzos.
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a) Momentos flectores

M,|§ =—40+8,94s kNm
M3 =—8,945 kNm
M;|5=-65* kENm

M,|G =23,35—12,64—6 s> kNm
Mf|g =—1,88+6,71s—6s> kNm

M8 =—-2,5Ts kNm
b) Esfuerzos cortantes

QE =-8,94 kN
Q2 =8,94 kN

Q8 =125 kN

QIS =125-23,3 kN
QL =-6,7+125s kN
Q% =257 kN

c¢) Esfuerzos axiles

N|§ =-32,6 kN
N2 =—-23,65 kN
NI =65 kN

N|§ =14,54+ 65 kN
N|B=-33+6s5 kN
N|E =—-42,37 kN

61

En las figuras P2.4.3, P2.4.4. y P2.4.5 pueden verse representadas las leyes anteriores.

2.7 Principio de Saint-Venant

Las tensiones, deformaciones y movimientos, en una estructura formada por piezas
lineales, pueden ser calculadas utilizando los principios y desarrollos generales de la
Elasticidad expuestos en el Capitulo 1. Sin embargo, tal como se vio, su aplicacién
directa conduce a ecuaciones excesivamente complejas para su utilizacién en la préactica

de la ingenierfa.

No obstante, estableciendo unos pocos principios adicionales (suficientemente con-
trastados por la préctica) acerca del comportamiento de las piezas lineales, es posible
llegar a expresiones mas sencillas, directas y facilmente resolubles. El primero de tales
principios es el de Saint-Venant, el cual establece que el estado tensodeformacional de
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16,92

>
>
>
"
[TITTTTTTTT T TN

Fig. P2.4.4 Leyes de esfuerzos cortantes

una pieza lineal depende exclusivamente de los esfuerzos. Es decir, que diferentes sis-

temas de acciones o cargas que produzcan los mismos esfuerzos daran lugar a tensiones

y deformaciones iguales. Este principio es fundamental en el Célculo de Estructuras.
Logicamente, el principio no serd cierto en las proximidades de cargas puntuales que
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Fig. P2.4.5 Leyes de esfuerzos axiles

den lugar a concentraciones de tensiones, pudiéndose no obstante ser aplicado a una
distancia prudencial del punto de aplicacién de tales cargas (del orden del canto).

Si se aplica de forma indiscriminada (como sucede en la practica usual del calculo
de estructuras, y como se aplicard a lo largo de este texto), es preciso posteriormente
tomar en el diseno las disposiciones constructivas necesarias para absorber o minorar
las mencionadas tensiones concentradas (colocando por ejemplo rigidizadores, refuerzos,
etc.). De hecho, este es el proceso habitual de célculo de una estructura.

2.8 Ejercicios propuestos

& Ejercicio propuesto EP2.1 Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos en las tres vigas
que se representan en la figura EP2.1.

Valores de control:

a) Para la viga superior:
- Momento en el empotramiento: 280 kN x m
- Reaccién vertical en el empotramiento: 70 kN (descendente)

b) Para la viga inferior:
- Momento flector en el apoyo izquierdo: —90kN x m
- Reaccién vertical en el apoyo izquierdo: 120 kN (ascendente)
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60 kNm ‘40 KN 20 kN/m
q A L
—; z
7 7 7
4 m 2m 2m S5m S5m
20 kN/m ‘50 kN 30 kN/m )60 KN 90 kNm
) 2 2 2
7 7 7
6m 2m/2m{2m| 3m 4m [2m[2m| 4m |2m
50 kN
20kN/m | 30kNm 10 kN/m

N

3m | 3m 2m|2m|2m 6 m 6 m 2 m

Fig. EP2.1

& Ejercicio propuesto EP2.2 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en todos los
puntos de la estructura de la figura EP2.2.

Valores de control:

- Reaccidén horizontal del apoyo izquierdo: 7,4 kN (hacia la izquierda)
- Reaccién vertical del apoyo derecho: 130,2 kN (hacia arriba)

jercicio propuesto . eterminar las leyes de esfuerzos y las reacciones en e
& Ejercici to EP2.3 Determi las 1 d l ‘ l
portico de la figura EP2.3.

Valores de control:

- Momento flector en el punto de aplicacién de la carga puntual M; = 16,4kN x m
(tracciona el exterior del pértico)
- Axil en el apoyo derecho: 83,1kN (compresion)



2 La pieza eldstica: fundamentos de andlisis 65

20 kN/m
3m
6m 10 kN/m %Nm
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Fig. EP2.2
10 kN/m
2m
/ 6m
3m
20 kN
—_—
m \_y
20 kNm
2
2 m 4 m 6 m 2m | 2m

Fig. EP2.3

& Ejercicio propuesto EP2.4 Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos en el portico
de la figura EP2.4, acotando los puntos mds significativos.

Valor de control:

- Momento reaccién en el empotramiento: 450 kN x m
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. 10 m . 4m N
N\ |
- §I
4m
J Circulo
9 kN/m
6 m
Fig. EP2.

& Ejercicio propuesto EP2.5 FEn la estructura de la figura EP2.5, hallar la expresion
analitica y el dibujo de las leyes de esfuerzos.

30 kN/m
40 kKN
2m
20 kN
2m
6m
% %
2m 4m 4 m 2 m

Fig. EP2.5
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Valores de control:

- Reaccién horizontal en el apoyo derecho: 13,0kN (hacia el interior)
- Reaccién vertical del apoyo izquierdo: 127 kN (hacia arriba)

- Momento flector en el punto mds elevado del soporte derecho: 78,0kN x m (tracciona
el exterior del pdrtico)

& Ejercicio propuesto EP2.6 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en la
estructura de la figura EP2.6.

Valores de control:

- Momento de empotramiento: 173 kN x m (sentido horario)
- Momento flector en el punto de aplicacién de la fuerza concentrada de 40 kN: 40 kN x m

20 kN
——

2m
40 kN I'm

4 m | ————
20 kNm 1m

45° %—%
7
2m 2m 2m
Fig. EP2.6

& Ejercicio propuesto EP2.7 Calcular las reacciones y las leyes de esfuerzos en la es-
tructura de la figura EP2.7.

Valores de control:

- Reaccién vertical del apoyo izquierdo: 31,5 kN (sentido ascendente)
- Reaccidén horizontal en D: 5,3 kN (dirigida hacia la izquierda)
- Momento flector en B: 53 kN x m (tracciona el exterior del pértico)
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7 kN/m

-

2m

10 m

10m

Fig. EP2.7

& Ejercicio propuesto EP2.8 En la estructura de la figura, determinar y dibujar (aco-
tandolas debidamente) las leyes de esfuerzos.

Valor de control:

- Momento flector en B de la pieza AB: 33,2kN Xx m (tracciona el interior del pértico)

15 kN/m

3m

l 5m l 1,5m l 2m l

Fig. EP2.8
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& Ejercicio propuesto EP2.9 En la estructura que se acota en la figura, hallar y dibujar
las reacciones y las leyes de esfuerzos.

Valores de control:
- Reaccién vertical del apoyo izquierdo: 0,67 kN (sentido ascendente)

- Momento flector en la parte superior del pilar: 165,92 kN x m (tracciona la fibra izquier-
da)

10 kNm 3 kN/m 20 kN

Cﬁ? 10 kN

2
}

8m

10 m

.

15m | 5m
T

R

Fig. EP2.9

& Ejercicio propuesto EP2.10 En la estructura que se acota en la figura EP2.10, deter-
minar las reacciones y las leyes de esfuerzo.

Valores de control:

- Reaccidén horizontal del apoyo izquierdo : 3,25kN (dirigida hacia la izquierda)

- Momento flector en la parte superior del soporte derecho: 34,63 kN x m (tracciona la
fibra derecha)

1 kN/m
RN NN
2m
: 3 kN 2,5m
lkN/m: 1
7 4m
4;% A 4
l 7,5m l 2m L

Fig. EP2.10
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3 Esfuerzo axil

3.1 Hipoétesis basicas

Se dice que una seccién de una pieza estd sometida a esfuerzo axil cuando la resul-
tante de todas las fuerzas que actian sobre dicha seccién es normal a ella (y por tanto
tiene la direccién de la tangente a la directriz) y pasa por el centro de gravedad.

Para iniciar el estudio de los efectos producidos por el esfuerzo axil en una seccion,
considérese, en primer lugar, el caso de una pieza recta de seccién constante y longitud
L sometida a un esfuerzo axil constante de valor N (Fig. 3.1).

Fig. 3.1 Pieza recta sometida a un esfuerzo axil constante

Por efecto de dicho esfuerzo axil, la pieza experimentara un incremento de longitud
de valor v;. Si se observa la deformacién de la seccién media de la pieza, es evidente que
por condiciones de simetria debe permanecer plana y perpendicular a la pieza después de
la deformacién. Siseguidamente se separa idealmente la pieza en dos mediante un plano
perpendicular a la misma por el punto C' (punto medio de AB), por las mismas razones
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expuestas anteriormente, las secciones medias de C' A y de C'B deben permanecer planas
y perpendiculares a la pieza. El proceso anterior puede repetirse realizando sucesivos
cortes ideales a los distintos trozos en que va quedando dividida la pieza original,
llegandose a la conclusién de que las correspondientes secciones permanecen planas.
Ello constituye la hipdtesis de Navier. La hipotesis de Navier, también denominada
hipotesis de Navier-Bernouilli, establece que en el caso més general de una pieza eléastica
sometida a un esfuerzo axil las secciones permanecen planas después de la deformacion.

La hipotesis de Navier constituye el punto de partida para el estudio de los efectos
producidos por el esfuerzo axil en una seccién. Constituye asimismo una de las hipétesis
fundamentales de la Resistencia de Materiales.

La hipétesis de Navier, aunque ha sido formulada y justificada para piezas rectas, es
también aplicable a piezas curvas. Toda la formulacién que se desarrolla en este capitulo
se realiza para elementos diferenciales de piezas rectas, admitiéndose no obstante su
validez para el caso de piezas curvas de radios de curvatura grandes.

3.2 Distribucién de tensiones y deformaciones

Supoéngase una pieza elastica de seccién cualquiera, de la que se aisla una rebanada
de longitud ds. Supodngase asimismo que esta rebanada estd sometida exclusivamen-
te a un esfuerzo axil N. De acuerdo con la hipétesis de Navier, la distribucién de
deformaciones en una seccién valdra

€1 (:L'g, :Eg) = XTo + ﬁl‘g, + € (31)

y por tanto las tensiones

Jl == €1E == OKE:L‘Q + /BE:E?, + flE (32)

siendo «, By €, parametros a determinar.

Es decir, la distribucién de tensiones en la seccién esta contenida en un plano.

Dado que las tnicas tensiones y deformaciones normales que apareceran en lo suce-
sivo son las que hacen referencia al eje z,, se usaran indistintamente o y o, asi como €
y €, siempre que no dé lugar a confusion.

Notese ademas que el simbolo ¢, hace referencia a la deformacién en cualquier punto
de la seccién, mientras que ¢; se refiere a la deformacién en el punto de corte de la
directriz de la pieza con la seccion recta considerada.

Dado que los momentos flectores My, y My; deben ser nulos, por equilibrio debera
cumplirse que:

N:/aldA:aE/xQdA—i—BE/deA—i—elE/dA (3.30)
A A A A

My, :/x201 dA:aE/:L‘g dA+ﬁE/m2x3dA+61E/m2dA:0 (3.30)
A A A A
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My, :/a:301 dA:aE/megdA—i—ﬁE/xg dA+61E/a:3dA:0 (3.3¢)
A A A A

Dado que los ejes z,, x5 pasan por el centro de gravedad, se cumplird que

A

A

Por lo que, a partir de las ecuaciones 3.3b y 3.3c se deduce que o = 8 = 0.

Se deduce, por tanto, que en una pieza sometida a esfuerzo axil las deformaciones
€, en una seccién cualquiera son constantes. Andlogamente, también serdn constantes
las tensiones, es decir:

o, =6F (3.4)
Por lo que a partir de 3.3.a
N=¢FA=0,A (3.5)
y también
_a_ N
6@ =% =17 (3.6)
y el alargamiento de la rebanada valdra
N
dv, = €,ds = ﬂds (3.7)

El alargamiento total de la pieza puede escribirse

L
N
v, = / ﬂds (38)

y si el esfuerzo axil en la misma es constante, entonces el alargamiento valdra

_NL
 EA

(%1

(3.9)

& Problema resuelto P3.1 Supdngase dos piezas OA y OB de longitudes Lo, = 4m
y Lop = 6m. Ambas piezas estan unidas entre si por uno de sus extremos mediante
una rdtula, existiendo un apoyo fijo en el otro extremo (Fig. P3.1.1). Los mddulos de
elasticidad valen respectivamente Eos = 210 GPa, Eoz = 180 GPa, siendo las dreas
Aoy =4cem?, Aoy =5cem2.

En el punto O actia un esfuerzo F de valor F =40 kN. Se desea determinar:
a) Ley de esfuerzos aziles en cada una de las barras

b) Tensiones en cada barra
¢) Movimiento del punto O
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L p=6m

§>§ 0 F=40 kN

z
e >

Ly =4m ‘

Fig. P3.1.1 Barras sometidas a esfuerzo axil

Solucion

Primeramente se homogeneizan todas las unidades:

E,, =210 GPa = 210 x 10° Pa
Eop = 180 GPa = 180 x 10° Pa
Aps =4em? =4 x 107 4m?
Aop =5em? =5 x 107 m?
Sean Ny, vy Nop los esfuerzos axiles de cada una de las barras. Evidentemente por
equilibrio
Nos+ Noy =F =40kN = 40000 Newton (a)

Los desplazamientos v, 4 v Vo de cada una de las barras deben ser iguales por condiciones
de compatibilidad, es decir

NoaLoa Noa x4 _8
— — - = 4,76 x 108N,
U o = . 210x 109 xdx 104 0% o4
NosL Nop X 6
U, = Vo = —2 98 o8 =6,66 x 107N, p

EosAos 180 x 109 x 5 x 104
Igualando se obtiene
4,76 x 1078 Ny, = 6,66 x 105Ny 5 (b)

Las expresiones (a) y (b) definen un sistema de ecuaciones que permite obtener los valores
de Nos vy Nog.

Ny, =23327 Newton = 23,33 kN
Nos =16672 Newton = 16,67 kN
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Las tensiones producidas por el esfuerzo axil valdran en cada barra

Noa 23,33
Ton = 470 = T qo-T = D3 20KN/m* = 58,25 MPa
Noy 16,67

Oon A, 5x 10 33400 kN/m? = 33, a

Por lo que respecta al corrimiento del punto O, éste valdra

v, =4,76 x 1078N,, = 4,76 x 1078 x 23327 = 0,0011m = 0,11 cm

o bien

v, = 6,66 x 108N, = 6,66 x 1078 x 16672 = 0,0011m = 0,11 em

& Problema resuelto P3.2 La pieza recta de la Figura P3.2.1 tiene longitud total 2L.
En el tramo AB el drea de la seccion recta vale A, mientras que en el BC wvale 2A. FEl
conjunto estd sometido a un esfuerzo axil N de traccion. Determinar:

a) Distribucidn de tensiones
b) Movimiento de los puntos B y C

2A
A | N
§>7 - e
A l
B C
} L | L |

Fig. P3.2.1 Pieza correspondiente al problema resuelto P3.2

Solucion

En ambos tramos la distribucién de tensiones serd constante en el interior de la seccién

y de valor:
N
- T AB: = —
ramo Tap = 5
N
- Tramo BC: o5- = 24 .
Por lo que respecta a los movimientos, el del punto B valdrd (v,)z = A mientras que

el del punto C sera:

() = YL NL _3NL
Ye = EATEA T 2 EA
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3.3 AnaAlisis de las deformaciones no mecanicas

Sea €7 la deformacion longitudinal de una barra producida por causas distintas a
las tensionales, como por ejemplo: retraccién, temperatura, etc.
Las deformaciones totales en cada punto seran

€ =€ + € (3.10)
por lo que el alargamiento total de una rebanada valdra
N
dv; =€, ds + €' ds = % ds+ €' ds = A ds + €' ds (3.11)
e integrando
L N L
?}i = /0 ﬂ dS +/o 671” dS (312)
y si la pieza es recta y el esfuerzo axil constante
L NL
Ui —/D EltdS = ﬂ (313)

expresion mas completa que 3.9.

& Problema resuelto P3.3 Considérese una pieza recta biapoyada de longitud L, seccion
recta constante A y mddulo de Elasticidad E (Fig. P3.3.1a). Dicha viga estd sometida a
una deformacion longitudinal de acortamiento €™ producida por la retraccién, y de forma

que €™ = —0,0035. Determinar las tensiones en la pieza asi como el valor del esfuerzo
axil.
A E, A B
7 7 a)
| L |

B N b)

=

Fig. P3.3.1 Pieza biapoyada sometida a retraccion

=



3 Esfuerzo awil 77

Solucion

Al tener la pieza ambos extremos impedidos y no poder desarrollarse el acortamiento
debido a la retraccién, aparecera un esfuerzo axil. Para calcularlo, se libera el punto B
introduciéndose el esfuerzo axil N (Fig. P3.3.1b). Légicamente el movimiento total del
punto B debe ser nulo, por lo que de acuerdo con 3.13

L NL
0— / (~0,0035) ds = ——

es decir

N =0,0035FEA

Como puede verse, el valor del esfuerzo axil es independiente de la longitud de la pieza.

3.4 Secciones compuestas por diferentes materiales

En la préactica de la construccién, aparecen con cierta frecuencia piezas compuestas
por diversos materiales, cada uno de ellos con sus propias caracteristicas tensodefor-
macionales, como por ejemplo las estructuras mixtas de hormigén y acero, el hormigén
pretensado, etc.

Para analizar los efectos producidos por el esfuerzo axil en este tipo de secciones,
supdéngase que, en el caso mas general, el médulo de elasticidad en la seccién es funcién
del punto, es decir

E = E(x,,73) (3.14)

De acuerdo con la hipétesis de Navier, la ley de deformaciones sera la misma que la
dada por 3.1, mientras que las tensiones vendran dadas por

g, = €1E($2,x3) (3.15)
Las expresiones 3.3 quedaran
N = a/xQE(xQ,:r;;) dA + B/x3E(:U2,x3) dA + 61/ E(zy,xs)dA (3.16a)
A A A
Mf3 - Oé/xgE(xg,xg) dA+B -:nggE(xQ,:Ug,) dA‘i‘El/xgE(xQ,xg) dA:O (316b)
A A A
M;, = a/x2m3E(:U2,x3) dA + ﬁ/:cgE(xZ,:U?,) dA + el/xgE(xg,mg) dA =0 (3.16¢)
A A A

Obsérvese que la diferencia entre las expresiones 3.16 y 3.3 radica en el hecho de que
los valores del modulo de elasticidad F no pueden sacarse fuera de la integral al no ser
constantes.
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Si por comparacion con el caso de seccién de material homogéneo se admite la
hipétesis de que las deformaciones € son constantes en toda la seccién, es preciso que
las siguientes integrales se anulen

/.:UQE(:L‘Q,I‘Q,) dA - /l‘gE(fBQ,fL‘g) dA == 0 (317)
A A
Ello implica que el origen de los ejes y el punto de actuacién del esfuerzo axil debe

ser el centro de gravedad mecdnico de la seccion. Dicho centro de gravedad se obtiene
dando a cada punto de la secciéon una densidad

p = E(x,,x5) (3.18)
Al igual que anteriormente, se cumplird que a = 8 = 0. Andlogamente,
N= /01 dA = /elE(a:Q,:L'3) dA = el/E(:UQ, z5) dA (3.19)
A A A
por lo que
N
- 3.20
T T E(xy, 74) dA (3.20)
A

Las tensiones en cada punto vendran por tanto dadas por

NE(zy,x5)

01(@2, T3) = E(22,25)€; = W (3.21)
A
y el alargamiento de la rebanada
N ds
dv, = € ds = /————— 3.22
S T  1a) dA (322)

A

Las expresiones 3.20 a 3.22 proporcionan la respuesta en deformaciones, tensiones y
movimientos al problema planteado. Dichas expresiones suelen sin embargo escribirse
en muchos casos en forma ligeramente diferente. Para ello, supéngase que se fija un
modulo de elasticidad de referencia E (en general coincide con el médulo de elasticidad
menor de entre todos los materiales que forman la seccién), y sea por definicién

E
n= B2 25) (3.23)
K
Se tendra entonces que
/E(azg,mg)dA:/nEdA:E/ndA:EA* (3.24)
A A A

siendo A* = [ndA el drea mecdnica de la seccion.
A
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Con estas nuevas definiciones las expresiones 3.20 a 3.22 quedaran

N
= — 3.25
€1 FA* ( )
N
Nds
dv, = = 3.27
U1 T A ( )
y el alargamiento total de la seccién en el caso en que la pieza sea recta
Nds
= | = 3.28
Uy J T A ( )

& Problema resuelto P3.4 Una determinada viga de hormigén pretensado de 30 x 30 cm?

(seccion cuadrada) se fabrica de la siguente forma: Se tensan cuatro cables de acero de
0,8cm?, cada uno de ellos dispuestos en las esquinas de un cuadrado de lado 25cm. La
tension de cada cable es de 1400 M Pa. Posteriormente se hormigona la seccion y una vez
endurecida se cortan los cables, con lo cual el hormigon queda comprimido (Figs. P3.4.1
y P3.4.2). Se desea conocer:

a) Tensiones de compresion finales en el hormigon
b) Tensiones finales en el acero
¢) Acortamiento de la pieza al cortar los cables

Una vez fabricada la pieza, se la somete a un esfuerzo axil de traccion de valor N =
T20kN . Se pregunta:

d) Tensiones finales en el acero y en el hormigén

e) Alargamiento de la pieza como consecuencia de la aplicacién de la carga N de
T20kN.

- Médulo de Elasticidad del acero E, =210GPa

- Médulo de Elasticidad del hormigén Ej = 30GPa

- Longitud de la pieza L =4 metros
Solucion

La seccion asi formada estd4 compuesta por dos materiales: hormigén y acero. Sea E = Ej,
y E, = nE, =nE. Obviamente

_ Ba _ 210 _
T E, 30

n
Por otro lado, el drea del hormigén (descontando la porcién de acero) serd

A =30 %30 —4x0,8 =896, 8 cm?
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Cables de acero\ ( Hormigén

| |
7_: 1 y— —zT :7_
— & TN —

N 7 1 N P R P
—— Wl ° oem <o 25em - |\ —=
1 M 2 ) 4 ]

LA | 4 ol | %
| k |
Corte de Cables de acero Corte de
los cables los cables

Fig. P3.4.1 Barras sometidas a esfuerzo azil

25 cm

[ ] o
25 cm 30 cm
® [ ]

30 cm

Fig. P3.4.2 Pieza de hormigon pretensado

Se enfocard la resolucién de la primera parte del problema (apartados a), b) y ¢)) uti-
lizando dos procedimientos diferentes:

Procedimiento 1

Los esfuerzos iniciales en cada uno de los cables valdran

F,=F,=F,=F;=1400 MPa x 0,8cm? = 112kN

con lo que la fuerza total sera

F=4x112=448kN

Cuando se cortan los cables, parte de este esfuerzo serd transmitido al hormigén, con lo
que el hormigén se acortard una cantidad A (Fig. P3.4.3). El hormigén quedara por tanto
comprimido y sometido a un esfuerzo axil de valor N. Obviamente, por consideraciones
de equilibrio, al no existir ninguna fuerza externa, la fuerza final total que actuard sobre
el acero serd también N. Ademads, por compatibilidad, el acortamiento del hormigén
debe ser el mismo que el del acero. Es decir:



3 Esfuerzo axil 81

A2 A2

i i

E—

30 cm

-
I
=

R

Fig. P3.4.3. Acortamiento de la pieza una vez cortados los cables

- Acortamiento del hormigén

_ NL N x 4m _ N x 4m
" EpA, 30GPa x896,8cm2 30 x 106 kN/m2 x 896,8 x 10~4mz

A

=1,487 x 107°N (metros)
- Acortamiento del acero
(F—=N)L (448 kN — N) x 4m (448kN — N) x 4m

A= _ _ \
E,A, 210GPa x 4 x 0,8cm2 210 x 106 kN/m2 x 4 x 0,8 x 10-4m2

=0,02667 — 0,5952 x 10~* N (metros)

Obsérvese que el acortamiento del acero viene dado por la pérdida de tensién, es decir,
por la diferencia entre el esfuerzo inicial F' y el esfuerzo final N.
Como ambos alargamientos deben ser iguales

1,487 x 107N = 0,02667 — 0,5952 x 107*N
de donde se obtiene N = 437,16 kIV.
Las tensiones finales de compresién en el hormigén valdran

N 437,16kN
A, 896,8 x 10~4m2

Las tensiones finales en el acero seran

= 4,874 MPa (compresion)

Op =

N 437,16 kN
Ay 4x0,8x 10~4me
Como puede observarse

o =1365,9 MPa (traccién)

O’hAh = O’aAa = 437, 16 kN

Por lo que respecta al acortamiento de la pieza, puede determinarse bien a partir del
hormigoén, bien a partir del acero.
A partir del hormigén:
_ NL
 EpA

= 1,487 x 1075 x 437,16 = 0,65 x 10 3m = 0,65 mm
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A partir del acero

(F-N)L
E,A,
=0,02667 — 0,5952 x 1074 x 437,16 = 0,65 x 10 >m = 0,65 mm

A= = 0,02667 — 0,5952 x 104N

Obviamente ambas cantidades coinciden.
Procedimiento 2

El hecho de cortar los cables puede mirarse bajo el punto de vista de mantener las fuerzas
de pretensado sobre los mismos y aplicar sobre la seccion mixta de hormigdén y acero una
fuerza F', igual a la suma de las fuerzas de pretensado, cambiada de signo y aplicada en
el punto de aplicacién de la resultante de dichas fuerzas de pretensado.

El centro de gravedad geométrico y mecéanico de la seccién coinciden en este caso.

La resultante F' vale

F=4x112=448kN

A partir de 3.26 se obtienen las tensiones sobre el hormigén y sobre el acero debidas al
hecho de cortar los cables

A* = npAp +ngAe =1 x 896,8 + 7 x 4 x 0,8 = 919, 2 cm? = 0,09192 m?

por lo que
o 1 M g73 8N me = 4,8738 MPa (compresion)
Th = T 009192 T ' -5 P
F 44
Ao, =n,—=1T 5 _ 34116 kN/m? = 34,116 MPa (compresion)

A=~ "7 0,00192

El valor anterior Ao, representa la pérdida de tensién en los cables como consecuencia
del pretensado.
Por lo que las tensiones finales en el acero valdran

04 = 1400 — Ao, = 1400 — 34,116 = 1 365,884 MPa (traccion)

Por lo que respecta al acortamiento de la pieza al cortar los cables, de acuerdo con 3.28
se tendra

A_ [ Fds _/4 448
] E4A* ] 30GPa x 0,09192m?2

0 0

ds = 0,65 x 107*>m = 0,65 mm

valor que coincide con el obtenido anteriormente.

Para contestar a los apartados d) y e), se aplican directamente las férmulas vistas ante-
riormente:
Las tensiones debidas al esfuerzo de 720 kN valdran
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- En el hormigén

N 720
Aoy = Thr = 1x 000102 — 7833 kN/m? = 7,833 MPa (tracci6n)
- En el acero
N 720
Ao, = Ny = 7 X 009102 ~ 54830 kN/m* = 54,83 MPa (traccién)

Por lo tanto, las tensiones finales valdran
- En el hormigén
O'}]: = —4,8738 + 7,833 = 2,959 MPa (traccién)
- En el acero

ol =1365,884 + 54,83 = 1420, 714 MPa (traccién)

Por 1ltimo, para ver el alargamiento de la pieza debido a la carga de 720 kN, se utiliza
la expresion 3.28

L 4
Nds 720 kN
EA /30GPa>< 0,00192 2 T HUR XY M= L URmm

0 0

3.5 Energia de deformacion

El objetivo de este apartado es obtener una expresion que permita expresar la energia
de deformacion de una pieza en funcién de la ley de esfuerzos axiles de la misma. Para
ello, se parte de la expresiéon 1.49 que proporciona la energia de deformaciéon de un
cuerpo eldstico en funcién de las tensiones y deformaciones existentes en el mismo.
Partiendo de esta expresion, se puede escribir que la energia de deformacién por unidad
de volumen vale

A |

y puesto que las Uinicas tensiones existentes son las tensiones o, = o, la anterior ex-
presion se escribe A
1
W = —oe (3.30)
2
Si 3.30 se integra para toda la seccion, se obtendra la energia de deformacién por
unidad de longitud. Y puesto que tanto las tensiones como las deformaciones son
constantes en la seccién

JAN ZAN 1 1 1 1 N2
WNZ/WdAZE/JedA: 5016114: —Ne
A

20" 2EA (3:31)

A
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A
La energia eldstica de deformacién de toda la pieza, se obtendra integrando Wy a
lo largo de la misma

L L L
Ay 1 N? 1 [ N2
Wy=|[| Wyds= | ——ds== | —d 3.32
N / v @ / 2oEA™ T2 ) EAY (3:32)

0 0 0
En el caso de piezas compuestas por diversos materiales, la expresién anterior se

escribira

L
1 [ N?
==/ =—d .
Wy =3 [ s (3.33)
0

Las anteriores expresiones 3.32 y 3.33 seran utilizadas posteriormente cuando se
estudien los teoremas generales acerca de la deformacion de piezas elasticas.

3.6 Ejercicios propuestos

& Ejercicio propuesto EP3.1 Una pieza de hormigén de 6 m. de longitud, tiene una
seccion rectangular de dimensiones 0,3 x 0,4m?>. En su centro de gravedad se aplica una
fuerza F.

Determinar:

a) Valor mdximo de F si las tensiones no pueden superar los 12,7 MPa
b) Movimiento A de un extremo de la pieza respecto al otro
c¢) Energia de deformacién de la pieza

Nota: El moédulo de elasticidad del hormigén se tomard igual a Ej = 30 GPa.
Valores de control:

F=1524kN ; A=254mm ; Wy = 193548 julios

& Ejercicio propuesto EP3.2 Una pieza de hormigén pretensado de longitud L = 5 me-
tros, y seccion cuadrada de 0,4 x 0,4m> se construye de la siguiente forma:

1. Se tensan cuatro cables de seccién w cada uno a una tensién o,, = 800 MPa.
2. Una vez tensados los cables, se hormigona.
3. Una vez endurecido el hormigén se cortan los cables por AA’ y BB’ (ver Fig. EP3.2).

Determinar:

a) Seccién w de cada uno de los cables de forma que la tension final en el hormigén sea
de 5 MPa

b) Tensién final en cada uno de los cables

c¢) Energia eldstica del conjunto
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A =C B,
| — 7
: 4.<1 A ..4 - - A..q. :

< . .

1. a - N |
| “ < 4 P S g 4 |
A | - - 4 | %
1A' —C' B'l
[ ] [ ]

0,4 m
[ ] [ ]
0,4 m
SECCION C-C'
Fig. EP3.2

Una vez se ha fabricado la pieza, se aplica una fuerza F' de compresién de 260 kN.
Hallar

d) Tensién final en el hormigén y en los cables
e) Energia eldstica total

Se descarga la fuerza F' de compresién y el conjunto se somete a un incremento de
temperatura de valor t = 30° C. Determinar los incrementos de tensiéon que se producen
como consecuencia de dicha variacién térmica.

E, =210GPa

Ep =30GPa

ag=1,2x10"%°C~!

o =107%°C™!

Valores de control:

- Seccién w de cada uno de los cables: 2,6 cm?
- Tensién final en cada uno de los cables: 765 M Pa
- Tensién final en el hormigén y en los cables:

04, = 6,56 M Pa compresion
0o = 754,02 M Pa  traccién
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& Ejercicio propuesto EP3.3 Una pieza de hormigon tiene las siguientes caracteristicas:

Area de la seccién de hormigon: A,
Area de la seccién de acero: A,

- Médulo de elasticidad del hormigén: E.
Moédulo de elasticidad del acero: E,

Si el acortamiento que experimenta por retraccién el hormigén en masa es €., demostrar
que el acortamiento de la pieza de hormigén armado, por efecto de la retraccion, vale:
&1 = eof(1+ 1)

siendon =FE,/E.y ¢ = Aa/Ac.

Determinar asimismo las tensiones que se producen en el hormigén y en el acero como
consecuencia de la retraccién.

Valores de control:

- Tensiones en el acero o, = €.F, /(1 + ny)
- Tensiones en el hormigén op, = €.pE, /(1 + ny)

& Ejercicio propuesto EP3.4 La seccion de hormigon que se representa en la figura se
postensa en dos fases:

- En la primera, se tensan los tendones 1 y 2 con una fuerza F', anclandose a continua-
cion.

- En la segunda, se tensan los tendones 3 y 4 con la misma fuerza F', anclandose a
continuacion.

.4 2.
0,4 m
ol e
0,4 m
Fig. EP3.}

Si se desea que la maxima tensién en el hormigén sea de 10 MPa y en los tendones de
postensar sea de 500 MPa.

Hallar:

a) Valor de la fuerza F



8 Esfuerzo axil

87

b) Area A, de cada uno de los tendones
¢) Tensién final en cada uno de los tendones 1, 2, 3 y 4
d) Tensién en el hormigén después de realizada la primera fase de postensado

E;, =35GPa
E, =210GPa

Valores de control:

- Valor de la fuerza F: 403,64 kN
- Area A, de cada uno de los tendones: 8,07 ¢m?
- Tensién final en cada uno de los tendones:

o) =471, 18 MPa ; ¥ =471,18 M Pa
o) =500MPa ; ol¥ =500MPa

- Tensién en el hormigén después de realizar la primera fase de pretensado: op =
5,07 M Pa

& Ejercicio propuesto EP3.5 Se da la pieza prismdtica de la figura, en la cual se efectia
un pretensado con unos cables de secciones w, y w,. La tension en el hormigon al final
del proceso de pretensado es uniforme y vale 10 M Pa. Sabiendo que en los cables de igual
seccion el esfuerzo de pretensado es el mismo, calcular las fuerzas de pretensado en cada

uno de los cables.
w, = 10em?
w, = 15em?
E,

=—=10
n o
.(D] (x)] ®
0,7 m
PYON 0,9
0,7 m
Fig. EP3.5

Valores de control:

- Fuerzas de pretensado en cada uno de los cables uno: 1315 kN
- Fuerza de pretensado en el cable dos: 1360 kN
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& Ejercicio propuesto EP3.6 Sobre un soporte vertical de hormigén armado actia una
fuerza centrada y vertical de 1000kN. El soporte de 2,5 metros de altura es de seccion
recta, cuadrada de 30 cm. de lado, y estd armado con ocho redondos verticales de ¢ 20
mm., segun se indica en la figura adjunta. De esta forma, la seccion neta de hormigon
es de 875 cm® y la del acero de 25 cm?.

ALIOOO kN

o« o o
2,5m o o 0,3 m
« o o
0,3m
A SECCION
u 0,3 m
Fig. EP3.6

Teniendo en cuenta que los médulos de elasticidad del hormigén y del acero son 25 GPa
y 210 GPa, respectivamente,

Hallar

a) Tensiones a que estd sometido el hormigén y el acero
b) Acortamiento del soporte por efecto de la fuerza aplicada

Valores de control:

- Tensiones a que estd sometido el hormigén: 9,2 M Pa
- Tensiones a que estd sometido el acero: 77,4 M Pa
- Acortamiento del soporte: 0,924 mm

& Ejercicio propuesto EP3.7 Una pieza recta estd constituida por una viga de hormigon
de seccion cuadrada de 20 cm de lado, pretensada por unos cables de seccion w = 0,5 cm?
cada uno.

Hallar

a) La tensién con que se debe tensar cada cable para que la pieza recta pueda soportar
una traccién de 80 kN, quedando entonces el hormigén a una compresiéon de 0,4 M Pa,
con el fin de evitar fisuras por donde el aire ambiente pueda atacar el acero.
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) we
20 cm
@ ®e
20 cm
Fig. EP3.7

b) Cuando actia esta fuerza, la tensién a que estd sometida el cable.

NOTA: Tomar la relacién E,/Ep =7
Valores de control:

- Fuerza a la que se debe tensar cada cable: 24,12 kN
- Cuando actia la fuerza de 80 kN la tensién a la que estd sometido cada cable vale
479,6 M Pa

& Ejercicio propuesto EP3.8 En la estructura de la figura, la pieza AB es de longitud
indefinida e infinitamente rigida. Sobre ella, actia una fuerza vertical de valor F =
200kN.

“ “
T Y

«

G

4m

l 3m l 4m
T T

e

Fig. EP3.8
Las piezas verticales estdn articuladas en sus dos extremos, y tienen una seccién de 5
cm?® y un médulo de elasticidad E = 2 x 10° M Pa.
Hallar

a) Para z = 3,5m esfuerzos en las barras verticales
b) Valor de x para que la barra CD no tenga esfuerzos. En este caso hallar los esfuerzos
en las otras barras
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c¢) Valor de x para que el esfuerzo en GH sea de 50 kN de compresién. Valor de los
esfuerzos en las otras dos barras

Valores de control:

- Parax:3,5m: NCDZGQ,QICN ) NEF:66,2]€N ) NGH:7].,6]€N
—SiNCDZOZ x:172m y NEFZGOICN y NGH:140]€N
- SiNgg =—-50kN: x=759m ; Ngp=172,7kN ; Ngp=77,3kN

& Ejercicio propuesto EP3.9 La pieza recta de la figura tiene 4 metros de longitud y
su seccion recta es un cuadrado de 30 cm. de lado. En dos de sus caras opuestas se
produce un incremento de temperatura de valor At = 20°C, de tal forma que produce una
distribucion de temperaturas en la seccion tal como muestra la figura.

At=20°
At=20°
| 4m |
T hg
At=20°
a=10"°C"
E,=35GPa
At=20°
Fig. EP3.9

Admitiendo que se cumple la hipétesis de Navier, y que a = 10~°°C~' y E}, = 35GPa ,
Hallar

a) Tensiones que se producen en la seccién
b) Incremento (o decremento) de longitud de la pieza

Valores de control:

- Maxima tensién de traccién: 3,5 M Pa
- Méaxima tensién de compresién: 3,5 M Pa
- Variacién de longitud de la pieza: 0,4 mm (alargamiento)
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4 Momento flector

4.1 Hipdtesis basicas

Los momentos flectores que actian en una pieza son en la gran mayoria de los casos
los responsables de las tensiones de mayor importancia que se producen en la misma.
Por ello, el estudio de las tensiones y movimientos producidos por el momento flector
tiene mucha importancia para el estudio resistente de dichas piezas.

A los solos efectos de definicién se denomina:

- Flexion pura: Se dice que una pieza esta sometida a flexién pura cuando en ella sélo
actia momento flector. La ley de flectores serd por tanto constante.

- Flexion simple: Una pieza estd sometida a flexién simple cuando en ella actia,
ademds de momento flector, esfuerzo cortante. Constituye el caso mas frecuente de
flexion.

- Flexion compuesta: Cuando ademas de momento flector actia esfuerzo axil.

Para determinar los efectos producidos por el momento flector, se estudiara la flexion
pura en piezas rectas, para seguidamente suponer que los resultados obtenidos son
validos para los otros tipos de flexién. En la gran mayoria de los casos dicha ex-
trapolacién es perfectamente aceptable y se procede en general asi para el cdlculo de
estructuras.’

El punto de partida fundamental para el estudio de la flexiéon lo constituye la
hipétesis de Navier, ya anunciada anteriormente. Para flexiéon pura puede visualizarse
dicha hipdtesis de la siguiente forma (Fig. 4.1): Supéngase una pieza sometida a flexién
pura. La deformacién serd de la forma que aparece en la figura. Si idealmente se corta
la pieza por el eje de simetria, las dos secciones A y A’ deben cumplir la doble condicién
de ser simétricas y superponibles. Por ello A y A’ deben permanecer planas. El mismo
razonamiento puede repetirse cortando por el plano de simetria de cada una de las dos
mitades, y asi sucesivamente. Este razonamiento confirma la validez de la hipdtesis de
Navier, al mismo tiempo que demuestra que, cuando el momento flector es constante,
la deformada es un circulo.

1Es preciso advertir, sin embargo, que cuando los radios de curvatura son pequefios, la presente
teoria necesita ser corregida.
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o , ot

w( — - —— )
|
M(% 1= ﬁ)M

Fig. 4.1 Deformacion de una pieza recta sometida a flexion pura

é\ﬁ‘eﬂ'\a
e

*3

€y &

Fig. 4.2 Momento flector actuando en el plano de simetria de una seccion

4.2. Piezas de plano medio

Para iniciar el estudio de la flexién, supéngase una seccion con un eje de simetria
(Fig. 4.2) en la que actia un momento flextor M, situado en dicho plano de simetria
(esto es, el eje del momento esté en el eje perpendicular) y dicho eje de simetria coincide
con el eje local x3.
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XB‘
%
77777777777 €(x3) ds

c C

do

Fig. 4.3 Deformacion de una dovela sometida a momento flector

Si se corta idealmente la pieza en un punto cualquiera por dos planos perpendiculares
a la directriz y separados una distancia ds, se tendra una dovela diferencial de la que
interesa estudiar su deformacién (Fig. 4.3). Por ello, obsérvese primeramente que no
todas las tensiones normales en el interior de la seccién pueden tener el mismo signo,

va que al ser nulo el esfuerzo axil, por equilibrio
/ o1 dA =0 (4.1)
A

De acuerdo con la hipdtesis de Navier, las deformaciones deben ser lineales dentro
de la seccién y ser funcién exclusivamente de x;, es decir

e, =¢6(z3) =axs+ (4.2)

Al ser lineales las deformaciones, también lo serén las tensiones, de acuerdo con la
ley de Hooke. Si las tensiones son lineales y no todas del mismo signo, debe existir una
recta que separe las compresiones de las tracciones. A tal recta se le denomina fibra
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neutra o también eje neutro. Obviamente por razones de simetria dicho eje debe ser
paralelo al eje local x,. De acuerdo con 4.2, la ley de tensiones serd

o, = 0,(x3) = Faxs + EfB (4.3)

Introduciendo 4.3 en 4.1

Ea/x¢A+Eﬁ/dA:o (4.4)
A A

y puesto que los ejes pasan por el centro de gravedad de la pieza, el primer término
de 4.4 es nulo, por lo que también debe serlo el segundo, es decir § = 0, o sea, que de
acuerdo con 4.2 y 4.3, la fibra neutra pasa por el centro de gravedad de la seccion.

Asimismo, en la figura 4.3 puede observarse la deformacion de una dovela, estando
representados los movimientos de una seccién respecto a la seccion anterior. Observando
que el movimiento de una fibra cualquiera C' vale €,(x3) ds, se tiene

e (xs) ds ds
dp = 1T 95 _ 45 4.5
@ .. P (4.5)

siendo p = G'B el radio de curvatura de la dovela. A partir de 4.5 se obtiene

dp = £1(s) ds (4.6a)
T3
1
1_ &) (4.6b)
p T3
Es decir, que el valor de « de la expresién 4.2 vale a = 1/p, es decir
T-
a@g:fr (4.7)

Asimismo y dado que la curvadura x, de cualquier curva es igual a la inversa del
radio de curvatura, x, = 1/p, a partir de 4.6 y 4.7 se puede escribir

g1 (xs)
T3

e1(xs) = X3 (4.8b)

X2 = (4.8a)
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Ademds, por equilibrio

M;, :/ 0,25 dA :/ Ee z,dA :/ ExxidA = Ex/ r2dA = Ex,I, = EL,x, (4.9a)
A A A A

y también

M
dp, = =22 ds 4.9b
P2 EL ( )
siendo I, el momento de inercia de la seccién respecto al eje x,. La expresién anterior
establece una relacion lineal entre el momento flector y la curvatura de la pieza pro-
ducida por dicho momento flector. Obviamente si M;, es constante, también lo serd
X2, por lo que en el caso de flexién pura la deformada de la pieza es un circulo, tal
como se vio al final del apartado anterior.
Sustituyendo 4.8a en 4.9a
e (x o I
1) _ FEI, =20, (4.10)

Ty Fxy x4

My, = El,x, = EI,

y despejando oy, se obtiene la férmula fundamental de la flexién?
I,

que proporciona la distribucién de tensiones en la seccion a partir del momento flector.
Las tensiones maximas vendran dadas por

o

(4.11)

o _ MfQ(xB)max _ Mf2 _ Mf2 (4‘12)
e I, Iz/<333>max W,
siendo Wy, = L,/(%5)max €l mddulo resistente de la seccién. La expresion 4.12 da

asimismo una idea de la idoneidad de distintas secciones para resistir el momento flector.
Dado que o,,., es una caracteristica del material, el médximo momento flector que
puede resistir una seccién viene dado por

(Mf2)max = W2 O max (413)

es decir, que es proporcional al médulo resistente. Obviamente, para una misma drea
de la seccién recta, diferentes formas de la seccién daran lugar a diferentes mdédulos
resistentes.

Al alcanzarse la méaxima tension en las fibras extremas, el material situado cerca
del eje neutro, tiene muy mal aprovechamiento, pues la fuerza que actiia sobre una
determinada dA de area es proporcional a x,, y el momento de esta fuerza proporcional
a 2.

?Recuérdese lo apuntado en el capitulo anterior acerca de la indiferencia, en lo sucesivo, de la
notacién o o o.
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La forma Optima serd, pues, aquella que distribuya la mayor cantidad de material
posible en las fibras extremas, y que den a la seccién la mayor altura posible. Los
perfiles normales dobles T de acero laminado estdn disenados de acuerdo con esta
doble condicién.

En definitiva, la mejor forma sera aquella que para un area determinada A de la
seccién, de mayor valor del médulo resistente.

El valor maximo del médulo resistente —para un area y canto dado— se alcanza para
una seccion, ideal simétrica, en la que la materia esta concentrada en la fibras extremas.

Este valor maximo es
5 A h\?
I B 9 9 _A-h

([B3)max 2

| >

siendo h el canto de la seccion.

En una seccién cualquiera se puede escribir I/(23)m. = R A-h/2. Al coeficiente
sin dimensiones R (siempre menor que 1) se le denomina el rendimiento geométrico de
la seccion.

Esta claro, por tanto, que para un area dada, el moédulo de resistencia crece propor-
cionalmente con el canto h y con el rendimiento geométrico R. Si A y h son dados, el
moédulo es proporcional a R.

Las formas constructivas que dan el rendimiento geométrico més alto serdan aquellas
que concentran la materia en las zonas alejadas del eje neutro, unidas entre ellas por
un alma delgada. Se llega asi a los pefiles dobles T, laminados (en serie) o compuestos.

Se dan a continuacion los rendimientos R para los tipos méas habituales de secciones.

- En las dobles T de acero laminado R ~ 2/3

- En los perfiles en U y carriles de ferrocarrill es R = 3/5

- El anillo circular delgado, que es la mejor forma a dar a un tubo, que debe resistir
momentos contenidos en cualquier plano diametral, tiene un rendimiento R algo
inferior a 1/2

- El rendimiento geométrico del rectangulo es bajo R =1/3

- Mas bajo es aun el del circulo R = 1/4 y pésimo el del rombo con R =1/6

Noétese, finalmente, que aumentar el area de la seccién recta no motiva necesaria-
mente la disminucién la tensién méaxima de flexion.

Fig. 4.4 Diferentes secciones rectas de una pieza
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Es interesante, finalmente, preguntarse si todas las expresiones anteriores son sélo
validas cuando el plano del momento contiene el eje de simetria de la seccién o si existen
también otros casos en que también pueden aplicarse. Para ello supongase que los ejes
T, ¥ T3 son ejes cualesquiera. Todas las formulas deducidas seran validas siempre que
el momento M; de todas las tensiones respecto al eje z3 sea nulo, ya que M;; =0

A

El motivo por el cual dichas férmulas serian validas viene dado por el hecho de que
cumplirian las condiciones de equilibrio y las condiciones cinematicas de compatibilidad
y que el problema elastico tiene solucién tinica. Por lo tanto, a partir de 4.14a

M M M
/ (i) dA — / f2$3 Ty dA — 2 /353132 dA — i[23 (4.14b)
A A 12 IQ IQ

La expresién anterior se anula si I,; = 0, es decir, si I, e I son ejes principales de
inercia. Se puede por tanto afirmar que las expresiones deducidas en este apartado son
validas siempre que el plano del momento flector contenga uno de los ejes principales
de inercia de la seccién.

& Problema resuelto P4.1 La seccion doble T de la figura P4.1.1 estd sometida a un
momento flector M, situado en un plano vertical y de valor M,, = 70 kN xm. El signo del
momento es tal que produce compresiones en la zona superior. Determinar la distribucion
tensiones.

Suponiendo conocido el mddulo de elasticidad, hallar: curvatura, diferencial de giro y radio
de curvatura de la seccion.

06cm] | |

0,5 cm 30 cm

06cm] | |

‘ 20 cm ‘

Fig. P4.1.1 Seccion doble T
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Solucion

El momento de inercia vale I, = 6 182,21 ¢m*. Las tensiones maximas valdran:

70 kNm x 15 cm
6182, 21 emt

o = 169,84 M Pa
La distribucién de tensiones puede verse representada en la figura P4.1.2.

,,,,,,,,,, 169,84 MPa

COMPRESIONES

TRACCIONES

l | 169,84 MPa

Fig. P4.1.2 Distribucion de tensiones

De acuerdo con 4.9a, la curvatura valdra

M, 70 ENm
X2 EL T Ex6182, 21 emt

y admitiendo E = 210 GPa = 210 x 10° kN/m?

70 kNm
_ —0,00539 m
X T 210x10°x 6182,21 x 105 m "
El radio de curvatura serd
R a
P= o, T 0,00539 O

y el diferencial de giro

do, = x» ds = 0,00539 ds

4.3 Flexion esviada

Se dice que una seccién estd sometida a flexién esviada si el plano del momento no
contiene ninguno de los dos ejes principales de inercia de la seccién. En este caso, las
férmulas deducidas en el apartado anterior no son validas, puesto que en general el
plano del momento y la fibra neutra no seran perpendiculares. Se van a plantear tres
caminos alternativos para resolver el problema.
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4.3.1 Flexién esviada trabajando con ejes principales de inercia

Considérese la seccién de la figura 4.5 en la que los ejes GZ,, GZ3 son ejes principales
de inercia. En este caso, el momento flector My se puede descomponer en sus dos

componentes M, y M, siendo
M, = M, cosa (4.15a)
]\/ng, = M; sina (4.15b)

Obviamente, a cada una de estas componentes se les pueden aplicar las expresiones
deducidas en el apartado anterior, es decir

M;, = EL X, (4.16a)
M;, = EL, X, (4.16b)
y también
M
dg, = —2 ds 4.17a
P2 El ( )
M
dp, = =2 ds 4.17b
P3 o0 ( )

Fig. 4.5 Seccion sometida a flexidn esviada. Los ejes GT,, GT; son principales
de inercia
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El giro total valdra

B PO L M, ’ M, 27Mf cos’a  sin® «
dp \/(d<P2) + (d@s) ds\l (EIAQ + Bl T ds fg + f32
(4.18)
En la figura 4.6 puede verse dibujado el giro dp y sus componentes dp,, dps. Como
puede observarse, la direccién de los vectores dy y M; no es coincidente, sino que
forman un dngulo 8. Debido al hecho de que el vector dy estd situado sobre la fibra
neutra, es evidente, por tanto, que dicha fibra neutra no es en general perpendicular al
plano del momento.

Fig. 4.6 Momento flector y giro en una seccion sometida a flexion esviada

El dngulo 6 que forma el vector dy con el eje T, vendra dado por

dp, sina/I, I
tanf = (fs = % = Ztana (4.19)
do,  cosa/l, I

Obviamente también el dngulo 0 es el que forma la fibra neutra con el eje T,, dado
que la seccién gira alrededor de la fibra neutra, por lo que la expresiéon de la misma
sera

N N I, sina
Ty = Totanl = =

= aj2
I, cos o

es decir

Tyl cosa — Tylysina = 0 (4.20)
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La curvatura total valdra

dp My [cos’a  sin’a
= — = — — + — 4.21
X=—"=—7 \/ 7 3 (4.21)
y el radio de curvatura

= (4.22)

Por lo que respecta a las tensiones o

M7 M7 cos « sin o
~ o~ 23 32 ~ ~
0=0(Ts,73) = —— — —=— =M,

I I

2 3

(4.23)

Légicamente, la fibra neutra puede también obtenerse anulando o en la expresion
anterior, es decir

cosQa sino
- B =0
1, 1
y también
EEBIAg, cosq — @I; sina =0 (4.24)

expresion que coincide con la deducida anteriormente

4.3.2 Flexién esviada trabajando con ejes cualesquiera

Supoéngase una seccion sometida a un momento flector M; de direccién cualquiera
y en la que los ejes Gz, y Gxs no son en general principales de inercia (Fig. 4.7).

De acuerdo con la hipétesis de Navier, la distribucién de deformaciones vendra dada
por la expresiéon

£1(2y, T3) = axy + Py (4.25)

siendo « y [ parametros a determinar. Se puede, sin embargo, escribir la expresién
anterior de otra forma, al mismo tiempo que se proporciona una interpretacion fisica
a ay (. Para ello, obsérvese que el eje de giro de la seccién y la fibra neutra nn’
coinciden (Fig. 4.7). El movimiento dv, de un punto cualquiera P de coordenadas
(x4, x3) respecto a la seccién anterior tendrd la direccién perpendicular a la seccién y
valdrd § dyp, es decir, r dpsin-y, o sea

dv, =dp Xr (4.26)
y dado que dv, = &,(x,,z5) ds e, , la expresién anterior se puede escribir

€, ds = x5 dp, — 5 dps (4.27)
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P(x,,x3) Q/

X

Fig. 4.7 Momento flector y giro en una seccion sometida a flexion esviada

deci
€S decir B % dg03

ST e T s

siendo dy, y dp; los diferenciales de giro de la seccién respecto a los ejes x, y 3.
También se puede escribir

(4.28)

El — .%'3)(2 - :E2X3 (4.29)

o=0(xy,23) =6, E=x3Ex, — 2, E s (4.30)

Es preciso seguidamente imponer las condiciones de equilibrio

M;, = / o(xy,x3) T3 dA (4.31)

A
—M;y = / o(xy,x3) T3 dA (4.32)

A

O sea
Mf2 :/($3EX2 - ‘/EZEXS) T3 dA — EXQ/ :Ei dA - EX3/ Tolsg dA —
A A A

—ExoI, — Exslys (4.33)

Mys = — / ory dA = /(—xgEx2 +22EX3) @ dA=—E X, Ins + E X3 Iy (4.34)
A A
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A partir de 4.33 y 4.34 se obtiene

dp, o My 15 + Myl

Ey, = E = 4.35
X ds LI, — I, (4.35)
dSos Mf2]23 + MfSIZ
Ev., = E—2 = 4.36
Xs ds LI, — I, (4.36)
Con lo que a partir de 4.30 la distribucién de tensiones sera
. MfQIS + Mf3I23 Mf2I23 + MfBIQ o
g = .1:3 - IE2 —
I,I; — 12, I,I, — 12, (4.37)
1 .

=77 _ 712 [MfQ(x3I3 - xQIQS) + Mf3(x3-[23 — 372_[2)}
LI; — I2

expresion que proporciona la distribucién de la tensiéon normal en ejes cualesquiera. Lo-
gicamente 4.37 coincide con 4.23 cuando I3 = 0. Si My = M;cosa 'y My = M;sina

M;

= m (fL‘SI3 - $2123) COS v + (563]23 - $2IQ) SinOé (4.38)

g

La fibra neutra se obtendra igualando a cero 4.37 6 4.38, es decir

xg (Iscosa + Ipgsina) = x, (I sin o + I3 cos @) (4.39)

que a su vez coincide con 4.24 cuando I,; = 0.

4.3.3 Flexion esviada directa

La flexion esviada puede también estudiarse directamente tomando como referencia
la fibra neutra. Supdngase para ello (Fig. 4.8a) que un momento flector M; actia en
el plano mm’. Como consecuencia de ello se produce un diferencial de giro dy, cuyo
vector coincide con la direccién de la fibra neutra nn’ (Fig. 4.8b).

La distribucion de deformaciones en la seccion vendra dada por

g1 ds =y dy (4.40)
es decir
= dﬁ = (4.41)
& = ds y=XxXvy .

y las tensiones
c=Fxy (4.42)
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Fig. 4.8 Seccion sometida a un momento flector M,

Tomando momentos de las fuerzas internas (tensiones) y de las externas (momento
flector) respecto de nn/, se obtiene

M; cosf = / oy dA = Ex/ y* dA = ExI,,, (4.43)
A A

siendo I,/ el momento de inercia de la seccién respecto al eje nn'. Despejando y

dy M, M,

=T = = 4.44
X~ s El,, /cos® EI ., ( )
siendo I,/ = I,./cosb.
Las tensiones valdran
M.
o= Eyy = f—fy (4.45)

nn

La expresién anterior permite determinar la distribucién de tensiones siempre que se
conozca la posicién de la fibra neutra. Para determinarla, se toman momentos respecto
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al eje mm/
M M
O:/Usz:/~fysz:~f/ysz (4.46)
A al, . 1.,/ Ja
es decir,
L = / yz dA =0 (4.47)
A

De la figura 4.8b se deduce

y=xcosf+ zsinh (4.48)
y sustituyendo en 4.47

Inm:/yz dAz/z(xcos@—i—zsinG) dA:cosé?/a:z dA—i—sinH/z2 dA =
A A A A
=1,,cos0+ 1, ,sinf =0

es decir

Itm

/
mm

tanf = —

(4.49a)

La expresion anterior proporciona la direccién de la fibra neutra.

La fibra neutra puede también obtenerse graficamente a partir del circulo de Mohr
representado en la figura 4.9: Para construir el circulo de Mohr se lleva sobre el eje x5 el
momento de inercia [, (segmento GB) y a continuacion I; (segmento BA). A partir del
punto By segin una recta paralela al eje x,, se lleva el producto de inercia I,; (segmento
BC), hacia la derecha si es positivo y hacia la izquierda si es negativo. Con centro en
el punto medio de AG y radio AG/2 se traza el circulo de Mohr. Seguidamente, para
obtener la fibra neutra se traza el plano del momento mm/, y desde E se traza a su vez
la linea EC que corta al circulo de Mohr en D. La recta GD = nn’ es la fibra neutra de
la seccion respecto a un momento flector contenido en el plano mm/. Adicionalmente
se obtiene que el segmento C'D es igual a [,,,//cosf =1,,.

Sucede en ocasiones, sin embargo, que se conoce la posicion de la fibra neutra y desea
conocerse cuanto vale el angulo 6 que forma el eje del momento con la fibra neutra.
Para ello, si r — 1’ es un eje normal a la fibra neutra (Fig. 4.8), tomando momentos
respecto a r — 1’

M;sinf = —/aw dA = —/Exyw dA = —FExI,,
A A
Dividiendo la expresién anterior por la expresion 4.43 se tendra

I7L T

nn/

tanf = —

(4.49b)

que es el resultado buscado.
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X3

Fig. 4.9 Determinacion grdfica de la fibra neutra en una seccion

& Problema resuelto P4.2 En la seccién que se representa en la figura P4.2.1, actia un

momento flector M, cuyo eje forma 30° con la horizontal hallar en ejes principales:
- Valor de M; de forma que la tension en A valga 20 M Pa.
- Posicion de la fibra neutra

- Distribucion de tensiones en la seccion, especificando los valores de dicha tension en los
puntos B y C.

- Valores de las curvaturas X, y Xs-

Solucion

En primer lugar, se determinaran los ejes principales y los momentos de inercia respecto
a dichos ejes.

El angulo que forman los ejes principales con los ejes coordenados se obtiene a partir de:

2, 2 x 1292308
tan 20 — - — 10842
an I,—1, 4554103 — 2170256 ’
con lo cual
920 — — 47,314°
20 — — 47,314° + 180 = 132, 686°
= — 23,657°

0 =66, 343°
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1,=2.170.256 cm’
1,=4.554.103 cm’

A B Iy;=-1.292.308 cm’
X E =30000 MPa
3
40 cm
M¢
//
- 30°
G X,
40 cm
29,23 cm
D C
30 cm ‘ 70 cm
1
41,92 cm
Fig. P/.2.1 Seccion sometida o flexion esviada
A B
TR
40 cm 3
40 cm
D C
30 cm 70 cm
> *

Fig. P4.2.2 Ejes principales de la seccion

Los momentos principales de inercia valdran:

fz =1I,sin” 0 + I, cos® 0 — I,,sin20 = 1604129 cm* = 1,604 x 10~*m*

f3 =1I,co8’ 0+ I,sin* 0 + I,,sin 20 = 5120230 em* = 5,12 x 10~ *m*

En la figura P4.2.2 se dibujan los ejes principales de inercia de la seccion.
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Las coordenadas de los puntos A, B y C respecto a los ejes principales se obtendrin a
partir de la transformacién de coordenadas

Zy| | cosf sind | |z,
Zs| | —sinf® cosf| |z,

Z,] [0,916 —0,4013] [,
75| 10,4013 0,916 | |,

por lo que (utilizando los centimetros como unidades)

es decir:

Punto A: (-58,77 ; 29,68)
Punto B: (-31,29 ; 41,72)
Punto C: (65,39 ; -3,27)

El vector M, que actia tendrd unas componentes respecto a los ejes principales T,, T,
M, =M, cos(30 + 23,657) = 0,5926 M,
]\//If3 =M, sin(30 + 23,657) = 0,8055 M,

De acuerdo con 4.23 las tensiones valen:

0= —X=— T3 — —=— I
I I
por lo que las tensiones en el punto A valdran
0,5926 0., 8055
= T 600 x 102968~ 545510 M, =20,2113 M
74 ]., 604 x 10-2 0’ 968 57 12 % 1072( 0’ 5877) f 07 3 f

y puesto que o, = 20 M Pa = 20000 kPa

20000
77720,2113

kNm = 989,55 kNm
con lo que las componentes del momento segin cada uno de los ejes vale

M\ﬁ =0,5926 M, = 0,5926 x 989,55 = 586,41 kNm

M\f3 = 0,8055 M, = 0,8055 x 989,55 = 797,08 kNm
La expresién 4.24 proporciona la ecuacién de la fibra neutra
Z, I, cos53,657 — 2, I, sin53,657 =0

O sea

3,0342 7, — 1,2920 7, = 0
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A B 20,124 MPa
X3
40 cm
/(1\/1f
ol ___l,,/{gbO X,
G I
40 cm /]
ﬂiD o [ |
30 cm 70 cm
* *

Fig. P4.2.3 Fibra neutra y distribucion de tenstones

El angulo que forma la fibra neutra con la horizontal vale

1,2920
3,0342

v = arctan — 23,657 = —0,587°
En la figura P4.2.3 puede verse dibujada la posicién de la fibra neutra y la distribucion
de tensiones en la seccién

0, 5926 0.8055
= 10,4172 — — 21— (—0,312 -
” [1,604 10 M2 T 10 (=0,3 94 989, 55
=20123,67 kN/m* = 20,124 M Pa

0,8055

0,5926
f— ? —_ 2 -
e [ (=0,0827) = 5 % 102

1.604 x 10-2 0,6539]989,55::

=—11375,41 kN/m® = —11,375 MPa (compresién)

Por lo que respecta a las curvaturas, se obtendran a partir de las expresiones 4.16

—

M, 586,41 kNm B
X2 =BT T 30000 MPa x 1,604 x 10-2m+
586,41 kNm

=1,219 x 107 m~*

T30 x 10° kPa x 1,604 x 10-2m?

M, 797,08 kNm B
Xe =BT T 30000 MPa x 5,12 x 10-2m*
797,08 kNm

=0,519 x 10~ m~*

T30 x 10° kPa x 5,12 x 10-2m*
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La curvatura total valdra
X =V (X2)?+ (Xs)2 = 1,3249 x 10° m™*

& Problema resuelto P4.3 Responder a las mismas cuestiones planteadas en el problema
resuelto P4.2, pero utilizando los ejes horizontal y vertical Gz, y Gx,.

Solucion

Las coordenadas del punto A respecto a los anteriores ejes son: (-41,92 ; 50,77).
Las tensiones normales en dicho punto se obtendran a partir de la expresion 4.38

M
0=—-"—|cosa(z,I, — x,15) + sina(z, L — z,1,)
I,I, — I2,

Llamando
D=LI,-12,=2,17 x 4,554 x 107* — (1,292)®> x 10~* = 8,2129 x 10~ * m?®

Sustituyendo

M;

= 89129 x 10-* cos30(0,5077 x 4,554 x 1072 — 0,4192 x 1,292 x 10~*)+

04
+ 8in30(—0,5077 x 1,292 x 107* 4+ 0,4192 x 2,17 x 107?)| = 20,21 M,
Valor igual al obtenido anteriormente.

Si o, =20 MPa= 20000 kPa, sustituyendo

20000

La expresién de la fibra neutra se obtiene sustituyendo en 4.39

x3(I5 cosa + L sina) = x, (I, sin o + I,5 cos o)

Sustituyendo

x5(4,554 cos 30 — 1,292sin30) = ,(2, 17sin 30 — 1,292 cos 30)

es decir

3,2979 z; = —0,0339 z,

Como puede comprobarse, la fibra neutra es la misma que la obtenida en el problema
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resuelto P4.2. Es decir, el angulo que forma la fibra neutra con la horizontal es

0,0339
3,2979

~ = arctan (— ) = —0,587°

Las coordenadas de los puntos B y C son

Punto B: (-11,92 ; 50,77)
Punto C: (58,58 ; -29,23)

Sustituyendo en 4.38

989,55
08,2129 x 104

Op

[cos 30(0,5077 x 4,554 x 1072 — 0,1192 x 1,292 x 10~*)+

+sin30(—0,5077 x 1,292 x 1072 40,1192 x 2,17 X 102)}

=20124 kN/m* = 20,124 M Pa

989,55
08,2129 x 10+

Oc

|:COS 30(—0,2923 x 4,554 x 107% + 0, 5858 x 1,292 x 10~2)+

+sin 30(0,2923 x 1,292 x 107 — 0,5858 x 2,17 x 102)]
=11375 kN/m?> = —11,375 M Pa (compresién)

La distribucion de tensiones se dibuja en la figura P4.2.3.
Las curvaturas respecto a los ejes =, y x; valdran a partir de 4.35

1 I,cosa+ I,;sin o

= M =
T BT LL oI y
1 4,554 cos 30 — 1,292 sin 30
_ ) ’ 10% x 989,55 =
30 x 10° kN/m? 8,2129 x
— 11,3245 x 10°° m "
1 Icosa+ Isina B
=BT LL I r=
1 —1,292cos 30 + 2,17 sin 30
- ! ! 10% x 989, 55 =
30 x 10° kN /m? 8,2129 I8,

=1,3617x 107° m™*

La curvatura total

X=vX2+x2=1,32457T x 107> m™!

valor sensiblemente igual al obtenido en ejes principales.
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~ A B
\
\3 X3 . /
40 cm ] M;
120 °
ay 0 )

G\30° ~— -+ .=
40 cm : Fibra

V ’ neutra
\é ;
\ C

30 cm ‘ 70 cm
¢

Fig. P4.4.1 Estudio directo de la flexion esviada

& Problema resuelto P4.4 Responder a las mismas cuestiones planteadas en el problema
resuelto P4.2 a partir del estudio directo de la flexion esviada.

Solucion

De acuerdo con 4.49a el angulo que forma la fibra neutra con el vector momento vale

I
t 9 — tm
an Imm,
siendo
in(2 x 30 n 60
L = (=1, + 1) SRCX30) |y os(2 x 30) = (—4554103 + 2170 256) 5260

2
— 1292308 cos 60 = —1678390 cm* = —1,678 x 10~*m*

L. =1I,cos*30+ I,sin* 30 + I,,sin 60 =
=4554103 cos® 30 + 2170256 sin” 30 — 1292 308 sin 60 =
=2838970 cm* = 2,839 x 10 *m*

por lo que

1,678 x 10-2
_ 20X 5911
tand = 5 o x10= Y

es decir: 6 = 30, 587.

Noétese que de acuerdo con las figuras 4.8a y 4.8b, el sentido del angulo 6 es el que va
desde la fibra neutra al eje del momento.
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El momento de inercia respecto a la fibra neutra mm’ valdrd

I, = I,sin*(30 — 30,587) + I, cos®(30 — 30, 587) — L, sin[2 x (30 — 30,587)] =
= 4554103 sin*(—0, 587) + 2 170 256 cos®(—0, 587) + 1292 308 sin(—1,174) =

= 2144089 cm* = 2,144 x 10 *m*

y ademas

I, =1,,/cos(30,587) = 2,491 x 10 *m*

La distancia de los puntos A, B y C a la fibra neutra vale:

ya = 50,34 cm
ys = 950,65 cm

Yo = —28,63 cm
por lo que, de acuerdo con 4.45

M, M, 0,5034
AT T AT ol 102

nn

de donde:

~ 20000 EN/m? x 2,491 x 10~*m*

M
! 0,5034 m

= 989,55 kNm

Las tensiones en los puntos B y C valdran

989,55 x 0,5065

— -
Op = 9,491 x 102 =20124 kN/m? = 20,124 M Pa

o _ 989,55 x (-0, 2863)
°7 2,491 x 102

= —11375 kN/m* = —11,375 M Pa

de acuerdo con 4.43 la curvatura total valdra

M; 989,55 kNm
EI., 30 x10°%kN/m? x 2,491 x 10-*m*

X = =1,33 x107*m™"

valor igual al obtenido por otros métodos.
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4.4 Secciones compuestas por diversos materiales

En el caso de una secciéon compuesta por diversos materiales y sometida a un mo-
mento flector, la distribucion de tensiones y deformaciones sigue las mismas pautas
vistas hasta ahora. Supdngase seguidamente una seccién cualquiera (Fig. 4.10) en la
que cada punto tiene un médulo de Elasticidad E(z,,z3). Sea M; un momento flector
situado en el plano mm’ y cuyo vector forma un dngulo « con el eje z,. El punto G,
a diferencia de antes, no sera el centro de gravedad de la seccién, sino que habra que
determinar sus propiedades.

X3‘

(

Fig. 4.10 Seccion compuesta por diversos materiales sometida a un momento
flector esviado

El punto de partida lo constituyen las expresiones 4.26 a 4.32 que siguen siendo
validas. Habréd que anadir la ecuacién de equilibrio de fuerzas

N:/adA:/E(:U3X2—x2X3) dA:XQ/E:U3 clA—Xg/Eac2 dA=0 (4.50)
A A A A

Esta igualdad se cumple para cualquier valor de y, y xs si
A

es decir, si el punto G es el centro de gravedad mecdnico de la seccién (ver Capitulo 3).
Si, anadlogamente al capitulo anterior, se fija un médulo de elasticidad de referencia F,
se tendréd de acuerdo con 3.23

E(zy,25) = nE (4.52)



4 Momento flector 115

por lo que

M, = M;cosa = / ox; dA = /(x3EX2 —z,Ex3)xs dA =
A A

= Xz/ Ex3 dA — Xg/ Ezr,x, dA = EXz/ nxi dA — EXs/ NTx; dA =
A A A A

= Ex.I; — Exsl;,
(4.53)
y también
My = M;sina = — / 0x,dA = —Ex, I}, + ExsI) (4.54)
A
En las expresiones anteriores los momentos de inercia mecdnicos de la seccién vienen
dados por

I;:/nacidA (4.55a)

A

= / nadA (4.55b)
A

I, :/nxgmgdA (4.55¢)
A

A partir de 4.53 y 4.54 se obtiene
mdoy  MpI7 + My 1,

Ev, = E = 4.56

X2 = B I — 12 (4.56a)
_ dpy  Mply+ Myl
Ex,;=F = 4.56b
Xa = s LI - I3 (4.565)
A partir de 4.30 la distribucién de tensiones sera
o=eF =x,Enyx, — x.Eny,; =
n 4.57
=57 Mo (sl — x,015,) + Mys(as Ly, — xo15) ( )
243 7 ta3
viniendo dada la fibra neutra por una expresion similar a 4.39, es decir

x5(I; cosa + Iy sina) = x,(I; sina + I, cos @) (4.58)

Légicamente, es también posible estudiar en este caso la flexién esviada de forma
directa, tal como se hizo en el apartado 4.3.3. Facilmente puede comprobarse que las
mismas expresiones alld deducidas son vélidas para secciones de diversos materiales sin
mas que sustituir los momentos de inercia por los momentos de inercia mecénicos y
tener presente que las tensiones vienen dadas por

Mz,
oc=n—= (4.59)
I,
nn

Asimismo la construccion de la figura 4.9 conserva toda su validez.
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& Problema resuelto P4.5 La seccion mixta de hormigén y acero de la figura P4.5.1
estd compuesta por una cabeza de hormigon de 30 x 8 cm? de drea, siendo el resto acero.
En dicha seccion actia un momento flector situado en un plano vertical de valor M; =
40 kNm y de tal forma que comprima la fibra superior. Determinar la distribucion de
tensiones sabiendo que la relacion entre modulos de elasticidad del acero y del hormigon

vale 7.
. 30 cm N
8 cm
20 cm
[]1 cm
[ ) lcm
10 cm 10 cm
Fig. P4.5.1 Seccion correspondiente al problema resuelto P4.5
Solucion

En la figura P4.5.2 pueden verse representados los ejes principales de inercia y el centro
de gravedad mecanico. Ademads, I} = 61564 cm®.

X3

14,37 cm 4,14 MPa
III 28,97 MPa

14,63 cm

66,54 MPa

Fig. P4.5.2 Centro de gravedad mecdnico y distribucion de tensiones

Las tensiones méaximas en el hormigén valdran

40 kNm x 0,1437 m
61564 x 10-*m*

= —9336,63 kN/m* = —9,34 M Pa

(Jh)xxxax = -
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y las maximas tensiones en el acero
40 kNm x 0,1463 m
61564 x 10-8m*

= 66538,89 kN/m? = 66,54 M Pa

(00 max =

4.5 Tensiones y movimientos producidos en una seccion debidos a deforma-
ciones impuestas

Se han analizado hasta ahora las tensiones, deformaciones y movimientos que se
producen en una seccién cualquiera como consecuencia de la existencia de un mo-
mento flector en la misma. Sin embargo, en una seccién pueden producirse tensiones y
movimientos sin que actie esfuerzo externo alguno, sino algunas deformaciones que se
imponen a la seccién. Las mas importantes vienen motivadas por los cambios térmicos
y por la retraccién y fluencia.

Para analizarlos, se considera una seccién cualquiera de una pieza isostatica®. Si las
deformaciones que se imponen a la seccién son compatibles con la cinemaética propia de
la seccién, entonces se produciran movimientos, pero no tensiones, mientras que si, por
el contrario, las deformaciones impuestas no son compatibles con la propia cinemética
de la seccidén, se producirdn movimientos y tensiones. Dicho en otras palabras: se ha
adoptado como una de las hipdtesis fundamentales de la Resistencia de Materiales la
hipétesis de Navier, por lo tanto cualquier deformacion impuesta que sea compatible
con ella (es decir, que mantenga la seccién plana) no producird tensiones, mientras que
si dicha deformacién impuesta no mantiene plana la seccién, sera preciso introducir
unas tensiones que la obliguen a permanecer plana.

Para aclarar lo expuesto, se desarrollan seguidamente varios ejemplos.

& Problema resuelto P4.6 Se considera una seccion rectangular perteneciente a una pieza
recta. El canto es h y el ancho b (Fig. P4.6.1). La seccion se somete a un incremento
térmico no constante en la seccion y cuya ley de variacion es la siguiente:

- En AB el incremento térmico es t,.

- En CD se produce un decremento térmico de valor t,.

- En cualquier otro punto de la seccion, el incremento térmico varia linealmente entre los
valores anteriores.

Determinar los movimientos y las tensiones producidas en la seccion.

Solucion

La ley de variacién térmica puede verse representada en la figura P4.6.1. Su expresion
analitica serd

t=—ua, (a)

3Las tensiones y movimientos producidos en piezas hiperstéticas por deformaciones impuestas serdn
estudiadas en capitulos posteriores.
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X3‘
A B t,
h ——————
G X,
C D
b

X3 ‘
821 ds
d(Pm
G X,
-Sgt ds

Fig. P4.6.2 Deformaciones y movimientos producidos por una variacion

Los movimientos quetfﬁ@ﬂ%llﬁeéﬁ flenbieids Mes@iddMados por (ver Fig. P4.6.2)

2ert d 2at, d
Ey/t(x?») ds = Uh Sx?, = a}OL Sx?,

Por lo que el diferencial de giro valdra

e™(x;) ds 2ait,

dp™ = — s =-= ds (¢)
y la curvatura
de™  2at,
nt __ — d
X I ” (d)

siendo « el coeficiente de dilatacién lineal.
Como puede observarse, la distribucién de deformaciones debidas a la variacién térmica
es compatible con la hipétesis de Navier, por lo cual no se produciran tensiones.
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& Problema resuelto P4.7 Considérese una seccion rectangular compuesta por dos mate-
riales (Fig. P4.7.1), cada uno de ellos con sus propias caracteristicas eldsticas y térmicas.
Se somete la seccion a un incremento de temperatura constante t. Determinar la dis-
tribucion de deformaciones y tensiones en la seccion. Se tomard E, = F y E, = 2F, =

2F.
0,3m @ Material 1: E., o
0,5m @ Material 2: E2> o,
| Lm |
T T
Fig. P4.7.1 Seccion compuesta de dos materiales sometida a una varia-
cion térmica constante t
Solucion

Sin pérdida de generalidad, se supondra que o, > «,. Si cada fibra de la secciéon pudiera
deformarse libremente, se producirian los movimientos dados por la linea ABCDGH de
la figura P4.7.2.

Como puede observarse en dicha figura, los movimientos producidos no son compatibles,
por lo que se producirdn tensiones. Puesto que la seccién debe permanecer plana, sea 7w’
el plano de la seccion deformada. Las deformaciones que se producirdn como consecuencia
de ello son las senaladas con flechitas en la figura P4.7.2. Asimismo, las tensiones serdn
iguales a estas deformaciones multiplicadas por su correspondiente médulo de Elasticidad.
Para que el plano 77’ esté completamente determinado, es preciso conocer su valor en un
punto y su inclinacién 6 respecto a un plano vertical. Se pueden tomar por tanto como
incognitas el valor de la deformaciéon BL y el angulo 0. Para determinarlas se imponen
las sabidas condiciones de equilibrio.

Sea: BL =y,

Por tanto:
RC =y,
DR = (a; —au)t — ys
SG =y,

Se plantean seguidamente las ecuaciones de equilibrio. Primeramente el equilibrio de

fuerzas
N:/odA:/eEdA:O
A A
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0,5m HG=(x2t
777777 % DC = AB - HG = (0t,-a,) t
H G

Fig. P/.7.2 Deformaciones producidas en una seccion rectangular de dos
materiales por una variacion térmica constante t

es decir
1><BL+RC><O,3><E1+1><DR%_SGXO’5XE2:O (2)
y sustituyendo
¥x073x2+(a1_%);_y2_y3><075:0 2
0,3y: — 0,55y, — 0,25 15 + 0,25 (o, — ) t =0 (e)

lo cual constituye la primera ecuacion.
La segunda ecuacién vendra dada por el equilibrio de momentos. Tomando momentos
respecto al punto G.

BL — RC 0,32 x BL — RC
S T [0’5+3BLRC]
(d)
DR - SG 0,52x DR—SG]
LI hm_sa] -0

y sustituyendo y reordenando términos

— 9y —
S y2x0,3x2<0,5+0710y1yz>+
2 Y — Y2

0,25

+ [2x(a1—a2)t—2y2—y3]:0
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O sea

0,21 3, — 0,2633 y, — 0,0417 y, + 0,0833 (s — ;) t =0 (f)

que constituye la segunda ecuacion.
La tercera ecuacién se obtendra de imponer que las pendientes sean iguales, es decir

BL+RC DR+ SG
0,3 0,5

(9)

O Ssea
Y1+ Yo N (al_az)t_y2+y3

0,3 0,5

es decir
055 y1+078 y2_073 yS :073 (al _042) t
Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene

y, = 0,1638 (o, — ) ¢
y» = 0,3952 (a; — ) t

ys = 0,3271 (o, — ) ¢

Conocidos los valores de las deformaciones, las tensiones se obtienen multiplicindolas
por sus correspondientes mddulos de Elasticidad. Por lo tanto, si se denomina k =
E(ay — a,)t, en la figura P4.7.3 viene representada la distribucién de tensiones.

— —— 7 0,3276 k
0,3m /4

S 0,7904 k 0,6048 k

— - 0,3271 kg

Fig. P4.7.3 Distribucion de tensiones
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4.6 Energia de deformacion

De acuerdo con lo estudiado en apartados anteriores, la existencia de un momento
flector actuando en una secciéon de una pieza provoca una distribucién de tensiones
normales a dicha seccién. Al mismo tiempo, provoca unas deformaciones contenidas
en un plano, lo que da lugar a que una seccién de una dovela gire una cantidad dyp
con respecto a la anterior. Ello provoca una curvatura en la fibra neutra de valor
X = dp/ds.

En este apartado, se tratara de obtener el valor de la energia de deformacién de una
pieza, en funcién del valor (o valores) del momento flector y de la curvatura (denomi-
nada también deformacién generalizada). Para ello, ndtese que la tinica componente
no nula del tensor de tensiones es 0; = o, siendo el resto iguales a cero.

A partir de la expresién 1.49, la energia de deformacién por unidad de volumen se
escribe

o]
W=3 Z OE (4.60)
17.7
y eliminando los productos nulos, la energia de deformacién por unidad de volumen

debida al momento flector se escribe

A

En los subapartados que siguen, se integra la expresiéon anterior en la seccion de la
pieza para obtener la energia de deformacién en funcién de las variables generalizadas.

4.6.1 Energia de deformacion en piezas de plano medio

Teniendo en cuenta que, si el momento esta situado en el eje Ox,, las tensiones valen

Mf2373
o=——
I,
y las deformaciones son
€ = Xa2T3
sustituyendo en 4.61 se obtiene
AN | x?
e integrando en la seccién
4 1 x? 1 [,x2dA 1
W]wz 2/Mf2X2_[jdA = §Mf2x2% = §Mf2X2 (463(1)
A
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expresién que también puede escribirse

A 1 M?
Wu= iEz (4.63b)
o bien
N 1
W= §E12Xg (4.63c¢)

La energia de deformacion para toda la pieza se obtiene integrando en toda la lon-
gitud cualquiera de las expresiones 4.63, es decir

M2
2ds = /EI2X§ ds (4.64)
L

1 1
W :i/Mf2X2 dszi/Mfz dep, —5 Bl
L L

Las expresiones anteriores de la energia de deformacion pueden asimismo obtenerse
a partir del producto escalar del vector momento por el vector giro multiplicado por
1/2.

4.6.2 Energia de deformacion en ejes principales

De acuerdo con lo analizado en el apartado 4.3.1, si se tiene un momento flector M;

de componentes Mf2 = M;cosay ]\Jfd = Mf sin v segun los ejes (principales) locales
GZT, y G4, se produce un giro dp en la seccién de valor

JU My My,
do = dp,6, + dG,6, = | —26, + —=6, | ds (4.65)

por lo que la energia de deformacién vendra dada por
1 d
W, = & / (Mo, My { d*f?] (4.66)
J P3

por lo cual, la energia de deformacion debida al momento flector puede expresarse por
las formas alternativas

1 f—~ 1 [~ 1 [~ 1 -~ _
M :§/Mf2d802 + §/Mf3d903 ) /Mf2X2 ds + B} /Msts ds =
L L L L

~ 1 ~
/ “ ds = / ELX? ds+ / EILYX? ds (4.67)
EIZ L 2 L
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4.6.3 Energia de deformacion con ejes cualesquiera

A partir de los resultados obtenidos en el apartado anterior, la energia de defor-
macién puede escribirse

War :;/Mﬂd% + ;/Mﬁ,dgog, = ;/Mﬁ)@ ds + ;/MﬁXS ds =
L L L
1 [ M5+ M7, + 2M Mg Do

2 L/ E(LI, — 1)

L
1
ds = i/E()éIQ — 2XaXslos + X3 15) ds
L

(4.68)
A la misma conclusién anterior puede llegarse a partir de la integraciéon de 4.61 en
todo el volumen, teniendo presente la expresién 4.37.

4.7 Flexiéon compuesta

Cuando sobre una seccién recta de una pieza cualquiera actia simultdneamente
un momento flector y un esfuerzo axil, se dice que la seccién estd sometida a flexién
compuesta. Como ambas solicitaciones M; y N sélo producen tensiones normales, en
virtud del principio de superposicion, en el caso de flexién compuesta se produciran
unicamente tensiones de este tipo.

La flexién compuesta es equivalente asimismo a la actuacién de un esfuerzo axil N
en un punto P de la seccién (denominado centro de presiones) distinto del centro de
gravedad G (Fig. 4.11), y es de tal forma que las excentricidades valgan

My,

&=y (4.69a)
Mf2
= 4.
€ = — (4.690)
de tal forma que se cumpla la igualdad vectorial
M, =GP x N (4.70)

4.7.1 Flexién compuesta recta

La flexién compuesta se denomina recta cuando el vector M; (Figura 4.11) -y por
tanto también la fuerza IN- estdn contenidos en uno de los ejes principales de inercia.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que dicho eje principal de inercia es el
Guxs.

Para calcular las tensiones, se sumaran los efectos debido a N y los debidos a Mj,

_ N = Mz,
A + I,

g

(4.71)
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Fig. 4.11 Seccion sometida a flexion compuesta

Las secciones normales, conservandose planas y manteniéndose normales a la fibra
media para cada una de la solicitaciones, cumpliran esta propiedad al actuar simulta-
neamente.

Ademas, como por efecto de la actuacién de N y M;;, una cara de una rebanada
experimenta una traslacién y un giro (alrededor de Gz,) respectivamente, esta cara
efectuara en flexién compuesta recta un giro alrededor de un eje paralelo a Gz, y cuya
posicion se determinard mas adelante.

Las tensiones méaximas se produciran en las fibras extremas y vendran dadas por
(ver Figura 4.12)

N M

o =7+ Z% (4.72a)

N My,
=— — 4.72b
T4 (4.72)

siendo ¥, e ¥, las distancias del eje Gx, a las fibras extremas de la seccion.
Teniendo en cuenta 4.69, la expresion 4.71 puede también escribirse
N  Ne, N €5%;5 )

- B =1 4.73
o=+ A<+T§ (4.73)

siendo r, = /1, /A al radio de giro de la seccién alrededor del eje Gz,.

La posicion de la fibra neutra, o eje de giro de la seccion mencionado previamente,
se obtendra anulando la expresién 4.73
esxy

1+ =0 (4.74)

2
TZ
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X X

s @ @ 5 O Mz ()
?EJG p

¥ | Y, = Y | Yy
S
N
Ci=0: =%

. My
o= I m

G,=G,+0G;

! ‘q=q+q'

Fig. 4.12 Distribucion de tensiones en flexion compuesta

siendo z§ la distancia del eje Gz, a la fibra neutra ff’, con lo que

2
20 = —% (4.75)
3

En la figura 4.13 puede verse representado graficamente el eje neutro, asi como su
situaciéon. Obsérvese que dicho eje no depende del valor de N, sino tinicamente de su
posicién e;.
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X

fl

eje neutro

Fig. 4.13 Posicion del eje neutro

X3

€3

Fig. 4.14. Distribucion de tensiones en una seccion rectangular

En el caso de una seccién rectangular (Fig. 4.14) se tendra

N Ne; N 6es
N Ne; N Ge,
%= 0 e T (1 h ) (4.760)

Las expresiones anteriores son de gran utilidad en multitud de estructuras tales como
pilares, etc.
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& Problema resuelto P4.8 Resuélvase nuevamente el problema P4.7 pero bajo el punto
de vista de la flexion compuesta.

Solucion

La solucién de este problema puede obtenerse alternativamente utilizando los conceptos
de flexién compuesta. Para ello, observando la distribucién de tensiones dada en la figura
P4.7.3, esta claro que, en cada una de las porciones 1 y 2 de la seccién, la resultante de
dichas tensiones es un esfuerzo axil N que actia en un punto a determinar. Por considera-
ciones de equilibrio, el esfuerzo axil IV, de la porcién 1 debe ser igual y de signo contrario
al esfuerzo axil IV, correspondiente a la porciéon 2. Ademads, el punto de aplicacién de N,
y de N, coinciden (ver Fig. P4.8.1).

0,3 m

T T N,=N Ie
——
—f——

N, =N
0,5m

Fig. P4.8.1. Resultante Ny = N y N, = N de las tensiones que actian en
l1yen?2

Las dos incégnitas del problema lo constituyen los valores de N y e. Las dos ecuaciones
se obtendran de:

a) Igualdad de deformaciones en T’
b) Igualdad de giro en 1 y en 2, ya que la seccién debe conservarse plana

a) Iqualdad de deformaciones en T
Las tensiones en T' considerando que T pertenece a 1 valen

0,3 0,3
N ) ?
N <2+e>2

T1x0,3 I, (a)

(UT)l =

siendo I, = (1 x (0,3)%)/12 = 0,00225 m*. Sustituyendo en a

(04), = —13,33N — 66,67 N ¢ (b)
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Considerando seguidamente que T pertenece a 2 se obtendra

0,5 0,5
x5
T 1x0,5 I,

siendo I, = (1 x (0,5)%)/12 = 0,0104 m*. Sustituyendo en ¢

(UT)z

(0:), =8 N—24 Ne (d)

Debido a la igualdad de deformaciones, es obvio que debe cumplirse

a,t ds+ (e1), ds = a,t ds+ (1), ds (e)

O sea

E (0 — o)t =14,67 N +9,335 N ¢ f)
Lo cual constituye la primera ecuacién.
b) Iqualdad de los dngulos de giro (o también de las curvaturas)

Dado que x = dp,/ds = M,/EI, es inmediato obtener que

0,3 0,5
N<2+e)_N<2 e)

BEJ1, B (9)
Es decir
N (0,15+e€) N (0,25 —¢) (h)
2x0,00225  0,0104
lo cual constituye la segunda ecuacion.
De h se obtiene que e = —0,029 metros. Por lo que a partir de fse obtendra
N =0,06944 E (a; — ) t (4)

A partir de los valores de N y e obtenidos, es posible hallar la distribucién de tensiones:

+e
) 0.15 = _0,06944E (; — ) t

_ N + *
94T T 1%0,3 I, 0,3
0,06944 E — t (0,15 — 0,029
L0 (a, —a,) t (0, ,029) 0,15=0,3487 E (a; — a,) ¢

0,00225

N (0’3 + e)
N 2 0,06944 E (a, — o) t
(UT)1:_1><0,3_ I, 0,15 =~ 0,3 -

0,06944 (o, — a,) t (0,15 — 0,029)

0,00225

0,15 = —0,7917 E (o, — a,) ¢
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N _
o= N, ( 2 e) 0,5  0,06944 E (o, — a,) t
2 71%0,5 I, 2 0,5

+

| 0,06944 (o, — as) 1 (0,25 - 0,029)

0,0104 0,25 = 0,6046 E (o, — a,) t

N 0’5—6
N 2 0,5 0,06944 (a;, — ) t
S 1x0,5 I, 2 0,5

On

10,0694 (a, — a) t (0,25 — 0,029)

25 =-0,3269 F (a; —
0.0101 0,25 0,3269 F (o, —aw) t

Como puede comprobarse, la distribuciéon de tensiones asi obtenida coincide con la pro-
porcionada en el problema resuelto P4.7. Las diferencias corresponden a errores de
redondeo.

4.7.2 Flexién compuesta esviada en ejes principales

Sean GZ, y GZ5 los ejes principales de la seccién considerada y sea N un esfuerzo axil
de traccién situado en un punto de coordenadas (€, €;) respecto a los ejes anteriores.
En tal caso se dice que la seccién estd sometida a una flexién compuesta esviada.

Los momentos flectores actuantes valdran

M;, =Né&, (4.770)
M;, = — Né, (4.77b)

por lo cual, la distribucién de tensiones en la seccién vendra dada (de acuerdo con 4.23)
por

N My _ My, N Né_ Né._
AL I AL I
La fibra neutra se obtendra igualando a cero la expresién anterior, es decir
€. | €
1+ Exgg + E:cg =0 (4.79)

siendo 7, = IAZ JA Y Ts =14/ IA3 /A los radios de giro de la seccién con respecto a los ejes
GZ, y GT4, respectivamente.
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Siz9 y x4 son los puntos de corte de la fibra neutra con los ejes Gz, y G5, respec-
tivamente, de 4.79 se obtiene

o T3

Ty = — = (480@)
€

o Ty
€3

valores que pueden verse representados en la figura 4.15.

Fibra neutra

Fig. 4.15. Fibra neutra y distribucion de tensiones normales sobre una seccion
cuando actia un esfuerzo azil en el centro de presiones P

A partir de las expresiones 4.80 es claro que si el centro de presiones P se acerca al
centro de gravedad G, al ser en valor absoluto las excentridades €, y €; pequenas, los
valores Z9 y Z9 seran grandes (también en valor absoluto) por lo que la fibra neutra se
alejara del centro de gravedad G. Si los valores e, y €3 siguen disminuyendo, la fibra
neutra saldra fuera de la seccién, estando entonces toda ella sometida a traccion.

Una propiedad muy importante de la fibra neutra es que cuando el centro de pre-
siones P se desplaza a lo largo de una recta, las fibras neutras correspondientes a cada
una de las posiciones del centro de presiones pasan por un punto R. Para demostrarlo,
considérese la seccién de la figura 4.16, en la que una fuerza N se desplaza a lo largo de
la recta o — . Dicha fuerza N se puede descomponer en dos fuerzas N’ y N” situadas
respectivamente en los ejes GT5 y GZ, (puntos A y B). Légicamente los valores de N’
y N” variardn al variar el punto de aplicaciéon de N. La fibra neutra correspondiente
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a una fuerza N’ (cualquiera) aplicada en A es la recta f' — f’, construida de acuerdo
con lo visto anteriormente. Andlogamente, f” — f” es la fibra neutra de una fuerza N”
aplicada en B. Ambas fibras neutras se cortan en R, siendo éste por lo tanto el punto
por el que pasan todas las fibras neutras cuando una fuerza N recorre o — o’.

f'

Fig. 4.16. Fuerza N recorriendo una recta

4.7.3 Flexién compuesta esviada en ejes cualesquiera

Supdngase seguidamente que los ejes Gx; y Gz, de la seccidon no son principales de
inercia, y en la seccién actiia un esfuerzo axil N de traccién aplicado en un punto P de
coordenadas (e,, e3). Al igual que anteriormente, los momentos flectores valdran

M, = Ney (4.81a)

Ms =— Ne, (4.81b)

De acuerdo con la expresion 4.37 las tensiones normales valdran:

N 1
g = Z + m |:Mf2(x3,[3 - $2I23) + MfS(xg,[Qg — 1‘2]2)] ==
N N
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Aligual que anteriormente, la fibra neutra se obtendra anulando la expresién anterior

2 2 2 2
627’2 - 637’23x 63T3 - €2T23

x3 =0 (4.83)

202 __ 04 292 __ 04
T2T3 7423 T2T3 T23

siendo 73, = I3/ A.
Los puntos de corte de la fibra neutra con los ejes Gz, y Gz valdran:
4

2 T23
2,.2 4 ry — =%
Tar; — 7T 3 3
pg=— 2l 2 (4.84q)
€2T2 - 63/’n23 62 _ 63 223
L
4
2 Ta3
2,.2 4 ry— =%
Ty — T 2 72
g0 =— 2fs T 5 (4.84b)
3 2 2 r2
637“3 - €2T23 €; — €5 23

<
|

En la figura 4.17 pueden verse representados los anteriores valores.

X3

Fibra neutra

Fig. 4.17. Centro de presiones, fibra neutra y distribucion de tensiones mor-
males en una seccion con ejes cualesquiera sometida a flexion com-
puesta esviada
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4.7.4 Estudio directo de la flexién compuesta esviada

El estudio de la flexién esviada parte de los resultados obtenidos en el estudio directo
de la flexién esviada (Apartado 4.3.3).

Supéngase que en el punto P de la figura 4.18 actiia un esfuerzo axil N de traccion.
Dicho esfuerzo es equivalente a un esfuerzo axil N situado en G méds un momento flector
M, situado en el plano GP y cuyo vector es perpendicular a dicho plano, y de valor
M, = Ne, siendo e = GP.

Fig. 4.18. FEstudio directo de la flexion compuesta esviada

Si nn’ es la fibra neutra correspondiente al momento M; = Ne, las tensiones en un
punto cualquiera R distante y de nn’ valdran

N+ Ne
A I,/cos Y

y la distancia y° desde G a la fibra neutra f — f’ se obtendra igualando a cero la
expresién anterior

(4.85)

g =

0=1+—1 y° (4.86)
siendo r,, = +/I,.//Ay e, =e cosb.
Despejando y° )
reoy
Yo = - (4.87)
€1

En la figura 4.19 puede verse representada la posicién de la fibra neutra f — f'.
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Fig. 4.19. Fibra neutra y distribucion de tensiones en una seccion sometida a
flezion compuesta esviada (estudio directo)

& Problema resuelto P4.9 FEn la seccion dada por el problema resuelto P4.2 actia un
esfuerzo axil N de traccion en el punto P cuyas coordenadas (ver Fig. P4.9.1) expresadas
en centimetros son P(—30sin30 ; 30cos 30). El esfuerzo N wvale N = 2800 kN. Hallar:
a) Mdzimas tensiones de traccion y compresidn y punto en el que se producen
b) Fibra neutra
¢) Distribucidn de tensiones

A B
40 &
cm
PQ Mf
& \
12%50°
G X,
40 cm
“D C
30 cm ‘ 70 cm
1

Fig. P4.9.1 Seccion sometida a flexion compuesta
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Solucion

El esfuerzo N actuando en P es equivalente a un esfuerzo N actuando en el centro de
gravedad G més un momento flector M, de valor M, = 0,3 N = 840 kNm, y cuyo vector
momento forma un angulo de 30° con la horizontal.

Se resolvera el problema utilizando tres procedimientos.

Primer procedimiento. Utilizando ejes principales de inercia.

Las componentes del momento flector M, respecto a los ejes principales valen:

M,, =M, cos 53,657 = 840 cos 53,657 = 497,8 kNm
M, =M, sin 53,657 = 840 sin 53,657 = 676,6 kNm

De acuerdo con 4.77 las excentridades valen

. M,, 497,8 kNm

S —— 1
“=N 800 kN 178 m
_ M,,  676,6 kNm
e N 2800 kN 0,2413 m

Los radios de giro de la seccién respecto a los ejes principales valdran

I, 1,604 x 10~2m*
2 _ 2 ) 4 1 -2 2
"2 7Y 0,52 m? 3,0846 x 10

1. 5,120 x 10~2>m*
~2 _ "3 _ _ -2, 2
T, AT oszmE =9,8462 x 107*m

La fibra neutra serd légicamente paralela a la obtenida cuando unicamente existia flexion.
Su posicién se puede obtener a partir de la ecuacion 4.78 igualando a cero las tensiones, o
bien obteniendo los valores de su interseccién con los ejes coordenados (ecuaciones 4.80):

-2 -2

P 9,8462x 10

e e —— il 4

x; 5 ~0,2413 0,408 m
-2 -2

N 73,0846 x 10

o I _BX T 01735
s =T F 0,1778 m

En la figura P4.9.2 puede verse dibujada la fibra neutra. En la misma figura puede
observarse que el punto de mayor tensién a traccion sera el B y el de mayor tension a
compresién el D.

Las coordenadas de los puntos B y D respecto a los ejes principales valen (en centimetros)

B (-31,29 ;41,72)
D (-26,67 ; -43,59)
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X3 A
¥
A B 7
40 cm
.~
40 cm 1_ f
Fibra
D C neutra
{ 30 cm J 70 cm
T T

Fig. P4.9.2 Flexion compuesta en ejes principales

A partir de 4.78 las tensiones en estos puntos valdran

N M, M.
3

g = A + fz T3 — 2
2800 497,8 676, 6
- ' _0,4172 — — 20 () 3129) =
75 =052 T 1,604 x 10— 5o x 100 5129)

=22467 kN/m? = 22,467 MPa (traccidn)

2800 497, 8 676,6
- ’ _0.4357) — 20
7> =052 T1e0dx102 ) "5k 10

=—4613 kN/m* = —4,613 MPa (compresion)

(=0, 2667)

La distribucion de tensiones puede verse dibujada en la Figura P4.9.3.
Segundo procedimiento. En ejes cualesquiera.

Las excentridades e, y e, valen

e, =—30sin30 = —15 cm = —0,15 m
e; = 30cos30 = 25,98 ecm = 0,2598 m
y los momentos asociados

M;, = Ne, = 2800 x 0,2598 = 727,44 kNm
M,, = — Ne, = —2800 x (—0,15) = 420 kNm
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A B 22,467 MPa

40 cm J

TRACCIONES

G 2
40 cm f' (‘,2
Fibra neutra Z COMPRESIONES
5 C 4,613 MPa
J 30 cm J 70 cm
? T

Fig. P4.9.3 Fibra neutra y distribucion de tenstones

Los radios de giro de la seccién respecto a los ejes valen:
, I, 2,170 x 10~*m*

=2 = 2 T 4T3 10
, m
I, 4,554 % 10-*m*
s :A3 == 0 5><2 m? == 8, 7577 x 107*m’
L, 1,202 x10*m*
Th = = —% = —2,4846 x 10~*m?

Los puntos de corte de los ejes con la fibra neutra valen:

s 2, 4846 x 10-2)?
P-TE ST X107 - (4’ — 10_2)
20— _ i : X = 1554,9 % 10 *m
) 5,4846 x 10
— 0,15 40,2508 202X
: 13,1731 x 10 2
: 2, 4846 x 10-2)?
Ty 17g1 w10 - (BA8I6 X 1077)
20— — i _ 8,777 X102 _ 45 96 % 10-*m
e A 208 015 WX 10 ’
3 2 — S —
E ’ 08,7577 % 102

Como puede comprobarse, la fibra neutra coincide con la obtenida anteriormente.
Las tensiones maximas tienen lugar en los puntos B y D de coordenadas (en centimetros):

B(-11,92 ; 50,77)
D(—41,42 ; —29,23)
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A B
X3
40 cm e,
PT—W 7777777777 My
| 633 Mgs //}
1 S0 |,
G M X
40 cm 2"
D C
‘ 30 cm J 70 cm
T T

Fig. P4.9.4 Flexion compuesta en ejes cualesquiera

La distribucién de tensiones viene dada por 4.82

NN T
O—iA 12]3_123

3(1313 - $2I23) - 62(1'3[23 - I212)
es decir

2800 N 2800
727 0,52 " 2,17 x 4,554 x 101 — (1,292 x 10-2)?

0,2598(0, 5077 x 4,554 x 107> — 0,1192 x 1,292 x 1072)+

+0,15(—0,5077 x 1,292 x 102 40,1192 x 2,17 x 1072)| =
= 22467 kN/m? = 22,467 M Pa

,. 2800 2800
P70,52 2,17 x 4,554 x 10-* — (1,292 x 10-2)>

0,2598(—0,2923 x 4,554 x 1072 — 0,4142 x 1,292 x 10~2)+

+0,15(0,2923 x 1,292 x 1072 40,4142 x 2,17 x 107?)| =

= —4613 kN/m?> = —4,613 M Pa
Légicamente las tensiones son las mismas que las obtenidas anteriormente.
Tercer procedimiento. Estudio directo.

En este caso, la posicién de la fibra neutra f — f’ vendra dada por la expresién 4.87, en
donde y° es la distancia de la fibra neutra ff’ a la recta nn’ obtenida en el problema
resuelto P4.4.
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De dicho problema se sabe que

0 =30, 587°
I.. =2,144 x 10°>m*
por lo que
I, 2,144 x 10~*>m*
2= e T 41231 m?
Tn A O, 52 m2 5 231 m
Ademas
e, =ecosf = 0,3 cos30,587 =0,2583 m
con lo cual
r?, 4,1231 x 107*m?
00— __nnt = —0,1596 m = —15,96
Y e, 0,2583 m proTbm onan

valor que coincide con lo obtenido anteriormente.
La distancia de los puntos B y D a la fibra nn’ (paralela a la fibra neutra ff’ pero que
pasa por el centro de gravedad) vale

ys = 50,65 cm
Yp = — 29,65 cm

por lo que, de acuerdo con 4.85

2800 2800 x 0,3
0,52 + 2,491 x 10-2
2800 2800 x 0,3
70,52 2,491 x 102

Op

0,5065 = 22467 kN/m?* = 22,467 M Pa

Op

0,2965 = 4613 kN/m? = 4,613 M Pa

Como se ve, los valores anteriores coinciden con los obtenidos anteriormente.

4.8 Ntcleo central

En ciertos materiales cuya resistencia a traccién es baja (tales como hormigén, mam-
posteria, etc.), interesa conocer la zona en que un esfuerzo N de compresién puede
moverse dentro de una seccién para que toda ella esté a compresion, es decir, para que
no existan zonas traccionadas. A esta zona se le denomina nicleo central de la seccién.
Evidentemente es independiente del valor de N. Adviértase, en primer lugar, que no
todo el ntcleo central debe necesariamente estar dentro de la seccién, aunque si dentro
de su envolvente externa. Ademads, el centro de gravedad debe pertenecer al nicleo
central. Por ultimo, el nticleo central debe estar limitado por una curva convexa, pues
en caso contrario (ver Fig. 4.20) una fuerza N de compresién en P produciria tracciones
en la seccién. Ahora bien, la fuerza N puede descomponerse en dos fuerzas también de
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Fig. 4.20 Nucleo central no convexo

Nucleo
central

Fig. 4.21 Obtencion del nicleo central de una seccion. a) Seccion cualquiera,
b) Seccidn con contorno poligonal

compresion N; y N,, situadas dentro del ntcleo central y que, por tanto, no producen
tracciones en la seccién, lo cual contradice lo anterior.

La metodologia general para obtener el nicleo central consiste en envolver el con-
torno de la seccién mediante tangentes a dicho contorno (Fig. 4.21a). Cada una de
estas tangentes ¢; corresponde a una fibra neutra, la cual viene dada a su vez por una
fuerza N de compresién aplicada en un punto P;. El lugar geométrico de los puntos P,
constituye el contorno exterior del ntcleo central. El proceso habitualmente se simpli-
fica, dado que el contorno exterior de muchas secciones es una poligonal (Fig. 4.21b).
En tales casos, sea P, el centro de presiones correspondiente a la fibra neutra 1y P,
el correspondiente a 2. Se ha visto anteriormente que cuando un conjunto de fibras
neutras pasan por un punto, los correspondientes centros de presiones describen una
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recta, por lo que los correspondientes centros de presiones del haz de fibras neutras
que pasan por B (sin cortar la seccién) son el segmento P, P,. De la misma forma, los
correspondientes centros de presiones del haz de fibras neutras que pasan por C' son los
puntos del segmento P,P; (siendo P; el centro de presiones correspondiente a la fibra
neutra 3). Prosiguiendo con este razonamiento, se obtiene que el nticleo central es el
area delimitada por el poligono P, P,P,P,. Como puede observarse, es suficiente con
obtener en este caso cuatro puntos del nicleo central para definirlo completamente.
Unos cuantos ejemplos aclararan la forma de obtenerlo.

& Problema resuelto P4.10 Determinar el nicleo central de un circulo de radio R.

Solucion

Por simetria, esta claro que el nicleo central debe ser un circulo concéntrico con el circulo
dado. El radio a se obtendra escribiendo que, cuando el punto de aplicacién de la fuerza
N esta en el contorno, la fibra neutra es tangente al circulo de radio R.
El radio de giro de la seccién circular respecto a un eje cualquiera vale:

- /{_ 7TR4/4_E
VA TR 2

por lo que, de acuerdo con 4.75

& Problema resuelto P4.11 Determinar el nicleo central de una seccién rectangular de
canto a y ancho b.

Solucion

En este caso, la envolvente de la seccién (que coincide con el contorno de la propia
seccién) son las cuatro rectas AB, BD, CD, AC (Fig. P4.11.1). Por lo tanto, el niicleo
central serd un cuadrildtero (cuatro vértices). Ademds dado que la seccién es doblemente
simétrica, el nicleo central también lo sera.

Cuando la fibra neutra coincide con C'D, el centro de presiones es un punto P tal que

4.75: /
r2 a’/12  a
“ xg —-a/2 6

Igualmente, cuando la fibra neutra coincide con AC, el centro de presiones es un punto

Q tal que
r2 /12 b
GO =e¢, = —-2 = — - _
@=e=-1 b2 6

De la misma forma (ademé&s de por simetria) se obtienen los puntos S y R, con lo cual
se concluye que el nicleo central es el rombo de la figura P4.11.1.
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X3
A B
2_a’
PIN)
P 2o b
3712
/N
a a/3 2 —
G Xy
R
b/3
C D
b

Fig. P4.11.1 Nucleo central de un rectangulo

& Problema resuelto P4.12 Determinar el nicleo central de la seccién del problema
resuelto P4.2.

Solucion

La seccién tiene cinco envolventes: las rectas AB, BH, HC, CD,AD. A cada una de
ellas corresponderd un centro de presiones, por lo que el nicleo central tendra cinco
vértices. Cada uno de dichos vértices se obtendra por uno de los procedimientos vistos
anteriormente.

a) Obtencién del centro de presiones correspondiente a AB (Fig. P4.12.1): Punto P,. Se
trabajara en ejes principales.
La interseccién de la recta AB con los ejes principales tiene lugar en

70 =—126,53 cm = —1,2653 m

Z2 =55,43 em = 0,5543 m

y a partir de las expresiones 4.80

o —2
. s 9,8466 x 10 s

€, Fo ~1.2653 7,782 x 107" m = 7,782 cm

~ s 3,0849 x 102

63:_;—_; m = —5,5654 x 107> m = —5,57 cm

o 0, 5543
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30 cm 70 cm
¢

Fig. P/.12.1 Centro de presiones correspondiente a la fibra neutras AB,
BH, HC, CD y AD: Nucleo central

Respecto a los ejes Gz, y Gx; las anteriores excentridades seran:
e, =4,89 cm
e; =—8,23 em

Es decir: P,(4,89 ; —8,23).

b) Obtencién del centro de presiones correspondiente a BH: Punto P,. Se trabajard con
los ejes coordenados G, y Gx;. La envolvente BH corta a los ejes coordenados en los
puntos

zg = 76,93 cm = 0,7693 m
xd = 43,96 cm = 0,4396 m

Los radios de giro valen:

I,  2,170256 x 1072 m* [
m=2=2 7005§2X 8 T 4,1736 x 1072 m?
, m
I,  4,554103 x 102 m*
= e S T S 8 75T x 107
L, —1,292 10-2 m?*
= — ) 030582 meo T 24852 x 10°* m?

A partir de las expresiones 4.84

(—2,4852 x 1072)?

o

0.7603 — — 57T X 10 4,1736 x 102 7,2781 x 10
o —2,4852 X 107 e+ 0,595 ¢

TS T36 % 102

€
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(—2,4852 x 10-2)?

4,1736 x 1072 —

8,7579 x 102 3,4684 x 10~
0,4396 = — ) - _
’ . e —2,4852 x 1072 es +0,2838 e,
° 78,7579 x 102
es decir

e, +0,5955 e, = — 9,4853 x 1072
0,2838 e, + e, =7,8899 x 1072

y resolviendo el sistema de ecuaciones

e, = —5,7604 x 107*m = —5, 7604 cm
e; = —6,2551 x 107*m = —6,2551 ecm
Es decir: P,(—5,7604 ; —6,2551).
c¢) Obtencién del centro de presiones correspondiente a la fibra neutra HC': punto P; (Fig.

P4.12.2). Se obtendrd mediante un estudio directo.
El radio de giro 72 , vale:

N/
— = Z‘* =8,7579 x 10™2m?
A partir de la expresién 4.87
8,7579 x 1072

€

0,5808 = —

8,7579 x 102
0, 5808

Falta obtener el angulo 6 que forma el eje del momento con la fibra neutra.
De acuerdo con 4.49b

= 15,079 x 10~*m

e, =

I, I, 1,292 x 102
at I I, L55dx 102 02837
9 = —15,84°

Por tanto el plano del momento formara un dngulo de 90 + 6 = 74,16° con el eje nn'.
Ademas

e= -2 — 15674 em
cosf

Las coordenadas de P; respecto a los ejes coordenados Gz, Gzs son Py(—15,079; 4, 28).
De la misma forma se obtienen los centros de presiones correspondientes a las rectas DC'
v AD, obteniéndose respectivamente los puntos P, y P; de coordenadas en centimetros:
P,(—8,5;14,28) y P,(20,89; —5,86).

En la figura P4.12.1 puede verse representado graficamente el niicleo central (zona som-
breada).
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40 cm

Tnn'

40 cm

30 cm J : 70 cm

n' Iz

Fig. P/.12.2 Centro de presiones correspondiente a la fibra neutra HC
4.9 Ejercicios propuestos

& Ejercicio propuesto EP4.1 La seccion de la figura, se fabrica de la siguiente forma:

a) Se coloca la viga de acero sobre dos apoyos procediendo a cargarla con dos fuerzas F,

tal como indica la figura.
b) Seguidamente se coloca sobre AA’ la capa de hormigén y, una vez éste ha endurecido,

se retiran las fuerzas F'.

Hallar:
El valor de F' para que se cumplan las dos siguientes condiciones:

- Tension en el acero al final del proceso en la seccién centro luz inferior a 50 M Pa.
- Tensién final en el hormigén en la seccién centro luz inferior a 5 M Pa.

¢) Una vez construida la pieza se carga la misma con una fuerza puntual de valor P
aplicada en el punto medio de AA’. Se pide:

- Valor de esta fuerza para que las tensiones finales en el alma del acero sean cons-
tantes, y valor de esta tensién.

NOTAS:

1.- Espesor en la pieza de acero igual a 1 cm
2- E,/JE, =7
3.- Peso especifico del hormigén vy, = 25 kN/m?

Valores de control: F =65,39kN , P =211,42kN (sentido ascendente)
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Fig. EPJ.1

& Ejercicio propuesto EP4.2 Un pilar cuya seccién se representa en la figura estd
sometido a una carga P = 150 kN de compresion aplicada en el punto A.

Hallar:

a) Distribucién de tensiones
b) Nicleo central

Valores de control: Las coordenadas de los vértices del nicleo central respecto a unos
ejes horizontal y vertical y que pasan por el centro de gravedad valen: (-8,75 ; 38,25),
(26,92 ; -23,57), (5,85 ; -25,55), (-6,58 ; -6,81), (-7,27 ; 6,37) viniendo dadas las unidades

en centimetros.

& Ejercicio propuesto EP4.3 La viga de la figura tiene 10 m. de longitud. En sus
extremos estdn colocadas sendas placas infinitamente rigidas. La seccion de la pieza es
mixta de hormigén y acero y sus caracteristicas pueden verse también en la figura.

Dicha viga tiene un incremento de temperatura de ¢t = 30° grados.

Determinar:

a) Distribucién de tensiones
b) Radio de curvatura

¢) Valor y posicién de un esfuerzo axil para que la pieza recupere su posicién inicial
d) En este ultimo caso, distribucién de tensiones
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b,=30 cm
ftZI cm
|
|
h=100 cm H4t=1 cm
|
|
L t=1cm
o e e |
A
| |
b,=70 cm
Fig. EPJ.2

Eacero = 210G Pa

Ehormigén = 30 GPa
Cacero = 1,2 X 10-7 O~
“hormigén = 107> ™

Valores de control: Radio de curvatura R = 1,24 x 10*m. Valor del esfuerzo axil N =
2624 kN

& Ejercicio propuesto EP4.4 La seccidn de la figura EP/J.4a se pretensa mediante un

cable con una seccion de 25 cm?, situado en el centro de la parte inferior de la pieza.

La tensién de compresion en la parte inferior de la seccién, después del pretensado, debe
ser de 30 M Pa. Una vez fabricada, se coloca sobre apoyos, tal como se indica en la figura
EP4.4b.

A continuacion se hormigona la parte superior de la seccién, resultando una viga con la
seccion de la figura EP4.4c.

Una vez endurecido el hormigoén, se carga la viga con una fuerza F' en el centro de su luz.

a) Hallar dicha fuerza, considerando que la méxima tensién de compresién en el hormigén
es de 35 M Pa y que la tension de traccién es nula.

b) Calcular, asimismo, los esfuerzos en el cable y las tensiones en la seccién central de
la viga, en todas las fases del proceso.

Datos:

- Peso especifico del hormigén: 25 kN/m?
- Relacién de los médulos de elasticidad: n = E,/E), = 8
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50 cm ‘
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Fig. EPJ.3

& Ejercicio propuesto EP4.5 Se desea postensar la viga recta de 35 metros de luz y
seccion que muestra la figura.

El postensado sera curvo, de tal forma que, actuando el peso propio y el postensado, las
tensiones en todas las fibras superiores sean nulas y la tension de compresién méxima en
la seccién central sea de 35 M Pa.

Hallar:

a) Trazado del cable y esfuerzo de postensado que tendrd la viga
b) Area del cable, si para esta fase las tensiones méximas en el acero valen 1200 M Pa
¢) A continuacién se inyecta la vaina de forma que haya adherencia perfecta entre el
hormigén y el acero. Se carga la viga con una carga uniformemente repartida de
valor p kN/m. Calcular el valor de p de forma que:
c.1) En la seccién central en el hormigén no existan tracciones
c.2) En la seccién central las maximas tensiones de compresién en el hormigén no
sobrepasen 35 M Pa
c.3) En la seccién central, las maximas tensiones en el acero no sobrepasen 1700M Pa
d) Distribucién de tensiones normales en la seccién central
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0,8m

0,2m

0,5m 03m (0,1 0,3m 0,5m

s

Fig. EPJ.J

Valores de control:

- Esfuerzo de postensado de la viga: 7588 kN
- Area del cable: 463,23 cm?
- Sobrecarga: p = 8,86 kN/m
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5 Tensiones producidas por el esfuerzo cortante

5.1 Introduccién

De acuerdo con el estudio de tensiones realizadas en el Capitulo 1, en un punto
cualquiera de una seccién se tendran, en general, tensiones normales y tensiones tan-
genciales. Por lo que respecta a las primeras, en los dos capitulos anteriores se ha
estudiado su distribucién, asi como su relaciéon con los esfuerzos axil y flector.

Este capitulo y el siguiente estan dedicados al estudio de las tensiones tangenciales.
Dichas tensiones son debidas al esfuerzo cortante y al momento torsor. El presente
capitulo esta dedicado al andlisis de las tensiones producidas por el esfuerzo cortante,
mientras que el siguiente tratard de la distribucién de dichas tensiones originadas por
el momento torsor.

Debe advertirse que, al contrario de lo que sucede con las tensiones normales, no
es posible determinar la correcta distribucién de las tensiones tangenciales en un caso
general mediante las herramientas proporcionadas por la Resistencia de Materiales,
siendo necesaria la utilizacién de la teoria de la Elasticidad. Sin embargo, para una
gran parte de las secciones utilizadas en la préctica (perfiles metdlicos, secciones rec-
tangulares o en T, etc.) si es posible obtener una formulacién sencilla de la distribucién
de tales tensiones a partir de las hipdtesis de la Resistencia de Materiales formuladas
anteriormente. A ello se dedica el presente capitulo y el siguiente.

5.2 Origen de las tensiones tangenciales

Obsérvese la figura 5.1, la cual representa una secciéon y rebanada diferencial en
la que actia un momento flector y un esfuerzo cortante actuando en uno de los ejes
principales de inercia. Como se sabe, las tensiones producidas por el momento flector
valen

M;,
g = T3
I,

Supédngase que mediante una curva I' la seccién A se divide en dos partes, Al y A2
(Fig. 5.2). Centrandose en lo que sucede, por ejemplo, en Al, se ve que existird una

(5.1)
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a) b)

Fig. 5.1 Seccion y rebanada diferencial sometidas a un momento flector y es-
fuerzo cortante actuando en un eje principal de inercia

distribucién de tensiones normales, dada por

dM x
o+do= (Mf2 + dsf2d8> I—:’

(5.2)

Andlogamente, considerando la parte dorsal de la rebanada diferencial en la co-
rrespondiente porcién Al de la seccién, las tensiones normales vendran dadas por la

expresion 5.1.

La resultante de todas las tensiones o actuantes en Al (parte dorsal de la rebanada)

valdra

M M
F:—/ adA:—/ 2 redA = ——Lm,,
Al a1 Lo 1,

siendo

Meoy = / .:ngA
Al

el momento estatico de Al respecto al eje x,.
La resultante de las tensiones o + do (parte frontal de la rebanada) valdra

dM dM
F4dF = [ (o+doydd = [ (M, + = Lds)T2dA = (M, + = 22ds)

A1 A1l S 2 ds

Meo

I,

(5.3)

(5.4)

A partir de 5.4 y 5.3 es claro que debe existir una fuerza dF' (Fig. 5.2) que equilibre
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o O+dO

-1 Al
= [

Fig. 5.2 Tensiones y resultantes de tensiones actuantes en una porcion de la
seccion recta de una viga

la diferencia de resultantes (F' + dF') — F'. Este diferencial de fuerza vale

de2 Mo
ds I,

y teniendo en cuenta que dM;,/ds = Qs, la expresién 5.5 se transforma en

dF =

ds (5.5)

dF = —Q?’?Q ds (5.6)

2

Al valor R = dF'/ds se le denomina esfuerzo rasante por unidad de longitud y, por
razones de equilibrio, debe ser igual a la integral de la componente segin x; de las
tensiones tangenciales que existen en la superficie del corte. Por ello, es posible hablar
de una tension tangencial media dada por

— R — _ QSmeQ
"™ Longitud de la curva I' I,L

(5.7)

A partir de las hipdtesis de Resistencia de Materiales, no es posible obtener la
distribucién exacta de dichas tensiones tangenciales, sino inicamente el valor medio de
su componente ;.

Obsérvese que por lo estudiado en el Capitulo 1, junto a las tensiones 7 que apare-
cen en la superficie cilindrica ABA’B’, paralelas al eje de la pieza, apareceran otras,
contenidas en el plano de la seccién, cuya componente normal a la curva I' serd en cada
punto igual, en valor absoluto, a la correspondiente contenida en la superficie cilindrica,
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y ambas estardn dirigidas hacia la curva AB, o se separan de ella (ver Fig. 5.2c). En
este caso, las dos tensiones tangenciales normales a AB tienen sentidos que se separan
de dicha curva.

Esta iltima observacién es muy importante, pues la formula fundamental 5.7 permite
hallar -por ser ambas iguales- tanto la tensién tangencial media, que actda sobre la
superficie ABA’B’, segin sus generatrices, como la tensién media que se ejerce en la
seccion, a lo largo de AB, y normal a esta curva. Esta misma observacion permite
determinar, sin ambigiiedad, el sentido de esta tensién cortante.

En los apartados siguientes se estudiardn algunas aplicaciones précticas de cuanto
se acaba de exponer.

Es facil poner de manifiesto la existencia de estas tensiones cortantes. Para mas
sencillez supéngase una viga de seccién rectangular, simplemente apoyada y cargada,
segun indica la figura 5.3.

0] —1 = Iz
A Al — -—
B —i te
% & b——— == b
a) d)
A A'
@ 7 7 7
b) e)
N
A:\iz*» «f:I:\/A‘
)

Fig. 5.3 Vision de las tensiones tangenciales

Considérese una seccién ideal AA’, horizontal, que divide a la viga en dos partes (1)
y (2). Si se carga la viga con una serie de fuerzas P, P, y P;, ésta se flectara (Fig. 5.3b)
y a lo largo del plano AA’ aparecerdn una serie de tensiones cortantes que impiden que
el trozo (1) deslice sobre el (2) tal como puede verse en la figura 5.3e. Las tensiones
cortantes que se ejercen a lo largo de AA’, sobre cada una de las partes (1) y (2), se
indican en la figura 5.3c.
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En la figura 5.3d se establecen las tensiones normales y las tangenciales que actian
sobre el elemento de viga a,b,a’,b’ y que se indica en la figura 5.3b.

Es facil ver, fisicamente, es decir, sin necesidad de reglas o convencién de signos, el
sentido de las tensiones. En efecto: si se supone mayor el momento que actia sobre la
cara ab que el que actiia sobre la @'/, también serdn mayores las tensiones normales
-de compresién- sobre ab que sobre a’b’. En consecuencia, la tensién cortante que actia
sobre b’ tendra el sentido que se indica en la citada figura 5.3d.

Finalmente, se deduce el sentido de las tensiones cortantes sobre ab y a't'.

En cuanto al médulo de estas tensiones cortantes, por la férmula 5.7 se ve que:

- Sobre la cara ab o a’l’ las tensiones cortantes crecen a medida que el punto en que se
determinan tales tensiones se acerca a la fibra neutra, ya que, para una seccién de-
terminada, todos los factores que entran en la citada férmula son constantes excepto
M.s, que aumenta parabdlicamente con la profundidad z.

- Sobre bb', la tensién cortante se mantiene constante, ya que evidentemente los fac-
tores m.,, I,,I' de la formula 5.7 permanecen invariables. En cuanto a (s, como
Qs = dM;,/ds y M, varia linealmente, serd (Q; = constante.

- Si la viga hubiese estado cargada con carga uniformemente repartida (p kN/m), la
tensién cortante sobre b’ aumentaria linealmente de derecha a izquierda, ya que
M;, aumenta parabélicamente y por tanto Q3 = dM;,/ds aumentarfa linealmente.
Se analiza en los apartados siguientes la aplicacion de la expresion 5.7 a distintos

tipos de secciones.

5.3 Distribucién de tensiones tangenciales en secciones macizas

5.3.1 Seccién rectangular

Se estudiara en primer lugar cémo se reparten las tensiones tangenciales en una
seccion rectangular de ancho by h de canto.

Por lo dicho en el Capitulo 1, y lo que se ilustra en la figura 5.4, las tensiones en A
y A’ deben estar dirigidas segin el contorno (Fig. 5.4b). Lo mismo ocurre debido a la
simetria en el punto medio M de AA’. Parece pues natural admitir, para simplificar el
estudio, que en todo punto de AA’ la tensién cortante es paralela al esfuerzo cortante
Qs.

Por otra parte, también se admitirda que la distribucién de tensiones es uniforme a
lo largo de AA’.

Habida cuenta de estas dos hipdtesis, se puede calcular facilmente el valor de la
tension cortante que actiia a una determinada altura, y sobre la fibra neutra, mediante
la férmula 5.7.

En este caso particular es:

h h/2+zs bk
me2:b<2—$3>23:2<4_m§>

I'=b



158 Resistencia de Materiales y Estructuras

Xﬂ
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Fig. 5.4 Distribucion de tensiones tangenctiales en una seccion rectangular

y sustituyendo en 5.7 se obtiene

T= 323‘; [1 — <225ﬂ (5.8)

Asi pues, la distribucién de tensiones tangenciales, a lo largo de una paralela al eje
Gz, es una parabola, tal como se indica en la figura 5.4c. Las tensiones tangenciales
méximas se producen en el eje G, y valen:

3, 3@,
Tmaa: - 2bh - 2 A (59)

Es facil ver el sentido de las tensiones tangenciales, bien aislando el prisma ABA’ B!,
y viendo que sobre AA’ las tensiones tangenciales van dirigidas de derecha a izquierda,
bien deduciendo el sentido de @5 sobre la cara AB (serd hacia arriba, si como en este
caso M;, aumenta de izquierda a derecha).

Se aconseja al lector deducir, para este caso, dicha férmula directamente. Para ello
establecerd el equilibrio del prisma AB — A/ B!, considerando las fuerzas normales que
actuan sobre AB y A’ Bj y las tangenciales sobre AA/ (todas ellas son horizontales).
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Los valores de 7, dados por las férmulas 5.8 y 5.9, no son exactos, pero tienen una
gran aproximacién siempre que la seccién sea peraltada (h > b). La teorfa més exacta
de la elasticidad muestra que la tensién cortante no es constante a lo largo de todos los
puntos del eje neutro (eje Gx,), sino que alcanza sus valores méximos en sus puntos
extremos C'y C’ (Fig. 5.4b).

Los valores del coeficiente «, por el que hay que multiplicar la tensién 7,,,,, dada por
la férmula 5.9 para obtener su valor mas exacto dado por la teoria de la Elasticidad,
se dan en la siguiente tabla:

PUNTO h/b | 2 1 1/2 | 1/4
T, =0, 2,=0 0,983 | 0,940 | 0,856 | 0,805
zy =48, 2, =0 1,033 | 1,126 | 1,396 | 1,988

5.3.2 Seccion simétrica

Considérese una seccién cualquiera con un eje vertical de simetria, segiin el cual
actia el esfuerzo cortante (s (Fig. 5.5). La tensién cortante en un punto cualquiera
P tiene dos componentes 75 y Ty, paralelas al eje Gz v Gx,, respectivamente. Para
la componente vertical se puede utilizar todo el razonamiento expuesto en el apartado
5.2, por tanto es aplicable la férmula 5.7 que permite escribir

_ (Q3Mcs
Ti3 = I.L
2

en donde, como se sabe, L representa el espesor de la seccién al nivel xs, y m., el
momento estdtico, respecto a Gz, del drea situada por encima de AA’.

La tensién tangencial 7,5 variard como m.,/I, y normalmente serd méxima en la
fibra neutra, a no ser que L crezca mas deprisa que m., (como ocurre en un rombo o
en un triangulo isésceles).

Para obtener la componente horizontal 7, de la tensiéon cortante se procede como
sigue. Las tensiones cortantes en los puntos A y A’ serdan tangentes al contorno de
la seccién cortandose sus direcciones en un punto B del eje Gzs;. La direcciéon de la
tensién cortante en un punto P de la horizontal AA’ se supondrd tal que esté también
dirigida hacia B.

Se tiene asi

(5.10)

T2 = Tz tan (5.11)

S o - T3
_ _ 2 2
T =T+ T3 |7'|— Vi + Tiy =

Cos (v
La tension tangencial méxima se produce en el perimetro y valdra

Ti3

T =
' cosfB
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Fig. 5.5 Seccion simétrica de forma arbitraria

5.3.3 Seccién circular

Como aplicacion de lo anterior, se determinan a continuacion las tensiones tangen-
ciales en una seccion circular cuando @3 actia segin un didmetro de la seccién que se
tomard igual al eje Gz (Fig. 5.6).

QSmEQ
I,L

(5.12)

Tz —

En este caso

L=2\/R?— 22
TR*
I2: 4

R
My = / 2y/RE — ydy = 2/3(R® — 22)*?

3

de donde sustituyendo en 5.12

-G

en donde A = TR2.
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X3

x3/ L ;

Q;

Parabola
Elipse

Fig. 5.6 Seccion circular

La distribucién de 7,5 a lo largo de G5 es, pues, parabdlica.
La tension tangencial 7 en el contorno es |7| = 715/ cos 3, o sea

(V=)

El méaximo de 75 y 7 es para z; = 0 y su valor comin %% excede en un 33% el
valor de la tension media @Q3/A.

Puede verse también que la distribuciéon de 7 a lo largo del perimetro es una elipse
(cuando 7 viene en funcién de x3).

El estudio riguroso, basandose en que el material es perfectamente eldstico, muestra
que las tensiones cortantes no son iguales a lo largo del eje neutro (eje Gz,), sino que
el méximo lo alcanza en el centro y vale

T =

[SCRIFE

34+2v Qs
Tmas = ——————
21+ w) A

Para v = 0, 3 (el valor que tiene el coeficiente de Poisson para los aceros de construc-
cién) es T,... = 1,385Q5/A, mientras que la formula aproximada da 7,,,, = 1,333Q5/A.
El error cometido, pues, al utilizar esta ltima es 3,25%, error que sin duda es superado
por no ser el material perfectamente eléstico, etc.
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5.4 Secciones abiertas de paredes delgadas

La expresion de las tensiones tangenciales deducida para el caso de secciones macizas
es tal como se advirtié, solamente aproximada. No sucede lo mismo para el caso
de secciones de paredes delgadas, en donde es posible obtener de forma correcta la
distribucion de tensiones tangenciales producida por un esfuerzo cortante actuando en
la seccion.

5.4.1 Cortante actuando en un eje principal de inercia de la seccién

Sea nuevamente una seccién cualquiera (Fig. 5.7) en la que Gx,, Gz; son ejes
principales de inercia y actia un esfuerzo cortante @5 en la direcciéon Gz;. A diferencia
de la seccién de la figura 5.1, se trata ahora de una seccién (y rebanada diferencial)
de paredes delgadas, abierta, en la que el espesor e (variable dentro de la seccién) es
mucho menor que las dimensiones de dicha seccion.

&3

Fig. 5.7. Tensiones tangenciales en una seccion abierta de paredes del-
gadas

En la anterior seccion es posible definir en la linea media una nueva coordenada de
longitud £ (ver Fig. 5.7). Siidealmente se separa nuevamente la parte A1l de la parte A2
mediante un plano perpendicular a la seccién y a la linea media de la misma, aparecera
en los labios de dicha separacion una fuerza dF' cuyo valor viene dado por 5.6. Al ser la
seccion de paredes delgadas es razonable suponer ahora que las tensiones tangenciales
seran constantes en todo el espesor y de valor

dF Q3mes

T = —% = eI2 (515)
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siendo en este caso

3 3
Moy = / T, dA = / rse d€ (5.16)
0 0

siendo en general el espesor e una funcion de &.

De acuerdo con lo visto en el Capitulo 1, deben existir también unas tensiones
tangenciales en el interior de la seccién y paralelas a la linea media de la misma y cuyo
valor viene dado por 5.15.

Al producto ¢ = Te = —Qsm., /1, se le denomina flujo de tensiones tangenciales.

Notese que de acuerdo con la expresion 5.15 las tensiones tangenciales positivas
coinciden con el sentido de las £ crecientes.

5.4.2 Distribucién de tensiones tangenciales para distintos tipos de secciones

5.4.2.1 Seccién en U

Considérese la seccién en U que se indica en la figura 5.8, en la que actta un esfuerzo
cortante (s ascendente. Sean:

I,: momento de inercia de la seccién respecto al eje Gx,.
e; y e,: espesores de las alas y del alma, respectivamente.

B !
T P a
€ - g
| : 1
€ X3
i ?
2h ‘ G ;2
|
CL — JP
)

| b
!
a)

Fig. 5.8 Obtencion de las tensiones tangenciales en una seccion en U



164 Resistencia de Materiales y Estructuras

Para calcular las tensiones tangenciales en un punto del ala superior y situado a una
distancia & de A, se utiliza la expresién 5.15

_ Q3m62

= 5.17
T oL, (5.17)
En este caso, e = e; y m., = e; h £, por lo que, sustituyendo en la expresiéon anterior
sh
T3 = —Qf 3 (5.18)
2

Como se observa, la distribucion de tensiones tangenciales crece linealmente desde
un valor nulo en A hasta el punto B, en que alcanza un valor igual a Qshbd/I, (Fig. 5.9).

Fig. 5.9 Distribucion y flujo de tensiones tangenciales en una seccion en U
cuando actia un esfuerzo cortante vertical ascendente

Para obtener la distribuciéon de tensiones tangenciales en el alma BC', se puede
utilizar la misma coordenada local &, o bien, definir una nueva a partir de B. Esto
ultimo es lo que se hard aqui, por lo que

Mey = €, bh + e, (h — g) £ (5.19)
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y sustituyendo en 5.15
76 = 9 { bh + (h g) g] (5.20)
2

La distribucién anterior es parabdlica y el valor maximo se produce en el centro del
alma y tiene un valor igual a

h2
one = =2 (Zon ) (5.21)

Como puede observarse, a partir de 5.18 y 5.20, las tensiones tangenciales en B de
las paredes BC' y BA no son iguales

ol =— %bh (5.22a)

7'B|g =

Q3 bh— (5.22b)

€2

Lo que si se cumple es la igualdad de los flujos de tensiones tangenciales en B, es
decir

Psls = - %bhel (5.23a)
3

Puly =— %bhel (5.23b)
2

Las tensiones tangenciales en C'D se determinan de la misma forma. En la figura 5.9
puede verse representada la distribucién de tensiones tangenciales en toda la seccién.

5.4.2.2 Seccién doble T

Considérese la secciéon doble T' de la figura 5.10, en la cual se pretende determinar
la distribucién de tensiones tangenciales cuando actia un esfuerzo cortante vertical
ascendente Q.

Sea I, el momento de inercia de la seccién respecto al eje Gz, v e; y e, los espesores
de las alas y del alma, respectivamente (normalmente e, < e;).

A partir de la expresién 5.15, se determina la distribucién de tensiones tangenciales
en las alas:

Q3me2
B _xX = 5.24
ol = - (5.24)
donde
Mey = € hé
es decir 0
7|8 = —22he (5.25a)
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X31
) °_|B , B
12 [T B K @ ZN
— - FJ
3 | g
)
- b)
2h G%—X—z
|
‘ C

Fig. 5.10 Seccion doble T

y analogamente

o5, = —%hg (5.250)

ambas distribuciones son lineales con valor nulo en los extremos y méximo en el punto

B

Qs, b
Tals =Telh = _Tzh§ (5.26)
Para hallar la tensién tangencial en un punto cualquiera del alma BC, se determina
el valor del momento estdtico del trozo de pieza representado en la figura 5.10b

Mey = €,bh + e, (h — g) £ (5.27)
valor que sustituido en 5.15
7L (r=3)
O =—""|—0bh h—= 5.28
g = =% St (h-3) ¢ (5.28)
Esta distribucion es parabdlica con valor maximo en el punto medio de BC
Qs <€1 h2>
s =—— | —bh+ — 5.29
Trmaz _[2 e, + 2 ( )
el valor en el punto B serda
o5 = Sy, (5.30)

I, e,
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Si
hb
b5l =eiTs|y = —%361 (5.31a)
2
hb
bpla =erTs|] = _%361 (5.31b)
2
c_ o Qs
¢5l5 =e€s75lp = _Thbel (5.31¢)
2

puede comprobarse la conservacién de los flujos en el punto B

$5l4 + dsl% = dolp (5.32)

En la figura 5.11 puede verse representada la distribucién de tensiones tangenciales
obtenida anteriormente.

Fig. 5.11 Distribucion y flujo de tensiones tangenciales en una seccion doble T

5.4.2.3 Secciones unicelulares cerradas con un eje de simetria

Si el esfuerzo cortante actiia sobre un eje de simetria, que se supondra vertical, por
razon de simetria la tensiéon cortante, en los puntos de interseccion de este eje con la
seccion, sera nula.
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Segin lo dicho, la tensién cortante en la seccién de la figura 5.12 en aa’ y cc’ serd
nula. En un punto cualquiera bb’ la tensién cortante serd tangente a la fibra media y
su valor serd 7 = —Qsm., /e, siendo m., el momento estético, respecto a Gz, de la
parte sombreada aa’ bb'.

Considérese como ejemplo la seccion de la figura 5.12b.

En la viga cajon de la figura 5.12b, el valor de las tensiones cortantes serd el que se
indica en el grafico de la misma figura. Si se supone el espesor constante, la tensién
cortante en ab’ serd practicamente igual que en b'b”, siendo ligeramente superior en
este ultimo. El sentido de las tensiones cortantes puede determinarse de acuerdo con
lo comentado en el apartado 5.4.1.

En la seccién anular de la figura 5.13, el médulo de la tensién cortante en la seccion
genérica bb' vale

Qs sinf
= meR

En el grafico de la figura 5.13 se indica el sentido de @5 asi como el de las tensiones
cortantes.

Pardbola | |

Fig. 5.12 Seccion tubular de pequeno espesor
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Fig. 5.13. Seccion tubular sometida a un esfuerzo cortante

5.4.3 Cortante esviado

a) Primer procedimiento

Cuando el esfuerzo cortante ) actia en un plano cualquiera (Fig. 5.14) es siempre
posible descomponerlo en sus componentes sobre los ejes principales de inercia GZ,, GZ3,
quedando

Q. = Qcosa (5.33a)
Q; = Qsina (5.33b)

Las tensiones tangenciales en cada punto serdn las debidas a @2 v a @3, por lo que,
de acuerdo con 5.15, se tendra

m xR Mz . m
T = —QSAeQ — QQAe?’ = —Q —Zsina 4+ —= cosa (5.34)
6[2 613 € -[2 I3

siendo en este caso

.2 =momento estatico respecto al eje G, de la parte de la seccién considerada
.3 =momento estatico respecto al eje Gx; de la parte de la seccién considerada
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Y

o>
N

Fig. 5.14 Descomposicion del esfuerzo cortante en sus componentes sobre cada
uno de los ejes principales

Los momentos de inercia I, y I3 son los principales de la seccién.
Asimismo el flujo de tensiones tangenciales valdra

meS Meo

ﬁFLeS me? : i i
=717e=—-Q|—=cosa+ —=sina | =—-Q | = + = 5.35
¢ ( I, I > <I3/cosa L/sinoz) (5.35)

b) Segundo procedimiento

Al igual que se hizo al determinar la distribucién de tensiones normales en el caso
de la flexién, es posible también determinar directamente las tensiones tangenciales
cuando los ejes x, y x5 son cualesquiera y actiia un esfuerzo cortante ), y un esfuerzo
cortante ()5 en cada uno de los ejes. Para ello, a partir de las ecuaciones 5.3 a 5.6, la
fuerza desequilibrada dF' debida a la variacion del momento flector valdra

dF = — / dodA (5.36)
Al

y sustituyendo en la expresién anterior el valor de la tensién normal o dado por (4.37)
se tiene

1

dF = ————
IQIS - .[223

de2/(x313 - $2[23) dA + de3 /(373[23 - IEQIQ) dA (5.37)

Al Al
y teniendo en cuenta que, de acuerdo con lo visto anteriormente,

dF = Teds (5.38)
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la expresion 5.37 se transforma en

1 [am M
TE = — I.I. — I2 dsf2 /(1'313 - 172.[23) dA + ﬁ/(%glﬁ — 1,‘212) dA
243 23 b S
— ! I I I I _ (5.39)
= — m Qs(Is Moy — Loy Meg) — Qo(Log My — I meg)| =
1

~ 77 _ 12 |:(Q3[3 - Q2[23)m52 + (_Qs Is + Q, Iz>m63:|
IQIS - I223

expresiéon que proporciona la distribucién de las tensiones tangenciales en ejes cua-
lesquiera. Como es de esperar 5.39 coincide con 5.34 para el caso en que I,; = 0y

Q. =Qcosay @; = Qsina.
¢) Tercer procedimiento: estudio directo del cortante esviado

Supéngase una pieza cuya seccién recta en el punto s = s, estd sometida a un
momento flector M; y a un esfuerzo cortante (Fig. 5.15a. El cortante no se dibuja en
la figura). En el punto s = s, + ds actuard un momento flector M; + dM; y también
en esfuerzo cortante (Fig. 5.15b). Es claro, a partir de la ecuacién 2.10b de equilibrio
interno, que el esfuerzo cortante @) debe ser perpendicular al vector dM; (Fig. 5.15¢)
y tal que se verifique Q = dM;/ds.

Sea por lo tanto una seccién en la que actie un esfuerzo cortante @, el cual lleva
asociado un momento flector, diferencial, de valor dM;. Dicho diferencial de momento
tendrd la traza mm’ (Fig. 5.15¢) y le corresponderd una fibra neutra nn’ de acuerdo
con lo estudiado en el Capitulo 4. El esfuerzo cortante estard contenido en la traza
mm/.

Para determinar las tensiones tangenciales que produce este esfuerzo, en la figura
5.16 se representa una rebanada de espesor ds. Si Al es una parte cualquiera de la
seccidn, sobre ella actian unas tensiones normales producidas por dM; cuya resultante
vale

nn’ nn! /

Al Al nn

dM dM dM
alF:/doalA:/Ifycos@dA:,ff/yeal{z,ffm6 (5.40)
Al

en donde, como se sabe, m. es el momento estdtico de Al respecto a nn', I, =
I, /cosf ey es la distancia de un punto de la seccién a la fibra neutra nn’.
La fuerza dF tiene que equilibrarse con unas tensiones tangenciales 7 de forma que

M
reds=—dF = =L m, (5.41)
Inn’
es decir, que el flujo de tensiones tangenciales valdra
Qm.

Te = (5.42)

Inn’
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s=s,t+ds

a) b) ¢)

Fig. 5.16 Tensiones tangenciales en una seccion abierta de paredes delgadas.
Estudio directo

expresién que proporciona la distribuciéon de tensiones tangenciales en cualquier punto
de la seccién.
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& Problema Resuelto P5.1 Hallar la distribucidn de tensiones cortantes cuando en la
seccion representada en la figura P5.1.1 actia un cortante @ que forma 30° con la vertical.

X3

10 cm f
1,5011'11': _— ——] ——

§7Q 925cm |10cm

7 E
A=47 cm’
4
I,=2.981,93 cm | 9.25¢m |10 em
I,=858,92 cm*

I,,=-1.248,75 cm*
s

N, Q

Fig. P5.1.1 Seccion correspondiente al problema resuelto P5.1

Solucion

Este problema se va a resolver utilizando los tres procedimientos desarrollados anterior-
mente:

a) Resolucion en ejes principales

Se determinan, en primer lugar, los ejes principales de inercia de la seccién(Fig. P5.1.2).

21, —9 %1 248,75
e = T, T 858,92 —-2981,93
a = 24,82

y los momentos de inercia segtiin los ejes principales

~

I, =I,cos’ a + I, sin® o — I,, sin 2ac =
=2 981,93 cos® 24,82 + 858,92 sin® 24,82 + 1 248,75 sin(2 x 24,82) =
—3 559,38 cm*

~

I, =I,sin” o + I, cos®> o — I,, sin 2a0 =
=2 981,93 sin® 24,82 + 858,92 cos® 24,82 — 1 248,75 sin(2 x 24,82) =
=281,47 cm*

El esfuerzo cortante () se descompone segun los ejes principales.
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X3

o=24,82°

X2

Fig. P5.1.2 Ejes principales de inercia

Gy,
522cm 4,28 cm

s

/ B=60-24,82=35,18°

Fig. P5.1.8 Descomposicion del esfuerzo cortante segin los ejes princi-
pales de inercia

De acuerdo con 5.35 el flujo de tensiones tangenciales valdra

meS ’fr\leZ
qs:Te:—Q — + — =
I, /cosB I, /sinf

_ Q meB + ﬁle2 _ —Q T/ﬁ»eg + T?leQ
B 281,47/ cos 35,18 3 559,38/sin35,18 | 344,38 6 177,9
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\ V&
\

Fig. P5.1.4 Determinacion de las coordenadas T

Determinacion de los momentos estdticos m., referidos al eje principal GT,

Las coordenadas Z3(§) de los centros de gravedad de los distintos tramos de la seccién
valdran (Fig. P5.1.4):

75(6)]% = 12,383 — 0,2099 &

2.(6)|S = 8,396 — 0,4538 ¢

/x\;z(g)lg = (87 396 + 0, 2099 f)
Por lo que los momentos estaticos m., se escriben
M5 =1,5€87,(§) =1,5 & (12,383 —0,2093 &) = 18,575 £ — 0,314 &

~

Mea

¢ =1,5x 9,5(12,383 — 0,2099 x 9,5) + & (8,396 — 0, 4538 £) =
= 148,04 + 8,396 & — 0, 4583 ¢£2

Mo|2 = 148,04 + 8,396(2 x 9,25) — 0,4538(2 x 9, 25)*—
— 1,5 € (8,396 40,2099 &) = 148,04 — 12,594 £ — 0, 3149 &
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X3 ‘

&

A
T \u

Fig. P5.1.5 Determinacion de las coordenadas @,

Determinacion de los momentos estdticos m., referidos al eje principal GT,

Las coordenadas 7,(&) de los distintos puntos medios valdran (Fig. P5.1.5)
(8|3 = — 4,738 40,4538 &

z,()|5 = 3,885 —0,2099 £

Z,(€)|0 = — 3,885 +0,4538 &

Por lo que los momentos estaticos m,; se escriben

M| = 1,5 € T,(6)=1,5 £(—4,738 40,4538 £) = —7,107 £ + 0,6807 £*

~

Mes

© = 7,107 x 9,5+ 0, 6807 x 9,52 + £(3,885 — 0, 2099 &) =
= — 6,083 + 3,885 £ — 0, 2099 £?

Mes|2 = — 6,083 + 3,885 x 2 x 9,25 — 0,2099(2 x 9, 25)*+
+1,5 £(—3,885 40,4538 &) = —6,083 — 5,828 & + 0, 6807 &
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Las leyes de tensiones tangenciales valdran

)P = Q —7,107 £+ 0,6807 & 18,575 & — 0,314€2]
A 1,5 x 344, 38 1,5 % 6177,9 B
=—Q(—0,011754 & +0,0012838 &) = %(11, 754 & —1,2838 £?)

—6,083+3,885 £ — 0,2099 £2 148, 04+8,396 £ — 0, 4583 £2
"= | ¢ e, ¢ ]

344, 38 6177,9
:%QOO[—& 3—12,64 £ 40,6837 &)
O =0 {—6,083—5, 828 £+0,6807 ¢* 148,04 — 12,594 £-0,3149 52}
1,5 x 344,38 1,5 x 6177,9
:%QOO(—ZL, 24+ 12,641 £ — 1,284 £2)

b) Cdlculo en ejes cualesquiera

Los momentos estaticos respecto a los ejes Gx,, Gx; valdran

Meo| = 9,25 x 1,5 € = 13,875 &

Mes|S = 13,875 x 9,5 + (9,25 — g) €=131,8125+9,25 & — %
Me,|2 = 131,8125 — 9,25 x 1,5 € = 131,8125 — 13,875 ¢
m€3|§_—1,5§(9,5—§) = 14,25 £ +0,75 &

Mas|S = — (14,25 € +0,756%)e—g 5 = —67, 6875
Mes|2 = — 67,6875+ 1,5 £2/2 == —67,6875 + 0,75 £

por otro lado, llamando
A=LI,— I, = 858,92 x 2 981,93 — (1 248,75)* = 1 001 862,753 cm®
Descomponiendo @ segun los ejes Gz, y Gz, resulta

Q; = Qcos30=0,866 Q

Q.= Qsin30=0,5Q
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Se obtendra la ley de tensiones tangenciales:

i =—1 652A [(0,866 x 858,92 40,5 x 1 248,75) m..+

+ (0,866 x 1 248,754 0,5 x 2 981,93) mgg_} =

- 1,C§A [1 368,2 x 13,875 & 4+ 2 572,38(—14,25 £ + 0,75 52)} =
=— LC;A[—N 672,64 & +1 929, 295} 15200(11 76 & —1,2838 &)
7S = i[l 368,2(131,8125 + 9,25 £ — 0,5 £2) — 2 572,38 x 67, 6875} =
— % { —6,2163 — 12,63 £ + 0, 6828 52}
7|2 e [1 368,2(131,8125 — 13,875 &) + 2 572, 38(—67, 6875 + 0,75 gz)} =
— i — 4,144 +12,63 € — 1,284 52]

¢) Cdlculo directo del cortante (Fig. P5.1.6)

El dngulo que forma la fibra neutra con el vector momento dM, viene dado por

I
tanf = — —
y por tanto
in(—2 in(—2
I.—_1 sin( 2>< 30) v sin( 2>< 30) Iy cos(—2 x 30) =

1
=—0,433(2 981,93 — 858,92) — 1 248,75 3= —1 543,665 cm*

I, = I;c08’(—30) + I, sin*(—30) 4 I, sin(—2 x 30) =
= — 858,92 cos®(—30) + 2 981,93 sin*(—30)—
1 248, 75 sin(—60) = 2 471,12 em®

por lo que sustituyendo

1 543,665 s

cos 8 = cos32 =0,84812

|8=30+32=62°
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X3‘

s/

| —

N\ oo

o X2
0
: NPt B=62°
/ % 0=32°
" %

WS

Fig. P5.1.6 Estudio directo del cortante de la seccion

Ademas

wnt = — I3 sin®(—62) + I, cos®(—62) — I,z sin(—2 x 62) =

— 858, 925sin*(—62) + 2 981,93 cos*(—62) — 1 248, 75 sin(124) =
= 291,58 cm*

291, 58
I, =1,,/cosd= :

_ 4
0.84812 _ o138 em

e Momentos estdticos

De acuerdo con la figura P5.1.7 las coordenadas de los distintos puntos medios valdrén

Y(IF =—vo + gcos28 = —4,044 40,4415 ¢
y(6)|S = 4,343 — 0,2347 ¢
y(&)|2 = — 4,343 +0,4415 ¢

Por lo que las tensiones tangenciales se escriben

el 1,5 x 343,8
Q

=—2 (11,76 £ — 1,2842 £
1000( ;76 & —1, &%)

HOE = @M _ [ 1,584,044+ 0,4415 ¢)

179
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\’
458 cm | 4,92 cm

"] 90-62=28°
Y

\ .
\

v

Fig. P5.1.7 Determinacion de coordenadas

g 2,141 + £(4,343 — 0,2347 €)
343,8
%( 6,23 — 12,63 £ + 0, 6827 £2)
P 2,141 4 (—4,343 + 0,4415 £)1,5 ¢
1,5 x 343,8
4,19 + 12 — 1,284
1000( 9+12,63 ¢ 84 ¢2)

Las expresiones de las tensiones tangenciales obtenidas utilizando los tres métodos estu-
diados son coincidentes (salvo pequetios errores de redondeo). En la figura P5.1.8 pueden
verse dibujadas las mencionadas leyes. Notese que los valores méaximos se alcanzan en
los puntos en que la fibra neutra corta a las paredes de la pieza.

5.5 Secciones cerradas de paredes delgadas unicelulares

En el caso de secciones cerradas, no es posible aplicar las férmulas deducidas ante-
riormente para determinar las tensiones tangenciales. Ello es debido a que no existe
ningin borde libre en el cual las tensiones tangenciales sean nulas. Se trata por tanto
de un problema hiperestatico que no puede resolverse exclusivamente por considera-
ciones de equilibrio, sino que es necesario establecer condiciones de compatibilidad de
movimientos.
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26,92 —— Q

e
Q
— 419 1000

e = -

4,58 cm

64,64 T000

%
%
%
%
%
%
%
%
%
\N

—— e

Q
419 1000 /*
623 -2
’ Q

1000
26,92 1000

Fig. P5.1.8 Distribucion de tensiones tangenciales

Para ello (Fig. 5.17) supéngase que en un punto cualquiera D de la seccién la tensién
tangencial existente en dicho punto vale 7,. Si idealmente se corta la pieza a lo largo
de una generatriz DD’, el flujo de tensiones tangenciales en cualquier punto valdra

p=r1e=(7"+T1)e (5.43)

siendo 7, las tensiones tangenciales en la seccién en el supuesto de que en el punto D
sean nulas (seccién abierta) y 7’ las tensiones tangenciales provocadas por la tensién
tangencial hiperestatica 7,. El flujo de tensiones tangenciales debidas a 7, es constante
en toda la celda, es decir

¢o = To€o = constante

por lo que las tensiones tangenciales en cada punto valdran

€o
T =T+ To—
e

siendo e, el espesor de la seccién en el punto de corte.
Por efecto de las tensiones tangenciales, los diferentes puntos de la seccién sufren

un desplazamiento relativo en la direccién de la generatriz de la pieza de valor (Fig.
5.17b)

ds = (€) dé = % d¢ = (T":C’ n Ta> d—é (5.44)
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—~ a)

Fig. 5.17 Deformacion de una seccion por efecto de las tensiones tangen-
ciales

El desplazamiento total entre ambos lados del corte valdra

5:%<t%+“>§ (5.45)

estando la integral extendida a toda la celda. Y puesto que el anterior desplazamiento
debe ser nulo

B To€o % B ﬁ Tad&
0—]{(6 +Ta>G—TOe(,7{eG+% G (5.46)
por lo que
Tod§
Ty = — %%g (5.47)
“¥ea

y en el caso en que el médulo de elasticidad transversal sea constante en todos los
puntos de la seccién

(5.48)

Esta expresion proporciona el valor de la tension tangencial hiperestatica 7,. A partir
de 5.43 se puede determinar tanto el flujo de las tensiones tangenciales totales como el
valor de dichas tensiones.
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5.6 Secciones multicelulares de paredes delgadas

La distribucién de tensiones tangenciales en secciones multicelulares de paredes del-
gadas constituye una generalizacién del caso anterior en que se trataban secciones
unicelulares, pero con la peculiaridad de disponer de un ntimero maés elevado de incég-
nitas hiperestaticas.

Supdngase una seccién cualquiera (Fig. 5.18) compuesta por n celdas 1,2---i---j
---n, y supongase también que a efectos de determinar las tensiones tangenciales se
realizan n cortes (uno por celda) en los puntos D;, de forma que la seccién se convierta
en una seccién abierta. En cada uno de dichos cortes la tension tangencial hiperestatica
valdrd 7. Debido a dicha tensién tangencial y a las tensiones tangenciales correspon-
dientes a la seccién abierta, el flujo de tensiones tangenciales en la celda i valdra

61 = 67 + & (5:49)

siendo

¢! = 1i'e : Flujo de tensiones tangenciales en cada punto de la celda ¢ de la seccién
abierta. Toma el valor nulo en D;.
¢; = 17e : Flujo de tensiones tangenciales en cada punto de la celda i debido a la
tensién tangencial hiperestdtica 7. Dicho flujo debe ser constante en toda la celda.
e : espesor de la seccién en cada punto de la celda (en general variable).

Fig. 5.18 a) Seccidn multicelular de paredes delgadas
b) Lineas medias

El flujo total de tensiones tangenciales en cada celda sera el expresado en 5.49 mas
el debido a la contribucion de las tensiones tangenciales hiperestaticas de las celdas
adyacentes a la considerada.
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El movimiento relativo entre ambos labios del corte D; debe ser nulo, es decir
ot 48 o 48
0= fﬁ“ f¢ f@ /%
/@ /@n /ﬁj (550

en donde ik, il,im,ij hacen referencia a la pared comun entre las celdas i y k, i y [, @
y m, 1y j, respectivamente.

Llamando
d d
fi= ot au=-[2
' e e

ik
1 /<
Qi = P — Oim, = — | —
1 m
d§ d§
Oéij:—/? ail:_/?
ij il
La expresion 5.50 se escribe
Qii &7 + ij @5 + ik G + Qi by, + iy &) + B =0 (5.51)

La ecuacion anterior puede escribirse para cada una de las celdas de la seccién, por
lo que se llega al sistema de ecuaciones

a11¢(1) + 0412¢(2) +---+ Ozm¢2 + B =0
0121¢$ + a22¢; +---+ a2n¢$1 + ﬁ2 =0

anlgbtlj + an2¢)<2) + e + annqsz + /Bn :0 (552)

El sistema de ecuaciones anterior tiene como incégnitas los flujos correctores ¢ - - - ¢,

Una vez obtenidos los flujos correctores, los flujos de tensiones tangenciales en cada
una de las paredes de la seccién serdan la suma del flujo correspondiente a la seccién
abierta mas la suma de los flujos correctores correspondientes a las dos celdas a la que
pertenece dicha pared. Asi, por ejemplo, para la pared que separa la celda i de la k, el
flujo de tensiones tangenciales valdra:

d)ik: ?k+¢f+¢2

haciendo referencia el superindice a al flujo de tensiones tangenciales correspondiente
a la seccion abierta.
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& Problema Resuelto P5.2 Determinar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion que se acota a la Figura P5.2.1 cuando actua un esfuerzo cortante vertical ascen-
dente de valor 100 kN. Se conocen:

Espesor alas : 1,5 cm
Espesor almas : 0,8 cm
I, =48 937,5 cm*

e=1,5cm
30 cm 0,8 cm 4 1Q2=100 KN
20 cm 40 cm J
!

Fig. P5.2.1 Seccion bicelular sometida a esfuerzo cortante

Solucion

Al existir dos celdas, la seccion serd dos veces hiperestatica, por lo que para determinar
la distribucién de tensiones tangenciales serd preciso realizar dos cortes, uno por celda.
En la figura P5.2.2 puede verse que los cortes se han situado en los puntos medios de
AB y de BC, en donde se tendran unos flujos hiperestédticos de tensiones tangenciales
de valor ¢7 y ¢5 respectivamente.

I T

Fig. P5.2.2 Seccion bicelular abierta
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El flujo de tensiones tangenciales en la seccién abierta valdra:

Qymes|? 100 _
alA _ R _ _ 1 15=—-4 10
o4 T 180375 ,Bx Ex15 ,598 x 1072¢
Qsmea|? 100 £
ap _ _ A 1,5 x 10 x 15+ 0,8 £(15 — 2)] =
1% T, 18 937,510 X 10X 15+ 0.8 £(15 = 5)]
=—2,043 x 107°[225 + 0,8 £(15 — £/2)]
E
¢ = — Qm[i% = —4,598 x 107%(10 — &)
2
B
P 7623”;62‘0 = —4,598 x 107%¢
2
Q3m62‘E 100
B _ _ Bo_ _ 1,5 % 30 x 15+ 0,8 £(15 — £/2)] =
¢"le L B o375 10 X 30X 15 +0.8 15 -¢/2)
= —2,043 x 10°[675 + 0,8 £(1,5 — £/2)] =
S
oS = — QB%U;‘B = —4,598 x 107%¢

C
P%S = — Qumeals _ —4,598 x 107*¢

I,
F
$°|S = — Q‘“’”;iz‘c = —2,043 x 107°[450 x 0,8 £(15 — £/2)]
2
E
%2 = — L”}”‘F = —4,598 x 107%(20 — &)
2

Este flujo de tensiones tangenciales de la seccién abierta puede verse representado en
la figura P5.2.3a. Asimismo en la Figura P5.2.3b puede verse representado el flujo de
tensiones tangenciales debido a los flujos hiperestaticos.

Se imponen seguidamente las condiciones 5.50, es decir, que los desplazamientos relativos
de los labios del corte en R y S sean nulos, es decir

L fpperds L [ oadE L[ odE 1 [, dE
Oiaj{(bgt;in(ﬁ e +G7§¢1 e G BEd)l e

2
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0,9196 0,9196
0,4598 0,4598

0,4598 0,9196

0,6435 1,1035
0,4598 0,9196
1,3793
0,4598 0,4598
0,9196 0,9196
a) Unidades en

kN/cm
= I 9 f
‘ o EE ‘ o o 0'
¢ = N 2
| —HH f
= L

b)

P5.2.3 Flujos de tensiones tangenciales: a) Flujo de la seccidn abierta.
b) Flujos hiperestdticos

Sustituyendo por los valores obtenidos y prescindiendo del médulo G

10 30
d | d
0=_ /4,598 X 10-%¢ 155 - /2,043 % 10~ [225—1—078 £(15 —5/2)} 02—
0 ’ 0] ’
20 30
L d¢ s d¢
— [4,598 x 107210~ &) <=+ [ 2,043 % 107|675+ 0,8 (15— £/2)| -+
0 ’ 0 ’
i de 20 30 20 30 30
4 1 —2 o - _ o
+/ 598X 1076 o 4 0 {1,5+0,8+1,5+0,8} % 08

0
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20 30

d

0=— /4,598 x 10—2g1§5 - /2,043 x 1072 [675 + 0,8 £(15 — £/2)]
0 ’ 0]
40 30

+/4,598 x 1072(20 — &) 1d§5 +/2,043 x 107 [450 4 0,8 £(15 — £/2)]

20
dé 0 30 40 30 30
4,598 x 10~ ol 20 _ 40
+/ X 51,5+¢2[1,5+0,8+1,5+0,8 08
0

d§
0,8

+

3
0,8

+

es decir
{ 34,476 + 101,667 ¢7 — 37,5 ¢7 =0

— 17,238 — 37,5 ¢ + 128,33 ¢S =0
Resolviendo el sistema de ecuaciones

¢° = —0,3245 $2 = 0,0395

Obtenidos estos flujos hiperestéticos, se corrigen los flujos correspondientes a la seccién
abierta, resultando

G2 = — 4,598 x 1072¢ + (—0,3245) = —0, 3245 — 4,598 x 10%¢
G|° =—2,043 x 107% [225 + 0,8 £ (15 — £/2)] + (—0, 3245) =
= —0,7842 — 1,6344 x 107¢ (15 — £/2)
B|% = — 4,598 x 1072(10 — &) + (=0, 3245) =
=—0,7843 + 4,598 x 1072¢
6|7 = — 4,598 x 1072¢ — (—0,3245) = —4,598 x 1072 + 0, 3245
¢7|E = — 2,043 x 10°[675+0,8 £(15 — £/2)]4(0, 3245 — 0,0395) =
= — 1,015 — 1,6344 x 107%¢ (15— £/2)
6|5 = — 4,598 x 1072€ + 0, 0395
6|9 = — 4,598 x 1072¢ — 0,0395
B¢ =—2,043 x 107° [450 + 0,8 ¢ (15 — £/2)] — 0,0395 =
= —0,9580 — 1,6344 x 10~ £ (15 — £/2)
¢%" =— 4,598 x 107%(20 — £)— 0,0395= —0,9591+4,598 x 10~2¢

En la figura P5.2.4 puede verse la distribucién del flujo de tensiones tangenciales en
la seccién. Asimismo dividiendo los flujos de tensiones tangenciales por el espesor, se
determina la distribuciéon de tensiones tangenciales.

Es interesante senalar, en primer lugar, que el sentido de los flujos es con referencia al
eje local £ de la figura P5.2.2. De esta forma, se entiende que la expresién del flujo en
S tenga distinto signo, segun se considere que dicho punto pertenece a SB o a SC. En
segundo lugar, es importante observar que en cada nudo la suma de flujos en direcciéon
x, (eje de la pieza) vale cero. Sea, por ejemplo, el nudo E (Fig. P5.2.5). La suma de
flujos vale —0,1359 — 0,8801 + 1,015 = 0.
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0.8801
0,7843 0,1358 1,015 0,9591
0,9682 0,7843 1,143
0,7843 01358 1015 0.9591
Unidades en
0.8801 KN/em

Fig. P5.2.4 Flujo de tensiones tangenciales

1,015//

—-0,1359-0,8801+1,015=0

s 7

—-0,1359 —-0,8801

Fig. P5.2.5 Flujo de tensiones tangenciales en E

5.7 Centro de esfuerzos cortantes

En los apartados anteriores se ha realizado la suposicion de que el esfuerzo cortante
pasa por el centro de gravedad de la seccién. De hecho el esfuerzo cortante puede des-
plazarse de forma arbitraria paralelamente a si mismo dentro del plano de la seccién sin
que cambien los momentos flectores ni, por tanto, tampoco la distribucién de tensiones
tangenciales halladas.

La resultante de las anteriores tensiones tangenciales segin los ejes locales de la
seccién x, y x3 son iguales a los esfuerzos cortantes (,, @5 aplicados. No ocurre,
sin embargo, lo mismo con el equilibrio de momentos. De hecho, el momento de las
tensiones tangenciales respecto a un punto cualquiera P puede no coincidir con el
momento de los esfuerzos cortantes respecto al mismo punto. El objetivo de esta seccién
es obtener un punto C dentro de la seccién tal que, si los esfuerzos cortantes pasan por
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dicho punto, se cumpla el equilibrio de momentos. A tal punto C' se le denomina centro
de esfuerzos cortantes. Para su obtencion se separara el caso de seccién abierta del de
seccion cerrada.

XS‘

Fig. 5.19 Centro de esfuerzos cortantes

5.7.1 Centro de esfuerzos cortantes en secciones abiertas

Para determinarlo, supéngase una seccién cualquiera de paredes delgadas que, en
principio, como queda dicho, se supondréd abierta (Fig. 5.19) y en la que actiia un
esfuerzo cortante (J; que pasa por el centro de esfuerzos cortantes C'. Sean x,. y s,
las coordenadas (por el momento desconocidas) del centro de esfuerzos. Dicho esfuerzo
cortante (); producird una distribucién de tensiones tangenciales obtenida a partir de
la expresién 5.39

Qs

T e(LL —I2)

En un punto cualquiera B de la seccion, sea t el vector unitario tangente a la fibra
media de la seccién y r el vector de posiciéon de dicho punto. El momento respecto al
punto G de todas las tensiones tangenciales vendra dado por

Mf"teI:%Terxtdfz—%IIQSp(I3m62—I23m63)r><td§:
243 7 fa3

(Ismey — Tozmes) (5.53)

Q (5.54)
:—I21—3_31—223{Igfmezrxtdf—l%fme‘grxtdg}
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y si se denomina
[y =€ - fmegr X t d€ (5.55a)

s =€ - ]{megr X t d€ (5.55b)

Nétese que el producto e, - (r x t) d es el doble del diferencial de area dw. barrida
por el radio vector r al recorrer la seccién (ver Fig. 5.20). Las expresiones 5.55 también
se pueden escribir

,LLQ — 2 f Mo de - 2IQwG (556@)

15 :2?{m63 dwg = 21,,¢ (5.56b)

siendo

Ly :fmﬁ dwg = —%wc x5 e d§
Le :%meB dwg = —j{wc T,y e df

los productos sectoriales de inercia de la seccion.
A las magnitudes p, y s se les denomina momentos de alabeo de la seccion.

Fig. 5.20 Diferencial de drea sectorial

La expresion 5.54 se puede escribir

I Ho — I Hs3
IQIB - 1223

El momento del esfuerzo cortante Q)5 respecto al punto G valdra

Mi™ = —Q, (5.57)

M = Q3 s, (5.58)
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por lo que igualando 5.57 a 5.58 se obtiene finalmente la coordenada x,. del centro de
esfuerzos cortantes

_IBMQ - I23M3
I2I3 - _[223

Para obtener la coordenada xs;. se procede de forma andloga, situando en C' un
esfuerzo cortante (), y realizando el equilibrio de momentos respecto a G. De esta
forma se obtiene

ch =

(5.59)

_123,U2 - IQ,Us
LI, — I2,

Las expresiones 5.59 y 5.60 proporcionan las coordenadas y, por tanto, la localizacion
del centro de esfuerzos cortantes en una seccion abierta.

Notese que la eleccion del centro de gravedad G como punto respecto al cual se
toman momentos es arbitraria. En general, dichos momentos pueden tomarse respecto
a un punto cualquiera.

(5.60)

T3e =

& Problema resuelto P5.3 Determinar el centro de esfuerzos cortantes de la seccidn en
U del Apartado 5.4.2.1.

Solucion

Por cuestiones de simetria, el centro de esfuerzos cortantes debe estar situado en el eje
Gz,, por lo que tnicamente serd necesario hallar la coordenada z,.. Ademas, dado que
I,; = 0, la expresion 5.59 queda

2
LToe = — 5

I,
La distribucién de momentos estéticos vale (ver Fig. P5.3.1)

Meo|s =€, Eh
Meo g =e,bh +e, & (h - 5/2)
Mea|o =e;bh —e, Eh

Por otro lado, el producto vectorial r x t vale

rxt|i=he (e; vector unitario en direccién )
rxt|S =z, e

rxtll=he,

Es decir
b 2h b
78 :/elhfh d¢ + /[elbh + e§(h —&/2)]x,, d€ + /(elbh — e, Eh)h dE =

2
=e,b°h* + x,,(2e,bh° + gezhs) = e,b°h* + x,,1,
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B t A
] g
——¢ -—
/ é
X3 r
t
{ r
|
i
\ X2
|
|
— |
X
2g r

Fig. P5.3.1 Momentos estdticos

con lo cual

e.b’h? + x,,1, e.b’h? n
To. = — = — x
2¢ 12 12 29

lo que expresa que el centro de esfuerzos cortantes esta a la izquierda de G.

5.7.2 Centro de esfuerzos cortantes en secciones cerradas

Como se ha visto anteriormente, los flujos de tensiones tangenciales en un punto
cualquiera de una seccién cerrada son la suma de los correspondientes a la seccién
abierta mas unos flujos hiperestaticos para cada celda. Supdéngase que existen n celdas

y sea ¢¢ el flujo hiperestatico correspondiente a cada una de ellas. La expresién 5.57
se reescribird

, LIy, — I -
MY = Q2 12y gra, (5.61)
243 23 i=1
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siendo A; el area encerrada por cada una de las celdas. Por lo tanto, la coordenada x,,
del centro de esfuerzos cortantes valdré

Is/h 123M3
.= 5.62
e LI, — (5:62)
Andlogamente, la coordenada ;. se escrlblrzi
Lospio — Lopus QbO
=" _ 2N A, 5.63
i v kD Do) (5:63)

Evidentemente, los flujos ¢? de las expresiones 5.62 y 5.63 son distintos entre si.

& Problema resuelto P5.4 Determinar el centro de esfuerzos cortantes correspondientes
a la seccion cerrada del problema P5.2.

Solucion

Por razon de simetria, el centro de esfuerzos cortantes estd sobre el eje x,. Para de-
terminar su posicién, se tomaran momentos respecto al punto E (Fig. P5.4.1) de la
distribucién de tensiones cortantes de la seccién abierta obtenida en el problema resuelto
P5.2.

DTt E tTF

Fig. P5.4.1 Obtencion del centro de esfuerzos cortantes

Al ser el producto de inercia nulo, la expresién 5.62 queda reducida a

2 - o7
Ty, = —%4—2;& (Qs)
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Para obtener u,, se hallan previamente los productos vectoriales r x t para cada una de
las paredes

rxt|f=30e,
rxt|? =20e,

rxtlp=rxti=rxti=0

rxt|2=-30e,
rxt|i =30e,

rxt|{=-30e,
rxt|i=—40e,

De acuerdo con 5.55a

30

10
i :el-%mﬁrx ¢ dg:/22,5 €% 30 d§+/[225+0,8£ (15— g)}zo dét
10 20 20
+/22,5 & x (—30) d§+/22,5 & x 30 d£+/22,5§ x (—30) d¢+
30
+ /[450 +0,8¢ (15— g)](—40) d¢ = —441000
o
Por otra parte, dado que A; = 600 cm? y A, = 1200 cm?, se tendra
2
@° —0, 3245 0,0395
2y A, (=) =2|600 ———— + 1200 = —2,946
; L (Q3 w00 100 ’
por lo tanto, de acuerdo con 5.62
—441 000

— T 1 (—2.946) =

Zae 18 937.5 +(—2,946) = 6,07 cm

Lo cual indica que el centro de esfuerzos cortantes estd situado en el plano horizontal de
simetria y a una distancia hacia la derecha de la pared BE de 6,07 cm.

5.8 Secciones compuestas por varios materiales

La determinacion de la distribucién de tensiones en este tipo de secciones sigue
las mismas pautas previamente desarrolladas para secciones homogéneas. Supdéngase al
igual que en el capitulo anterior una seccién (que se supondra de paredes delgadas) cuyo
modulo de elasticidad en cada punto es funcién de las coordenadas x,, x;. Supdéngase
también que se fija un médulo de elasticidad de referencia E de tal forma que el médulo
de elasticidad en cada punto valga E(z,,z3) = nkE.
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A partir de la comun expresion 5.36 se sustituye el diferencial de tensién normal por
su valor en 4.57, obteniéndose

Te =

| M
[ 2 / (I — 2aI%) 1 dA +
Al

LI - (IR ds
M
d;3A(%g;—%gjndA}: (5.64)
1
1 * * * * * * * *
= T — (I* )2 [QS(I:s me, — Iz3 m 5) - Q2(123 me, — Iz med)]
243 23

+

con las nuevas notaciones para los momentos estaticos

m’, :/ n s dA = n s e d§ (5.65a)
Al Al

m’, :/ n x, dA = n T, e df (5.65b)
Al Al

La expresion 5.64 proporciona el flujo de tensiones tangenciales en una secciéon
abierta debida a un cortante cualquiera. En el caso en que la seccién fuera cerrada, la
obtencién de los correspondientes flujos sigue los mismos pasos previamente expuestos
en el apartado 5.6.

5.9 Energia de deformacion

Considérese al igual que en los apartados anteriores una seccién (que se supondrd
de paredes delgadas) en la que actia un esfuerzo cortante @3 actuando segun el eje
principal! Gz, y pasando por el centro de esfuerzos cortantes. La distribucién de
tensiones vendra dada por

ﬂ@——%zﬂ (5.66)

Asimismo, de acuerdo con la ley de Hooke, las anteriores tensiones tangenciales
produciran unas deformaciones tangenciales que se escriben:

T(é) Q3 meQ
= =— 5.67
(&) =4 e G 1L (5.67)
por lo que la energia de deformacién por unidad de volumen valdra
2 1 11 (Qs mes 2
W= 5r1©) =55 (02) (5.68)

1En el presente apartado, y dado que no existe confusién posible, se prescindira del gorro para
designar los ejes y variables asociados a los ejes principales
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e integrando en la seccién se obtendra la energia de deformacién por unidad de longitud

& 1 1l im,
Win/AT(f)’Y(ﬁ)dAfi Aa e? I2 e d§ =

_1Q3 1 mi,

=5 )G e d€ (5.69)

La expresion anterior puede también escribirse

AN 1
W= §Q3Vm (5.70)
siendo 7,, una deformacién media de la secciéon dada por
Qs
= et
T = EEA (5.71)

Al producto kA se le denomina seccion reducida de la seccién considerada, siendo k
un parametro dado por
k= 7@
= p—
Ap —2 d¢

A €

(5.72)

Como puede observarse, el pardmetro k definido por 5.72 es un parametro tnica-
mente geométrico que depende del tipo de seccion, sin depender del valor del esfuerzo
cortante. En el caso de seccién rectangular su valor es k = 5/6.

5.10 Ejercicios propuestos

& Ejercicio propuesto EP5.1 Hallar la distribucion de tensiones tangenciales en las dos
secciones de la figura, cuando actia un esfuerzo cortante de valor Q, vertical ascendente.

Valores de control:

- Seccién en U: Valor méximo de la tensién tangencial: 272,66 Q/I
- Seccién en T Valor mdximo de la tensién tangencial: 114,9 Q/I

& Ejercicio propuesto EP5.2 En la seccion de la figura, hallar:

a) Distribucién de tensiones tangenciales cuando actia un esfuerzo cortante vertical
ascendente de valor ().
b) Centro de esfuerzos cortantes
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1,4 cm
$ 1,3 cm
¢ C— —— =
| f
| f
f 30 cm ? 1 20 cm
41 cm ]! cm
| f
| f
f * 1l
LTI 10 cm 1 10 cm
9 cm
Fig. EP5.1
25 cm
e=1cm
50 cm
1 |cC
15 cm

35cm

Fig. EP5.2

Valores de control:

- Valor maximo de la tensién tangencial: 0,0201 @ (si @ se expresa en kN las unidades
son kN/cm?)

- El centro de esfuerzos cortantes estd situado 10,51 ¢m a la izquierda del punto C'y 18,9
cm por encima.



5 Tensiones producidas por el esfuerzo cortante 199

& Ejercicio propuesto EP5.3 En el centro de gravedad de la seccion de la figura EP5.3.1
actia un cortante ascendente Q). Hallar el valor de @, considerando que la tension tan-
gencial mdzima es de 240/+/3 M Pa.

e=2cm A
Q
1+ 1lcm lecm 4+ 35cm

2 cm

‘ B
18 cm 18 cm

T
Fig. EP5.3.1

Después de la aplicacién del cortante @, se suelda en el lado AB del perfil de la figura
EP5.3.1 una pieza de paredes delgadas cerrada, de seccién rectangular. Resulta la seccion
de la figura EP5.3.2. El material de las dos piezas es el mismo.

e=2cm
4+ 1cm 4+ 2cm lem 4+ 35 cm
2cm
18 cm 18 cm 36 cm
T T T
Fig. EP5.3.2

Una vez soldadas las dos piezas se libera la fuerza ). Hallar la distribucién final de
tensiones tangenciales (se prescindird de los efectos debidos al momento torsor).

Valores de control:

- Esfuerzo cortante méximo @ = 895,3 kN
- La méxima tensién tangencial resultante de todo el proceso vale 120/ V3 MPa.
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& Ejercicio propuesto EP5.4 Hallar la distribucidn de tensiones tangenciales en la
seccion de la figura EP5.4 cuando un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 500 kN
actia en la seccion.

e=1,5cm
30 cm 1 1cm +1cm Yicem
1,5 cm
- = ‘
J 20 cm l 50 cm J
¢ * ?
Fig. EP5.

El esfuerzo cortante pasa por el centro de esfuerzos cortantes. Determinar asimismo la
posiciéon de éste.

Valores de control:

- La méxima tensién tangencial vale: 0,01264 @ (si @ se expresa en kN, la tensién viene
dada en kN/cm?)

- El centro de esfuerzos cortantes se encuentra a 10,51 c¢m a la derecha de AA’

& Ejercicio propuesto EP5.5 Determinar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion de la figura cuando actia un esfuerzo cortante @, vertical, descendente.

X3A
40 cm A -
CEC. X2
CiG e=1cm
Q .
10cm |10 cm
EP5.5

Valores de control:
- La mdxima tensién tangencial vale: 0,02426 @ (si @ se expresa en kN, el valor de la
tension tangencial viene expresado en kN/cm?)
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6 Torsion

El presente capitulo tratard del andlisis de las distribuciones de tensiones y movi-
mientos que se producen en una seccién cuando en la misma actida un momento torsor
T. Al revés que el resto de esfuerzos estudiados en capitulos precedentes, la teoria
relativa al momento torsor pierde el caracter elemental de los resultados obtenidos
para el esfuerzo axil, momento flector y esfuerzo cortante. El estudio riguroso conduce,
en ocasiones, a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales resolubles tnicamente
mediante técnicas numéricas. Por otra parte, dos de las méas importantes hipdtesis de
la Resistencia de Materiales dejan de cumplirse: por una parte, el principio de Navier
de las secciones planas y, por otra, el principio de Saint-Venant deja en ocasiones de ser
cierto. Debido a todo lo anterior, el presente capitulo se centra en piezas prismaticas
de seccion constante.

Tradicionalmente se han considerado dos tipos de torsién: Por un lado aquel tipo
de torsion en el cual los alabeos de las secciones transversales no estan impedidos. Se
la denomina torsidn uniforme o torsion de Saint-Venant. Por otro lado, en los casos
en los cuales los alabeos de las secciones rectas presentan algin tipo de coacciéon a
su libre movimiento, se estd hablando de torsion no uniforme o torsion con alabeo.
Seguidamente se estudian ambos tipos de torsion.

A) TORSION UNIFORME

6.1 Planteamiento

Una pieza prismatica estda sometida a torsion uniforme cuando el momentor tor-
sor que en ella actida es constante a lo largo de la misma y ademas los alabeos que
se producen en las secciones rectas no tienen ninguna coaccién que impida su libre
movimiento.

Loégicamente las anteriores condiciones son ideales, por lo que en la préctica rara
vez se presentan en toda su pureza. Sin embargo, aparecen multitud de casos en que,
con un grado de aproximacién razonable, su estado de torsién puede ser asimilado a
torsién uniforme. Ello sucede fundamentalmente, tal como se analizard mas adelante,
con piezas de seccién maciza y con perfiles cerrados de pared delgada.
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Las hipdtesis bésicas para la torsién uniforme son las siguientes:

a) Todas las secciones rectas de la pieza giran un angulo ¢, alrededor de un eje,
paralelo al eje de la pieza, denominado eje de torsion. Al punto situado en la
interseccién de dicho eje de torsién con una seccién recta se le denomina centro de
torsion.

b) El giro 6 = dy, /dx, por unidad de longitud es constante para toda la pieza. Esto
significa que, dada una rebanada diferencial, el giro relativo entre las dos secciones
es constante.

¢) Cada punto de una seccién recta experimenta un alabeo (movimiento en direccién
x,) de valor u,(x,,z3). Dicho alabeo no es funcién de z;, sino que es el mismo
para cualquier seccién. Por este motivo, las tensiones normales o, en la secciéon son
nulas.

En base a las anteriores hipétesis se puede escribir (Fig. 6.1)

Uy (T, Ty, T3) = Uy (Tg, T3) = OC(24, x3) (6.1a)
Us (X1, X, xs) =—0x,2; (6.11))
us(xy, Ty, T3) =0 1129 (6.1¢)

A la funcién ¢(z,, z3) se le denomina funcidn de alabeo de Saint-Venant.

N

\

X X

| Eje de torsion N N N
1 — . . N — PP'= QXI\/\/ DP
I Xl D 0)(1 Xl

/

Fig. 6.1 Desplazamiento u, y us; de un punto situado en una seccion recta

Noétese que al ser 6 = dp,/dx, = constante, el producto 0z, representa el giro de la
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seccién considerada respecto al origen de la pieza. A partir de 6.1 las deformaciones
valdran

alzgzzo ; Egzgzzzo ; 5322220 (6.2a)
L A TR o) o
Yoz = 0 (6.2d)
por lo que las Unicas tensiones no nulas valen
T2 = Gy1o = GO (552 — $3> (6.3a)
e (;ﬂi + x> (6.30)

En la figura 6.2 pueden verse representadas las anteriores tensiones.

Fig. 6.2 Tensiones en la seccion recta

El momento torsor M, que actia en la seccién valdra

Mt = /(7‘131‘2 — 712$3) dA (64)
A

expresion que relaciona las tensiones con el valor del momento torsor.
Para resolver el problema de la torsién uniforme existen dos formulaciones bésicas:
la formulacion en desplazamientos utilizando la funcién de alabeo de Saint-Venant y
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la formulacién en tensiones mediante la introduccién de la funcién de Prandtl. En los
apartados siguientes se desarrollan ambas formulaciones.

6.2 Formulacion de la torsion uniforme en desplazamientos

El problema de la torsién uniforme en desplazamientos quedara resuelto si se conocen
los valores de 6 y de la funcién ((x,, z5). Para ello, sustituyendo las expresiones 6.3 en
las ecuaciones de equilibrio interno 1.9, se obtiene

9*°¢C  0%C
2 2
O0x2  Ox?
es decir, la funcién ¢ debe ser armonica.

Las condiciones de contorno a aplicar parten de imponer que las tensiones sobre las
superficies laterales de la barra son nulas (Fig. 6.3).

=0 (6.5)

Fig. 6.3 Tensiones en los contornos

El vector normal N a dicha superficie lateral no tiene componente segin x,, siendo
las componentes sobre x, y x3, respectivamente, n, y ns. De acuerdo con la expresién
1.14

0 0 7T T 0
0 == T12 0 O Uz (66)
0 Tis O 0 N

expresion que desarrollada en sus términos no triviales conduce a

TioMy + TigMg = 0 (6.7)

es decir, que la tensién tangencial resultante es tangente al contorno.
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Notese que de acuerdo con la figura 6.3 las componentes n, y n, del vector normal
N se escriben

_dzy _ dx
Ny = . ng = T (6.8)
por lo que, si se sustituye 6.3 y 6.8 en 6.7, se obtiene
a¢ dx a¢ ) dr,
G’H(agc2 ;u;) i GQ(a%—i—xz b =0
es decir:
a¢ dx (6( > dx,
(o) &~ (a * ) G =0 09

lo cual expresa la condicién de contorno en desplazamientos.

Como es sabido, la ecuacién diferencial 6.5 no tiene solucién analitica conocida, por
lo que, dada una determinada seccién, no es facil obtener la expresion del alabeo de
Saint-Venant que cumpla con 6.5 y con las condiciones de contorno 6.9. Numéricamente,
sin embargo, la resolucién de 6.5 utilizando la técnica de los elementos finitos es rela-
tivamente sencilla para cualquier tipo de seccion.

6.3 Formulacion de la torsién uniforme en tensiones: funcién de Prandtl

Dado que, tal como se ha analizado, las inicas tensiones no nulas son 7y, y 73, las
ecuaciones de equilibrio interno 1.9 se cumpliran de forma automaética si se escribe

)
Tio = &Z (6.10a)
oY
T3 = oz, (6.100)

A la funcién de tensiones v se la conoce con el nombre de funcién de Prandtl. Su
relacién con la funcién de alabeo de Saint-Venant se obtendra igualando las tensiones
tangenciales dadas por 6.3 y 6.10, es decir

g;i =G (c‘ii - mg) (6.11a)
g;i e (;f + m) (6.110)

Eliminando ¢ entre las dos tensiones anteriores se obtiene

oY 0%y

2 2
Ox? 022

= —2G0 (6.12)
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mientras que las condiciones de contorno 6.9 quedarin

%%4_81#%:@:0 (6.13)
Oxs d§  Ox, d€ dé

lo cual indica que la funcién ¥ debe ser constante en el contorno. Si solamente existe un
contorno (secciones llenas), entonces, sin pérdida de generalidad, puede tomarse ¢ = 0
en dicho contorno. Si, por el contrario, existen varios contornos (secciones con huecos),
entonces la funcién v serd constante en cada uno de ellos (ver Fig. 6.4).

Fig. 6.4 Secciones de alma llena y de contornos maltiples

Es preciso seguidamente imponer las condiciones de equilibrio globales en la seccion.
Por una parte, la integral de todas las tensiones tangenciales en la direccién de cada
uno de los ejes coordenados es nula, y por otra parte, el momento respecto a D de
todas las tensiones tangenciales debe ser igual al momento torsor M,. Es decir

/ledA = /713 dA=0 (6.14a)

A A

M, = /(713% — T12%3) dA (6.14b)
A

Las expresiones 6.14a se cumplen ya que

/ledA :/81/} dxzdxg == \%d)’rh;dé‘ = 0
J 0x; J

A

/7’13dA = — / a—w dx,dx; = —%Q/mgdg =0
0x,
A A r

siendo I' el contorno de la seccion.
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Las integrales anteriores es evidente que se anulan, ya que % es constante en los
contornos, y §.n,d¢ = 0.
Por lo que respecta a la condicién 6.14b

0 5]
M, = /(7'1355'2 — Tyo%s) dA = —/ (w 5+ wm3> dA
A J 0x;

x
0x,

Integrando por partes la expresion anterior
r
A

Interesa saber cuanto vale la integral curvilinea de 6.15 en el caso mas general de
recintos multiplemente conexos (secciones con huecos). Para ello, supéngase la seccién
de la figura 6.5. Sea I', el contorno exterior y I';---I", cada uno de los contornos
interiores. Sea asimismo A, el drea encerrada por el contorno exterior I'y vy A, --- A,
las dreas de los huecos. En cada uno de ellos, la funcién de Prandtl ¢ es constante.
Para realizar la integracion se realizan los cortes senalados en la figura 6.5, con lo cual
se tiene un contorno unico. Notese que las integrales curvilineas se anulan en los cortes.

Fig. 6.5 Seccion con huecos interiores

Para un contorno cualquiera (Fig. 6.6) se verifica que

(x9ny + x3ns)dE = pdé = 2dA (6.16)

Por lo tanto, a partir de 6.16 se tendra

7{(552”2 + @3n)Pd€ = ?/)oj{Pdf — %pdf — = fpdg —

T

= 277Z)0140 - 21/}1141 — = 21/}7,141 — = 21/}nAn = 21/10140 -2 szAz (617)
i=1
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D x2n2+x3113:l;A'N:p

Fig. 6.6 Diferencial de drea

por lo que la expresién del momento torsor 6.15 se escribira
M, = —20pA0 +2) 0 A; + 2/¢dA (6.18)
=1 A

en donde normalmente se toma v, = 0.

Se analizan seguidamente algunas de las propiedades de la funcién v, propiedades
determinantes a la hora de resolver el problema de la torsién.

Considérese en primer lugar una seccién cualquiera, tal como la representada en la
figura 6.7. En ella, se representan las curvas de nivel de 1, teniendo en cuenta que ésta
es constante en el contorno. Para una curva de nivel cualquiera, se cumplird en cada
punto que

oY
5 0
y por lo tanto como
8@[1_ 0y dx, O duw; _ % %_ _
o ((m de " ou, de ) = TTgg FTege STt e =00 (619)

ecuacién que expresa que la tensién tangencial resultante en cualquier punto debe ser
tangente a la curva de nivel de la funcién 1 que pasa por dicho punto. De esta forma,
la magnitud de la tension tangencial total 7 en cada punto se obtendrd componiendo
Ti2 ¥ T1s Sobre la tangente a la curva de nivel de 9, es decir (Fig. 6.8)

) dz, dx,
T=—T12CO8Q+ T38INQX = —Tyo—— + T3> =

dN = PdN
(Dden dudey 00
N Ory dN  dxsdN)  ON

(6.20)

es decir, la tensién tangencial total en un punto cualquiera de la seccién es igual a la
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=

Fig. 6.7 Curvas de nivel de la funcion de Prandtl

QIP
[ef,
(]

tangente a
Y= cte

tangente a = cte
Y =cte

y=cte

Fig. 6.8 Proyeccion de las tensiones tangenciales sobre la tangente a la curva
de nivel

pendiente de la funcién % en el punto considerado.
Por motivos que se veran mas adelante, es interesante determinar la circulacion de
la tensién tangencial total a lo largo de una curva de nivel de . Para ello

TdE = ¢ (—Tpco8 0 + Tyzsina) d§ = — %ng, + Oy n, | d§ =
frac=f f (Gt )

0xs Oz,
L 0%y 0%
N /<8x§+8m§>dA

A

T
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y teniendo en cuenta que de acuerdo con 6.12 el laplaciano de la funcién de Prandtl
¥ es igual a —2G0, sustituyendo en la expresion anterior y llamando €2 al drea de la
seccion encerrada por la curva de nivel considerada

j[T dé = /2(;9 dA = 2600 (6.21)
T A

expresiéon que serd utilizada posteriormente para determinar el valor del dngulo es-
pecifico de torsién 6.

6.4 Analogia de la membrana

Existe una importante analogia, puesta de manifiesto por Prandtl, entre la funcién ¢
y la flecha de una membrana sometida a presion. En efecto, supéngase una membrana
plana, sin capacidad de resistencia a esfuerzo cortante, apoyada en un contorno plano I'
y sometida a una presion exterior ¢ normal a la superficie de la membrana. La ecuacién
de la flecha z viene dada por
2 2
0= 0= _ 4 (6.22)
Ox?2  0x2 S
siendo S la traccién (constante e igual en todas las direcciones) a que estd sometida la
membrana.
Nétese que las ecuaciones 6.12 y 6.22 son idénticas si ambas se normalizan. La
primera de ellas respecto a 2G6 y la segunda respecto a ¢/.S, o sea

R N
— | =—1 2
(axg * 6x§) (26‘9) (6:23a)

@ PN/ z
<8x§ . 8x§> (q/S) _ (6.23b)

Por lo tanto, se puede utilizar la teoria de la membrana para obtener conclusiones
aplicables al estudio de la torsién, siempre que la curva I' en que estd apoyada la
membrana coincida con el contorno (o los contornos) de la seccién.!

Se puede, sin embargo, argumentar que la resolucion de la ecuacién diferencial 6.22
presenta las mismas dificultades que la 6.12. Realmente esto es cierto, aunque la u-
tilidad proviene de la facilidad de visualizacién de la solucién de 6.22 frente a 6.12.
Es, en efecto, facil hacerse una composicién légica de la solucion de la flecha de una
membrana sometida a presién exterior y extrapolar (por ejemplo segin 6.20 6 6.21) las
conclusiones obtenidas al andlisis de la distribucién de tensiones tangenciales.

1 Véase Timoshenko-Goodier Teoria de la Elasticidad. Ed. Urmo.
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6.5 Algunas secciones de alma llena

Tal como se ha senalado anteriormente, la solucién analitica de las ecuaciones de
la torsién en secciones de forma cualquiera se conoce solamente para un nimero limi-
tado de casos. La resolucién numérica, sin embargo, no presenta grandes dificultades,
especialmente si se realiza mediante el método de los elementos finitos.?

Aunque maés adelante se abordara la solucién de perfiles de paredes delgadas, en
esta seccion, se va a centrar la atencién en dos secciones de alma llena particularmente
utiles: la seccién circular y la seccién rectangular.

6.5.1 Pieza prismatica de seccién circular sometida a momento torsor

Considérese una pieza recta de seccién circular de radio R sometida a un momento
torsor constante de valor M, (Fig. 6.9).

Fig. 6.9 Seccion circular sometida a momento torsor

Debido a la antisimetria radial existente, la funcién de Prandtl ¢ serd tinicamente
una funcién del radio, es decir, que las curvas 1 constante corresponden a circulos
concéntricos con el de la seccién. Por ello, la ecuacién 6.12 se puede escribir

1d /[ dy
2 (P22 = 29 .24
rdr (r dr ) Go (6.24)
e integrando
0
¢ = _%T2 + ¢ Lnr + ¢, (625)

2Hinton & Owen: Finite Element Computations. Pineridge Press.
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La constante ¢, debe ser nula, ya que ¥ debe tomar un valor finito en » = 0. La
constante ¢, se obtiene de imponer la condiciéon de que la funcién de Prandtl es nula
en el contorno de la seccién (r = R). Es decir, ¢, = GOR?*/2. O sea:

Go

= —7(7“2 - R?) (6.26)
y de acuerdo con 6.20
T= —% = Gor (6.27)

lo cual indica que la distribucién de tensiones tangenciales es lineal, alcanzando su
maximo valor en el contorno de la seccién

Tmax = GOR (6.28)

Queda por hallar, por una parte, el valor € del dngulo especifico de torsién, y por
otra el valor de las tensiones tangenciales en funcién del momento torsor.

A partir de 6.18

R
Go R*
Mt:2/1/) dA:2/[—2(r2—R2)} or dr = GO
A 0
y teniendo en cuenta que %R4 es igual al momento de inercia polar I, de la seccién
respecto al punto D, se obtiene el valor del angulo especifico de torsién
M,
0 — 6.29
i (6.29)
y sustituyendo en 6.27 y 6.28:
M,
T=—tr (6.30a)
IP
M
Tonax :I—tR (6.30b)

valores que dan respectivamente la distribucién de tensiones tangenciales, asi como el
valor de la tensién tangencial maxima.

Por lo que respecta a los desplazamientos en el plano de la seccién, vendrian dados
por 6.1, es decir

M,
Uy = — G—I;xlxg (6.31a)
M,
Uy = G—It:clxz (6.31b)

u, = 0 por razones de antisimetria (6.31c)
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Como puede observarse, los movimientos u, en direccién radial son nulos, mientras
que en direccién perpendicular al radio valen uy = (M,/GI,)x,r. Nétese asimismo que
los radios permanecen rectos después de la deformacion.

En la figura 6.10 puede observarse que las generatrices del cilindro, al deformarse,
lo hacen formando una hélice.

Fig. 6.10 Deformacion por torsion de un cilindro circular

6.5.2 Pieza prismatica de seccién rectangular sometida a torsion

Para este tipo de seccién, de indudable interés préctico, no es posible determinar
una funcion de Prandtl sencilla que proporcione la solucién del problema de la torsién.
Considérese (Fig. 6.11a) una seccién rectangular de ancho 2a y canto 2b. A través
de la analogia de la membrana (Fig. 6.11b), es posible una primera visualizacién de
la distribucién de las tensiones tangenciales. Al ser la tensién tangencial igual a la
derivada de la funcion ¥ respecto a la normal, es claro que las tensiones tangenciales
méximas se producirdn (si b > a) en los puntos medios de los lados mayores.

X

2b N

———
N

2a

a) b)

Fig. 6.11 Seccion rectangular sometida a torsion
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Puede demostrarse® que la funcién de Prandtl vale

e &1 o[ O (5] e,
V= 3 i:;.“iﬁ?’(il)g 1C%<i27;b) cos —— (6.32)

por lo que de acuerdo con 6.10 7,5 valdra

oy 16GOa = 1
= )

i—1
R 0=

1 (6.33)

Tz =

on(5)] e
(%)

por lo que, sustituyendo en la anterior expresién x; = 0y x, = a, y después de realizar
algunas manipulaciones, se obtiene

52
i=1,3,5--- ¢

8 & 1
Tmax = 2G9a 1 - 5 T /A N\ (634)
R (2;;;)}
y también
Tmax = B2G0a (6.35)

en donde el valor de 8 en funcién de b/a puede obtenerse de la tabla 6.1.
La relacion entre el momento torsor M, y el angulo especifico de torsién € se obtiene
a partir de

5
i=1,3,5-- ¢

_ ~ Leoar(n [1- 1920 5~ Ly, (irt
Mt_Q/A@bdA_ 3G9(2a) (20) [1 =7 > - Th(Zaﬂ
y también
M, = 5,G6(2a)*(2b) (6.36)

El valor de (3, en funcién de b/a puede verse en la tabla 6.1. El dngulo de torsién 6
valdra

M,
0= ——— 6.37
G B, (2a)*(20) (6.37a)
y si se quiere escribir § = M,/GJ siendo GJ la rigidez a torsién, se tendra
J = B:(2a)’(2b) (6.37b)
A partir de 6.35 y 6.36
M,
: (6.38)

Tmax =5 (9a)2(20)

en donde, igual que antes, [, puede obtenerse en la tabla 6.1.

3Timoshenko-Goodier: Teoria de la Elasticidad. Ed. Urmo.
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Tabla 6.1 Pardmetros de la torsion para una seccion rectangular

b/a B B B2
1 0,675 0,141 0,208
1,1 0,720 0,154 0,214
1,2 0,759 0,166 0,219
1,3 0,793 0,177 0,223
1,4 0,822 0,187 0,227
1,5 0,848 0,196 0,231
2 0,930 0,229 0,246
2,2 0,949 0,238 0,251
2,5 0,968 0,249 0,258
3 0,985 0,263 0,267
4 0,997 0,281 0,282
5 0,999 0,291 0,292
7 1,000 0,303 0,303
10 1,000 0,312 0,312
00 1,000 0,333 0,333

6.6 Perfiles abiertos de pared delgada

En el caso de una seccién abierta, compuesta por paredes delgadas, es posible dar
una solucién analitica al problema de la torsion, con una aproximacion suficientemente
cercana a la solucion real, como para hacerla aceptable.

Supéngase una pieza recta compuesta por una chapa cuya seccién recta tiene ancho
e y longitud b. Se supondra que el espesor e es pequenio frente a la otra dimensién b
(Fig. 6.12).

Dado que el espesor e es pequenio frente a la longitud b, ésta se puede suponer
indefinida, con lo cual la funciéon de Prandtl ) dependerd tinicamente de z,. Ello supone
despreciar el efecto de los bordes en los lados cortos del rectangulo. La expresion 6.12
se aproxima por lo tanto por

d*y
— 2 .
= Go (6.39)

e integrando, y teniendo en cuenta la simetria respecto a z; y que v vale cero para
x, = e/2, se obtiene

4

Se sabe que la pendiente de ¥ en cualquier punto es igual a la tensiéon tangencial
(ec. 6.20), por lo que derivando 6.40 repecto a z, se tendra
dy _ dy

Y =—-Go (:n; - 62> (6.40)

T =
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X3

Xy

a)

Fig. 6.12 Chapa de pequetio espesor

Fig. 6.18 Distribucion de tensiones tangenciales en una chapa de un perfil
abierto

lo cual indica que la distribucién de tensiones tangenciales varia linealmente dentro del
espesor de la chapa, oscilando entre un maximo en los bordes y un valor nulo en el

centro (Fig. 6.13).
La tensién tangencial méaxima sera igual a

Tmax = Gle (6.42)
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y dado que de acuerdo con 6.18

M, =2 / b dA
A
se cumplird
2 b 3
M, = 2/ [—GQ <a:§ - Z)} dA = %GQ (6.43)
A
es decir que el angulo especifico de torsién valdra
M,
0= —1— 6.44
1/3Gbe? (644)
por lo que si nuevamente se escribe § = M,/GJ, el valor de J serd
1, .

Noétese que este valor es el mismo que el dado para una seccién rectangular por la
expresiéon 6.37b para valores b/a = oo (tabla 6.1). Asimismo, en la tabla 6.1 puede
verse la aproximacion realizada para distintos valores de b/e (b/a en la tabla).

Asimismo la tensién tangencial méxima en funcién del momento torsor se escribe

M,

max - 6-46
T %be2 ( )

En el caso de un perfil abierto compuesto por varias paredes delgadas, la formulacion
anterior puede hacerse extensiva a cada una de ellas. Supdngase, para fijar ideas, que
se tiene la seccién representada en la figura 6.14. Puesto que el dngulo especifico de
torsién 0 debe ser igual para cada una de las paredes

Mtl Mt2 MtS Mt

9 = = = = 6.47
%Gblei’ %Gbgeg %Gbgeg %G Z b,e? ( )

y por tanto, el momento torsor que actia en cada una de las paredes valdra

3
b;e’

M, = S el M, (6.48)
A partir de las expresiones 6.47 y 6.48 es evidente que
J -1 Z b,e? (6.49a)
345
G S, (6.490)

— _ J
I 1 2 1 3
gbjej 3 E biei
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a) b)

Fig. 6.14 Seccion de paredes delgadas sometida a torsion

Fig. 6.15 Concentracion de tensiones en los dngulos

Loégicamente, en las zonas de unién de las distintas paredes se produciran alteraciones
de las tensiones tangenciales respecto a las obtenidas hasta ahora. Concretamente, en
los dngulos entrantes (Fig. 6.15) se producirdan concentraciones de tensiones cuyo valor
dependerd del radio que se le de a la transicién entre paredes.

Sea R el radio de curvatura de la transicion y 7,,.. las tensiones tangenciales maximas



6 Torsion 219

obtenidas utilizando las expresiones anteriores. Puede demostrarse* que el valor real
de las tensiones tangenciales 7., viene dado en funcién del cociente R/e por la curva
dibujada en la figura 6.16.

3,5
3,0
25
Tmax
Tmax
2,0 \
1,0
0 0,5 1,0 L5 2,0
R/e

Fig. 6.16 Tension tangencial mdzima en puntos angulosos (secciones abiertas)

6.7 Perfiles cerrados de pared delgada

El comportamiento a torsién de los perfiles de pared delgada cerrados es sustan-
cialmente distinto a los perfiles abiertos, tanto en lo que se refiere a la distribucién
de tensiones como a la rigidez a torsién. Se analizaran separadamente los casos de
secciones unicelulares y de secciones multicelulares.

6.7.1 Secciones cerradas unicelulares

En el caso de secciones unicelulares (Fig. 6.17) y dado que el valor de la funcién
de Prandtl ¢ debe ser constante en el contorno exterior (se supondra que ¢, = 0) y
en el contorno interior, se puede admitir de forma aproximada, ya que el espesor e es
pequeno, que 1 varia linealmente entre ambos contornos, es decir en el espesor. Ello
implica que las tensiones tangenciales son constantes en el espesor. Ademas, el flujo de
tensiones tangenciales Te es constante para cualquier punto de la seccion.

4Timoshenko-Goodier: Teoria de la Elasticidad. E. Urmo.
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= constante |

Fig. 6.17 Tensiones tangenciales en una seccion unicelular

El valor ¢, de la funcién de Prandtl en el contorno interior puede obtenerse a partir
de 6.18 teniendo en cuenta que ¢, = 0. Por tanto, se puede escribir

M, = 2, A (6.50)

siendo A el drea encerrada por la linea media de la seccién. Ademds, puesto que

T=1/e

M, =2y, A =2Are (6.51)
con lo cual se obtiene la importante expresion
M,

= 6.52

4 2Ae ( )

Noétese que, dado que el flujo de tensiones tangenciales vale ¢ = Te, dicho flujo
¢ = M,/(2A) es constante en cualquier punto de la seccién (considerando ésta repre-
sentada por la linea media). A la misma conclusién se llega mediante consideraciones
de equilibrio. Considérese (Fig. 6.18) el trozo de pieza delimitado por dos secciones
separadas una distancia ds. Supéngase dos puntos A y B en que las tensiones tangen-
ciales valen respectivamente 74 y 75. Si en el mencionado trozo de pieza se realizan dos
cortes en direccién longitudinal en A y en B, aparecen en dichos cortes unas fuerzas
Taeads y Tpepds (Fig. 6.18b) que por equilibrio deben ser iguales, es decir

Ta€a = Tp€p

lo cual demuestra la constancia del flujo.
A partir de 6.21 se obtiene el dngulo especifico de torsién

M, [d¢

grde AP M, f dg
9 — = = [ .
2GA 2GA 4GA% ) e (6.53)
y el médulo de torsién J se escribira
4A?
J=—" (6.54)
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a) b)

Fig. 6.18 Flujo de tensiones tangenciales

,/Abertura

4

| b b |

a) b)

Fig. 6.19 Perfiles laminados de paredes delgadas: a) Seccion abierta, b) Sec-
cion cerrada

Es interesante la comparacion de 6.53 con 6.47. Para centrar ideas, supéngase dos
secciones formadas por cuatro paredes delgadas de longitud b y espesor e = b/10 (Fig.
6.19). La primera de ellas abierta y la segunda cerrada. En ambas actia un momento
torsor de valor M,.

Para el caso de la secciéon abierta

. e )
Tmax - %4()63 t E t
g M. T50

t

%G4be3 - Gbt
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1
Jh= §G4be3 =1,33-10"%v"

Analogamente, para la seccién cerrada

M, 5

2 t

= = —Mt
Tmax 2b2€ b3

g M B 10
4GbH* € Gbhr !
4b* b*

2 _ e —
T = 4bfe 10

De la comparacion de ambos conjuntos de resultados se concluye que, en el caso
de seccién cerrada, las tensiones tangenciales son quince veces inferiores, el angulo
especifico de torsion setenta y cinco veces menor y el médulo de torsién setenta y cinco
veces mayor que para el caso de seccién abierta.

Al igual que para el caso de secciones abiertas, los puntos angulosos dentro de la
seccion pueden dar lugar a importantes concentraciones de tensiones. Por ello, es con-
veniente suavizar dichos puntos mediante curvas (en general circulos) de transicién
(ver Fig. 6.15). En la figura 6.20 puede verse representada la relacién entre las ten-
siones méximas que realmente se producen 7 y las calculadas utilizando las expresiones
anteriores.

35
3,0
25
Tmax
T

max

2,0 \
1 \\

0 0,5 1,0 1,5 2,0
R/e

1,0

Fig. 6.20 Tensidn tangencial en puntos angulosos (secciones cerradas)

La grafica de la figura 6.20 puede aproximarse mediante la expresién

e
"RLn(1 + ¢/R)

7=
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6.7.2 Secciones multicelulares

Considérese una seccién formada por diferentes celdas (Fig. 6.21). En cada uno de
los contornos, la funcién de Prandtl ¢ tendrd un valor constante 1, (en el contorno
exterior, se tomard como es habitual ¢, = 0). Asimismo se supondrd que, dado que
los diferentes espesores e son pequenos, las tensiones tangenciales son constantes en el
espesor.

Vs b)

v

V3

a)

Fig. 6.21 Funcidn de Prandtl y flujos en secciones multicelulares. a) Seccion
real. b) Seccidn idealizada.

De acuerdo con la figura 6.21, existen tantos valores desconocidos v; de la funcién de
Prandtl como contornos interiores tenga la seccién, es decir, como el niimero de celdas
(cuatro en el caso de la figura). Sea:

¢.;: Flujo de tensiones tangenciales en la pared ij que separa la celda ¢ de la j. El
sentido de recorrido corresponde al del giro antihorario en la celda i. De esta

forma d)” — _¢]z
¢;: Flujo de tensiones tangenciales en la parte de contorno exterior que pertenece a la
celda ¢

e;;: Espesor de la pared que separa la celda 7 de la j

e;: Espesor de la pared que separa la celda ¢ del contorno exterior
7.;: Tensiones tangenciales correspondientes al flujo ¢,;

7;: Tensiones tangenciales correspondientes al flujo ¢;

Légicamente 7, = ¢,/e;, y Ti; = ¢y /€45
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La relacion entre las tensiones tangenciales y la funcién de Prandtl vendra dada por

_ Ui
T, = . (6.55a)
=t (6.555)
y también
b =, (6.56a)
Gi; = — P, (6.56b)
De acuerdo con la expresién 6.18
M, = 2 Ay + 2o Ay + -+ + 20, A, =2 b4, (6.57)

siendo A; el drea encerrada por cada celda y n el nimero de celdas de la seccién.
Si se aplica la expresion 6.21 a cada celda:

/ rde+ 3 / 7.dE = 2GA0 (6.58)
0] )
siendo (7) la parte de la pared de la celda i que no es comun con otras celdas, sino con
el contorno exterior —légicamente (i) puede ser nulo—, y (ij) la parte de la pared de

la celda ¢ comin con la celda j.
Sustituyendo 6.55 en 6.58

dg§
wz/z + ZJ:@% — ;)

(@)

d
/5:2GAﬁ (6.59)

€;
(i5)

Existen tantas expresiones 6.59 como nimero de celdas, por lo que el conjunto de
expresiones 6.59, juntamente con 6.57, forma un conjunto de n+ 1 ecuaciones con n+ 1
incognitas: n valores de la funcién 9, y el angulo especifico . Una vez obtenidos estos
valores, las tensiones tangenciales y sus correspondientes flujos se obtienen a partir de
6.55 y 6.56.

& Problema resuelto P6.1 En la seccidn bicelular de la figura P6.1.1, actia un momento
torsor M, de valor M, = 100 kN x m. FEl espesor de las paredes horizontales vale 1,3 cm
y el de las paredes verticales 0,8 cm. Determinar los flujos de tensiones tangenciales, las
tensiones tangenciales, el dngulo especifico de torsion y el mddulo de torsion.

Solucion

- Celda 1: Area A, =0,5x0,7=0,35 m?

0 50 70 50
; L) = = 2G X 0,
w<L3+m8+13)+w) ¥a)gg = 2G' % 0,350
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50 cm ¢1 |

70 cm @ %1‘ @ Mz

D I —

‘ ¢, 9,

70 cm ‘r 30 cm

Fig. P6.1.1 Seccion bicelular sometida a torsion

- Celda 2: Area A, =0,3 x0,7=0,21 m?

30 70 30 20 50
y — P )—— =2 ,21
w2<173+078+1’3+078>+(¢2 ¢)078 G x0,216
Es decir
232,69¢, — 62,51, —0,7GO =0 (a)
—62, 59, + 221, 15¢, — 0,42GH =0 (b)
Ademaés, de acuerdo con 6.57
0,7, +0,42¢, = M, = 100 (¢)

Las expresiones (a), (b) y (¢) forman un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
que, resuelto, proporciona los valores de la funcién de Prandtl en cada contorno,

¥, =97,26 kN/m
¥, =76 kN/m
GO =25 544,2 kN/m?

por lo que los flujos de tensiones tangenciales valdran

¢, =1, = 97,26 kN/m

¢y =1, =76 kKN/m

Do =, — ¢, = 97,26 — 76 = 21,26 kN/m
Dichos flujos, asi como las tensiones tangenciales, pueden verse representados en la figura
P6.1.2.
El dngulo especifico de torsién vale 8 = 25544, 2/G y si se toma G = 2,1 x 10® kN/m?,
se tendrd que 0 = 1,2164 x 10~* rdn/m.
El médulo de torsion J valdra

M, 100

T=G " 544, 2

=3,915 x 107 m*
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$,=76 5,85
yozs fo w P
RO T R I
$,-97.26 $r76 7,48 585
a) b)

Fig. P6.1.2 a) Flujo de tensiones tangenciales (unidades: kN/m). b)
Tensiones tangenciales (unidades MPa)

B) TORSION NO UNIFORME

6.8 Introduccion a la torsion no uniforme

En la teoria de la torsién uniforme (también llamada torsién segun Saint-Venant),
cada punto de las correspondientes secciones rectas alabea libremente sin que exista
ninguna coaccién a dicho movimiento. Ello comporta que el angulo especifico de torsién
sea el mismo para todas las secciones de la pieza y que la distribucién de tensiones
tangenciales tampoco dependa de la coordenada x;.

Si se considera, sin embargo, la pieza como formando parte de todo un conjunto
estructural, los mencionados alabeos no seran en general libres, sino que normalmente
existird algin tipo de coaccion. De esta forma, los alabeos pueden dejar de ser uni-
formes a lo largo del eje de la pieza. Légicamente, si dichos alabeos estan coaccionados
apareceran unas tensiones normales ¢, variables® punto a punto en la seccién y funcién
de la seccion que se considere. Ademds, y como consecuencia de la variabilidad a lo
largo del eje de la pieza de las tensiones normales, apareceran asimismo unas tensiones
tangenciales 7 (que, como se vera mas adelante, son constantes en el espesor) que pro-
ducirdn un momento torsor M,, denominado momento de alabeo. Légicamente, el
momento torsor total T que actia en una seccién es la suma del mencionado torsor M,
y del producido por la torsién uniforme M,. Es decir, T'= M, + M,,.

Aunque el efecto descrito hasta ahora es véalido para cualquier tipo de seccién, sélo
adquiere verdadera importancia cuando se trata de secciones abiertas. En las cerradas,
la teoria de la torsién uniforme puede considerarse valida para resolver con suficiente
aproximacion el problema de la torsién. Por consiguiente, en lo sucesivo se consideraran
Unicamente secciones abiertas.

5Dado que las tinicas tensiones normales que aparecen son o1, en lo sucesivo se omitira el subindice,
por lo que dichas tensiones se representaran tinicamente mediante el simbolo o.
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6.9 Formulacion de la torsién no uniforme

6.9.1 Formulacién de las ecuaciones

Considérese una pieza recta cualquiera cuya seccion es abierta y de espesor e en
cada punto (Fig. 6.22). En adelante se representard tnicamente la linea media de las
paredes de la seccién. Realizando el equilibrio de un elemento diferencial dx,d¢ en
direccion z; se obtiene

d(re) 0o
st o= 0 (6.60)

X

5 N
otc RS
(re* 0 d@j’} \(wd&
XZ “
\ ¢
)& /1:de]

(G+aa—fldx1)ed§

Fig. 6.22 Equilibrio de un elemento diferencial de pieza recta

Considérese asimismo una seccién cualquiera de la pieza recta ya descrita (Fig. 6.23).
Para cada punto se define una nueva coordenada local £ y unos vectores base asociados
a cada punto. Sean, en un punto cualquiera de la seccién, u,(x,, &) el alabeo y u, (x4, §)
el movimiento en direccién t.

De acuerdo con lo estudiado en el Capitulo 1, la deformacién tangencial ~,, asociada
a las direcciones perpendiculares t y x; valdra

_dm O
Yie = D€ o,

Por otro lado, de acuerdo con la figura 6.23, y dado que du es perpendicular a DA,
el movimiento du, de un punto cualquiera A de la seccién vale

du, = pp dip, (6.62)

(6.61)
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\ tangente a la
\ seccién en A

a) b)

Fig. 6.23 Coordenadas locales de la seccion

por lo que

Ou, _ , dos

ox, po dx,

siendo , el giro de la secciéon por torsién. Notese que, a diferencia de la torsién
uniforme, el dngulo especifico de torsion § = dy, /dx, es ahora dependiente de la coor-
denada ;.

Dado que en la fibra media de las paredes de la seccién la tension tangencial es nula,
también lo serd la deformacién tangencial ~,, por lo que’, igualando a cero la expresién
6.61

(6.63)

Ou, dp,
0= 6.64
€ + Pp iz, (6.64)
e integrando se obtendran los alabeos u,
¢
d

Uy = _dii /PD d§ + o (6.65)

0

6Realmente 71, es la suma de la deformacién tangencial debida a la torsién uniforme més la debida
a las tensiones tangenciales provocadas por las tensiones normales o que aparecen al coaccionarse los
alabeos u;. Las primeras son nulas, aunque no las segundas, por lo que la anulacién de la expresién 6.61
representa una aproximacién justificable debido al hecho de que los alabeos debidos a ~; son pequenos
en comparacién con los debidos al giro por torsién.
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En donde el valor u,y, que se determinara posteriormente, aparece debido al hecho
de que el punto £ = 0 no tiene, en general, alabeo nulo. Por otra parte, la integral

¢
[ pp d€ es el doble del drea barrida por el radio vector DA al recorrer la seccién desde
0

el extremo £ = 0 al punto & en el cual se calcula el alabeo. Por tanto, si ppdé = 2dw

dy,
dz,

Al valor w en cada punto se le denomina. coordenada sectorial.

La expresion 6.66 proporciona el alabeo en cualquier punto de la seccién, indepen-
dientemente del tipo de torsién a que ésta estd sometida. Si la torsién fuera uniforme,
entonces dy, /dr, = 0 es constante y el alabeo vale u; = —02w + u,,. Nétese que el
valor de dicho alabeo esta definido salvo constante, la cual dependera de las condiciones
de contorno del problema (por ejemplo u; = 0 para & = 0, o bien obligando a que el
alabeo promedio de la seccién [wu,d§ = 0, etc.). Para el caso de alabeo impedido, u,,
tiene un valor preciso.

Si dp, /dx, no es constante, apareceran unas tensiones normales o de valor

U, = —

2w + Uy, (6.66)

oy, d*p, duq,

c=Fe,=F—=-F 2w+ E

! 8:[:1 dl’% dml

Debido a que no actia esfuerzo axil, la integral extendida a toda la seccién de las
tensiones normales debe ser nula

(6.67)

2
d 4 /2 A+ By — g (6.68)
dz,
es decir,
2w dA
duyg d*p, ,{
E =F .
dzx, dz? A (6.69)
con lo que la expresién 6.67 se transforma en
d2
o= 7190 (6.70)
d 1
siendo
2w dA
20 = 2w — qu“A” (6.71)

en donde 2 recibe el nombre de coordenada sectorial normalizada.

Las coordenadas sectoriales varian segin se elija como polo uno u otro punto. En el
presente caso estan referidas al centro de torsién D.

La expresion 6.70 es de la maxima importancia ya que relaciona las tensiones nor-
males con la cinemética de la deformacién. Obsérvese el parecido formal entre dicha
expresion y la que relaciona el valor de las tensiones normales con la cinematica de la
deformacién en el caso de flexién pura (esto es o0 = E(dy,/dx,)zs).
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Por otra parte, integrando 6.60 y teniendo en cuenta 6.70, se obtendra la relaciéon
entre el flujo de tensiones tangenciales debido a las coacciones de los alabeos y las
derivadas del giro por torsion ¢,

£ J P ¢
o ¥4
Te=— [ e d=F /ZQed 6.72
0 0

sin que aparezca ninguna constante de integraciéon dado que el flujo de tensiones tan-
genciales ¢ = Te es nulo en £ = 0 al ser este punto un extremo libre.

Si se designa por mg al momento estdtico sectorial del trozo de seccién considerado
y se define mediante

3
0
la expresion 6.72 se escribe
d3
re=E dé’l me (6.74)

Las relaciones cinematicas entre las tensiones y el angulo de giro por torsion ¢,
vienen dadas por las expresiones 6.67 y 6.74. Es preciso seguidamente imponer condi-
ciones de equilibrio para obtener el valor de , asi como las coordenadas del centro de
torsién D. Dichas condiciones seran:

a) El momento M, debido al alabeo impedido vale

€0
M, = / Tepp dé (6.75a)

0

b) Los momentos flectores M, y M;; debido a las tensiones normales o son nulos

A
A

c) El momento torsor total 7" es el debido a las tensiones tangenciales motivadas por
la torsién uniforme, mas el debido a las motivadas por las coacciones de los alabeos

T =M, + M, (6.75d)

Seguidamente se imponen las anteriores condiciones.
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6.9.2 Ecuacion diferencial de la torsién no uniforme

De acuerdo con la condicién de equilibrio 6.75a el momento de alabeo M, valdra

&0 €0

Mw:/Tedef:/TGQdQ (6.76)
0 0
e integrando por partes
0]
. §=¢o 8(7’6)
M,=r1e 29’5:0 —/ be 20 d (6.77)

0

y puesto que las tensiones tangenciales en £ = 0y en £ = &, (bordes libres) son nulas, el
primer término de la expresién se anula. Por lo que respecta al segundo, las derivadas
respecto a £ del flujo de tensiones tangenciales pueden ser sustituidas de acuerdo con
6.60 por las derivadas respecto a x; de las tensiones normales o

o
do
M,=[| —e2Qd 6.78
o= [ gz e2n (6.78)
0
y teniendo en cuenta 6.70
3
M, = —pte /2929 dA (6.79)
dx?
A
y llamando mddulo de alabeo a
Ioo = 4/92 dA (6.80)
A
la expresion del momento de alabeo se escribe finalmente
d?p,

expresion que relaciona el momento de alabeo con la variable cinematica ;.
Si por analogia con la flexién se introduce una magnitud By, denominada bimomento,
tal que por definicién

d?p,
Bo = FEI 6.82
las tensiones normales se escribirdn
B
o= ——290 (6.83)
IQQ

Obsérvese nuevamente la similitud formal de la expresién anterior y la 4.11, que
proporciona el valor de las tensiones normales, en el caso de flexién pura, en funcién
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del momento flector, momento de inercia y coordenada.
Por otro lado, a partir de 6.81 y 6.74, las tensiones tangenciales se escriben

TE = ——" Mq (684)

expresion que formalmente es la misma que la que relaciona la distribucién de tensiones
tangenciales con el esfuerzo cortante.

La ecuacién diferencial de la torsién no uniforme se obtendra teniendo en cuenta
que en cada punto

T=M,+ M, (6.85)
por lo que, sustituyendo
dp, d*p,
T=GJ — FEI 6.86
dx, e dz3 ( )

La ecuacién diferencial anterior proporciona la ecuacion diferencial de la torsion no
uniforme, cuya resolucion, y una vez introducidas las condiciones de contorno, propor-
ciona el valor del giro en cualquier punto de la directriz de la pieza. Una vez obtenido
dicho valor, se pueden obtener los valores de la distribucién de tensiones tangenciales
y tensiones normales debidos a los alabeos.

El proceso de célculo seréd por tanto el siguiente:

d d3
T:GJT%_EIQQ d(il Condici
T Ty ondiciones
Gszapl Bl d*p, *| de contorno |~ -
= dz, a6 da:‘ll
t d$1 t /max %Zblef t .
d? B
| Be= EIQQTQD; 0= _IAQQ (6.83) = | Tmax = (T)max + T
1 QQ
d3901 M,
M, = —Elog——| =7 = = 6.84
w I99) dxf Tw lon mq ( )

Es importante senalar que si se designa por § = \/Flo,/GJ (§ tiene dimensién
de longitud), dicho pardmetro representa la importancia relativa entre la torsién de
alabeo y la torsiéon uniforme. Valores pequenos de [ corresponden a torsién uniforme
dominante y viceversa. En el ejemplo P6.2 se tratard esta cuestién més detalladamente.
De hecho, la expresién 6.86 puede escribirse

T  dp , APy

GJ dx, dz,

(6.87)
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Evidentemente, si fuera S8 = 0, la solucién de 6.87 seria la de la torsién uniforme.
La solucién de 6.87 es la suma de la solucién de la homogénea més una solucién
particular dependiente de la ley de momentos torsores T’

01 = ¢ + ceP + cgem P ) (6.88)

siendo ¢, la solucién particular. Las constantes de integracién c,,c, y ¢; dependen de
las condiciones de contorno a imponer. La solucién anterior puede también escribirse

i

8

en donde, como se aprecia, las funciones exponenciales han sido sustituidas por fun-
ciones hiperbdlicas.

La ecuacién diferencial 6.86 de la torsién no uniforme ha sido escrita para el caso
en que se conozcan las leyes de momentos torsores que actian en cada punto de la
pieza. Hay ocasiones, sin embargo, en que es mds conveniente tener escrita dicha
ecuacién conociendo inicamente las cargas externas que acttian en la mencionada pieza
(momentos torsores en este caso). Si se denomina m, a los momentos torsores por
unidad de longitud que actian sobre la directriz de la barra (momentos externos), de
acuerdo con las ecuaciones de equilibrio interno 2.14, se tendrd

T
E + ¥, (6.89)

o, = + c,Ch— + c,Sh

dr
por lo que, derivando 6.86 e introduciendo 6.90, se obtiene finalmente
d*p, d'p,
_m1 — GJ dx% - EIQQTIL-% (691)

expresién que proporciona la ecuacién diferencial de la torsién no uniforme en funcién
unicamente de las cargas externas. Dicha expresién se puede también integrar obte-
niéndose

01 = ¢ + ey + e e ) (6.92)
o alternativamente
T, T,

3 —I—chhB + 9, (6.93)

en donde las constantes de integracién se determinan a partir de las condiciones de
contorno del problema.

o1 = ¢, +cxy +c;Ch

6.9.3 El centro de torsién

Asi como para el caso de una pieza sometida a torsién uniforme, la posicién del
centro de torsién es irrelevante, no sucede lo mismo en torsién no uniforme. En las
expresiones anteriores, el centro de torsién no puede ser elegido de forma arbitraria ya
que ello afectaria a la magnitud de las tensiones resultantes.
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Las coordenadas del centro de torsiéon se obtendran imponiendo las condiciones
6.75b y 6.75c
/U:U3dA:0 ; /axQdA:O
A A

Notese que las variables z, y x; estan referidas a unos ejes ortogonales que pasan
por el centro de gravedad de la seccidn.

A partir de 6.70 y teniendo presente que las derivadas segundas de ¢, respecto a x,
no son nulas, las anteriores expresiones se escriben

/ Quy dA=0 / Quy dA =0 (6.94)
A A

ecuaciones en las que no intervienen valores de tensiones ni movimientos, sino tnica-
mente la propia geometria de la secciéon. En lo sucesivo, y dado que se manejaran
coordenadas sectoriales referidas a dos puntos distintos, se indicard con un subindice
el punto respecto al cual se toman dichas coordenadas (polo). De esta forma, las
expresiones 6.94 se reescriben

A A

Por otro lado (Fig. 6.24) la coordenada sectorial w,, respecto al punto D y la wg
respecto al centro de gravedad pueden relacionarse teniendo en cuenta que

dwp = %el (rp X t)dE = —e, - [(re — 1) X t]d¢ (6.96)

en donde e, es el versor en la direccién z, (direccién del eje de la pieza).

Fig. 6.24 Relacion entre dreas sectoriales

Desarrollando la expresién anterior, y teniendo presente que tdé = dz,e, + dxse; se
obtiene la relacién buscada

1 1
dwp = dwg — 53:217 dxs + §x3D dx, (6.97)
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Integrando desde el origen & = 0 hasta un punto arbitrario £

1 1
Wp = Wg — §$2Dx3 + 5.1‘3[).%2 + K (698)
La coordenada sectorial normalizada ), se obtiene a partir de wp, mediante
J,wp dA
0, — ., — JaD 47
p = Wp A

y sustituyendo wp por su valor en 6.98

1 1 1
Qp =we — §$2D$3 + §$3D$2 + K — A

1 1
/(wG - §$2D$3 + 511331:)1132 + K) dA
A

y teniendo presente que [z, dA = [ x5 dA = 0 al estar las coordenadas x, y x; referidas
A A

a ejes que pasan por el centro de gravedad, la anterior expresion se escribe

JywedA 1

1
1 —§x2D$3 + §$3D$2 (6.99)

Qg

QD — wG -
Sustituyendo la expresién anterior en la primera de las dos expresiones 6.95

dA
/wcmgdA—waj/xg dA—‘T%D a:idA—i—ngD/xzx?, dA =0
A A

A A

es decir

—ps — Toply + x3plhs =0 (6.100a)

siendo u, el momento de alabeo de la seccién respecto al eje x,. Viene dado por las
expresiones 5.55 y 5.56.
Andlogamente, sustituyendo 6.99 en la segunda de las expresiones 6.95

—Ms — x2D123 + xsplg =0 (6100b)

Resolviendo en =, y z5p el sistema de ecuaciones 6.100, se obtienen las coordenadas,
respecto al centro de gravedad G, del centro de torsién

I3M2 - 123M3

== 6.101
Tap Ll 12, ( a)
_I23H2 + Iz,U«s
- 6.101b
T T - Iz, ( )

Como puede observarse, las coordenadas del centro de torsion coinciden con las del
centro de esfuerzos cortantes, dado por las expresiones 5.59 y 5.60, es decir, se puede
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afirmar que en el caso de torsion no uniforme, el centro de torsion coincide con el
centro de esfuerzos cortantes. En el Capitulo 12 se estudiardn las consecuencias de tan
importante resultado.

6.9.4 Otras comprobaciones de equilibrio

Las condiciones de equilibrio impuestas hasta ahora hacen referencia a la integral
de las tensiones normales (ec. 6.68) y al equilibrio de momentos, tanto flectores como
torsores (expresiones 6.75). Con las anteriores expresiones, el equilibrio no estd, sin
embargo, garantizado. Es preciso garantizar que la resultante de todas las tensiones
que actian en el plano de la seccién (tensiones tangenciales), en cada uno de los ejes
coordenadas, sea nula. Para ello, es preciso que

/TedeZO ; /Tedx3:0 (6.102)

r r

siendo I' la linea media de las paredes de la seccién y estando las integrales anteriores
extendidas a toda la seccién.

Por otra parte, las tensiones tangenciales son la suma de las originadas por la torsién
uniforme mas las debidas al momento de alabeo, es decir

T=T+T, (6.103)

Las tensiones tangenciales debidas a la torsién uniforme 7, tienen resultante nula,
vista la distribucién que tienen en el espesor de cada pared (expresién 6.41). Es decir,
que las expresiones 6.102 se pueden escribir

/7’wedx2 =0 ; /Twed:cg =0 (6.104)
IN I

Sustituyendo en la primera de estas dos expresiones el valor de 7,e dado por 6.84

¢
M, M,
/Twedazgz—w/mgd%:——w/ /QQdA dx,
IQQF IQQF s

r

Integrando la anterior expresién por partes y teniendo en cuenta 6.94, se puede
escribir finalmente

M
/Tw edr, = Q—w/Q Ty, dA =0 (6.105a)
I IQQ T

Lo cual demuestra que la resultante de las tensiones tangenciales en direccién x, es
nula. Andlogamente, para la direccién x;

M.
/Tw edr, = 2—“’/9 s dA =0 (6.105b)
ISZQ 7

T

Las expresiones 6.105 completan las condiciones de equilibrio de la seccién.
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6.10 Caélculo de alabeos y resumen final

En la resolucion de algunos problemas de torsiéon no uniforme es preciso determinar
los alabeos de los puntos de seccién. Para ello, se parte de la expresién 6.66
de,

U = — o 2w + Uy, (6.66)

en donde, a partir de 6.68

duyy  d*p, [, 2w dA
de,  dx? A

(6.106)

e integrando
_dyy [,2w dA
 dr, A

siendo ¢, una constante de integracién. Si el valor anterior se sustituye en 6.66, se
obtiene

+o (6.107)

U9

d 2w dA
y teniendo en cuenta 6.71, los alabeos se escriben finalmente
d
uy = —d—?m ta (6.109)

en donde ¢, es una constante de integracion dependiente de una condiciéon de contorno
a imponer a los alabeos.

Finalmente, en la tabla 6.2 se exponen los principales resultados obtenidos para
torsiéon no uniforme. Asimismo en la tabla 6.3 se exponen los principales parametros
utilizados en torsion.

Tabla 6.2 Esfuerzos y tensiones de torsion

Magnitud Valor Expresién| Magnitud Valor Expresién
Momento de tz?fgfrﬁ?zﬁis
., _ dey . — €5
.torsmn M, G’Jdm1 6.43 de torsién (T3) mae %Zbie?Mt 6.49b
uniforme M, .
uniforme
Bimomento 2 Tensiones
B, = El,, L% 6.82 normales o=—Ba90 6.83
B, dxy Iao
de alabeo
Momento de . Tensiones
alabeo M M, = —Elmfld—l‘ﬁ{,1 6.81 tangenciales Te = —%mg 6.84
v de alabeo
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Tabla 6.3 Parametros de torsion

Magnitud Valor Expresion| Magnitud Valor Expresién
Médulo d Momento d “3:2/7”“‘3%65/1
Otolis‘;én ¢ J=1%"be 6.49 ;ESEOO ¢ 4 5.56b
‘ Ha =— / wr, dA
A
Producto
Coorde.nada w=3[pd¢ sectorial IL,=% 5.56a
sectorial w 2o . . 2
de inercial,,,
ngé‘?(f;il:fl & [ waa Producto
. Q=w— A — 6.71 sectorial I, =& 5.56b
normalizada A . . 2
0 de inercia I,,,
Modulo de _ ) Parametro [ Elag
alabeo Io., Ino =4[, 0*dA 6.80 3 B=\/"7G%
Momento
estético me = f; 2Qe d¢ 6.73
sectorial mg,

Momento de
alabeo u,

Lo :2/ Mo dW
A

:—/wadA
A

5.56a

Nota: Las magnitudes p, w, ), mg estdn referidas al centro de esfuerzos cortantes. Las
magnitudes pi,, ts, Lr.,, 15, estan referidas al centro de gravedad.

& Problema resuelto P6.2 La ménsula que se presenta en la figura P6.2.1 estd sometida
a un momento torsor T =2 kN x m aplicado en su extremo S. Las caracteristicas de la
seccion se indican también en la mencionada figura. Se desea estudiar dicha ménsula a
torsion mo uniforme.

g
Heoe——A
& 1,2 cm
T
gR CS +e=0,8cm 40 cm
% L=700 cm %
B
F E
D

et wen

10cm 20 cm

Fig. P6.2.1 Pieza simple sometida a torsion no uniforme
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Solucion

Es preciso, en primer lugar, determinar algunas de las caracteristicas de la seccién. En la
figura P6.2.2 se representa la situacién del centro de gravedad y del centro de esfuerzos
cortantes. Por razones de simetria, ambos puntos estaran situados a 20 cm por encima
del segmento F'E.

€
— p—20 A
X3 w
y L v
clc %X C +
P~
—— F —tmo o F

b4 7
4,355 cm 3,462 cm

Fig. P6.2.2 Centro de gravedad, de esfuerzos cortantes y coordenadas
sectoriales w

- Coordenadas sectoriales w (ver Fig. P6.2.2)

" 20&
=— = 1
w =3 0&
b 3

w| =200 —4,3555 = 200 — 2,1774¢
B
F

w| =112,9 — 10¢
D

E
w| =112,9 + 10¢

D

En la figura P6.2.3a) puede verse representada la ley anterior.
- Coordenadas sectoriales €2

Para normalizar las anteriores coordenadas sectoriales se calcula previamente

wdA
wO:fA =
—1(1)4<3002+0><3O><1,2+200+2112’9><40><0,8+12’9+2312’9><30><1,2>—

= 156,45 cm?
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143,55 |
+
43,55 156,45
43,55
156,45
12,9
143,55
a) b)

Fig. P6.2.3 a) Coordenadas sectoriales. b) Coordenadas sectoriales nor-
malizadas

por lo tanto:

H
= 10¢ — 156,45
A

B
F

0

D
Q| =200 — 2,1774¢ — 156,45 = 43,55 — 2, 1774¢
0

= — 43,55 — 10¢

D

E
Q| = — 43,55+ 10¢

D

En la figura P6.2.3.b) pueden verse representadas las coordenadas sectoriales normal-
izadas.

- Médulo de alabeo I (expresion 6.80)

30 40

Tog :4/9%4 =4 /(105 — 156,45) x 1,2 d¢ + /(43,55 —2,1774€) 0,8 dé+
A 0 0
10 20
+/(—43,55 —106) x 1,2 d§+/(—43,55+ 108) x 1,2 d¢| =
0 0

=4 x (271 498 + 20 228,6 4 115 019 + 156 478) = 2 252 894,4 cm?®

- Médulo de torsién J (expresién 6.49a)

J= éZbie? = %(30>< 1,2° +40 x 0,8° + 30 x 1,2%) = 41,387 cm*
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El pardmetro 8 de torsién valdra (tomando v = 0, 25)

Eloq 2252804, 4
P=\"Gr V¥ iast roem

- Solucién de la ecuaciéon diferencial de la torsién

De acuerdo con 6.88, la solucién de la ecuacién diferencial de la torsién vendrd dada
por

T
1= Gt et oeT P+ (a)

o también sustituyendo en ¢,

©r = €y + e/ e em /380 L 9 3 x 107,

Derivando hasta tres veces

(j;;l :%eﬁ/ﬁ _ %6*11/5 + % (b)
o, e, s,
dx?l :er 1/5+F326 1/8 (C)
d®p C s,
dx; :6236 1/8 _ 573;6 1/8 (d)

en donde las constantes de integracién se obtendran en funcién de las siguientes condi-
ciones de contorno:

- Empotramiento (punto R)

e Giro nulo: ¢,(z;, =0)=0

e Alabeos nulos: flifi =0
Tt lzy=0

- Extremo libre (punto S)

e Tensiones normales nulas (o lo que es equivalente: el bimomento debe ser nulo):
oy _
dx¥ =0

z1=L

Impuestas las anteriores condiciones de contorno se obtiene

CB—ere) T
“=Trer GJ
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s T
“= " Ty e Gy
Bex/? T
“ =T s Gl

Con lo cual, de acuerdo con 6.43, 6.82 y 6.81 que, respectivamente, proporcionan los
valores del momento de torsiéon uniforme M,, del bimomento B, y del momento de alabeo
M., se obtiene

d 21/8 | g2L—w1)/8
MtzGJ%:<—e te +1>T

dx, 1+ e2t/8
B :L(_erl/ﬁ +6(2L*I1)/ﬁ)T
Q 1 + eZL/B

em1/8 4 o(L-=21)/8
1+ e2L/8

M =

w

Sustituyendo en las expresiones anteriores los valores conocidos de 8 y L se obtendran
los valores de M,, B, y M, en funcién de x, y T. En la figura P6.2.4 pueden verse
representados los anteriores valores. Asimismo en la figura P6.2.5 se halla representada
la variacién de M, /T en funcién de z, para distintos valores de 5. Como se observa, a
medida que el parametro § disminuye los efectos del alabeo son menores y mas localizados.

Una vez conocida la ley de variacién de M,, B, y M,,, se pueden ya calcular en las
distintas secciones las tensiones normales y las tangenciales. Légicamente las mayores
tensiones normales, asi como las maximas tangenciales provocadas por el torsor de alabeo
se producirdn en el empotramiento. Las tensiones tangenciales méximas producidas por
M, tendran lugar en el extremo libre. En el presente ejemplo se calcularan inicamente las
tensiones normales y las tangenciales producidas por M,, en el empotramiento (constantes
en el espesor).

- Célculo de las tensiones normales (expresién 6.83)

B,

2Q
[SZSZ

o=

Previamente se ha calculado la distribucién de las coordenadas sectoriales normalizadas
. Ademas (las unidades utilizadas son: Newton y cm)

B, 70535582
Inq 2252 894,4

= 31,31

En la figura P6.2.6 puede verse representada la distribucién de tensiones normales o.
- Distribucién de tensiones tangenciales (expresion 6.84)

Para calcular las tensiones tangenciales es preciso calcular previamente la distribucion
de los momentos estaticos sectoriales m,, dados por 6.73. Es de notar que al calcularse
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B,/T
1,0
0,8 M,/T
0,61
0.4 7 M,/ T
0,21

0 I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700

a)

X, (cm)

0 100 200 300 400 500 600 700 X, (cm)
0 | | | | | | |

50
100 —
150 —
200 —
250 —
300
350
400 —

o/ T

b)
Fig. P6.2.4 a) Valores de M,/T y M, /T. b) Valores de By,

las tensiones tangenciales a partir del equilibrio con las tensiones normales o, los valores
de mg, deben siempre ser obtenidos a partir de los extremos de las paredes de las piezas,
ya que en dichos puntos las tensiones tangenciales son nulas

mq

€
B
=2X 1,2/(105 — 156,45)d¢ = 12¢* — 375,48¢
A
0

me

B

3
H
=2x1, 2/(105 — 156,45)d¢ = 1267 — 375, 48¢ + 464, 4
30
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T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

X, (cm)

Fig. P6.2.5 Variacion de M,/T en

/ MWQ

S

8988,2

2727

9796,8

Fig. P6.2.6 Distribucion de tensiones normales en el empotramiento (valores en
N/cm?)

3
= — 464,4 +2 /(43, 55— 2,1774€) x 0,8d¢ = —1, 74267 + 69, 68¢ — 464, 4

0

D
mq

B

mq

£
D
=2/(—43,55 —10€) x 1,2d¢ = —12€* — 104, 52€ + 2 245, 2
F
0

me

1
= 3
:2/(743, 55+ 10€) x 1,2d€ = 12€% — 104, 52¢ — 2 709, 6
D
20
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Por lo tanto, de acuerdo con 6.84, y dado que M,,/Io, = 0,088775, el flujo de tensiones

tangenciales ¢ = Te valdra:

o -

A

o =

B

F

o -

D

—1,0653¢> + 33,333¢

— 1,0653¢% + 33,333¢ — 41,23

D
¢| =0,1546¢* — 6,186¢ + 41,23
B

D
¢| =1,0653¢% +9,279¢ — 199, 32

—1,0653€2 + 9, 279¢ + 240, 54

Por lo que respecta al signo de los anteriores flujos, debe recordarse que su sentido
positivo coincide con el sentido positivo de la coordenada local €. En la figura P6.2.7
pueden verse representados los flujos de tensiones tangenciales.

240,55
il ﬂmﬂmﬂm
) 4123
8,44
)
20,63 }
{ 8,44
4123
199,32
240,55

Unidades:

2
cm

Fig. P6.2.7 Flujos de tensiones tangenciales
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7 Energia de deformacién

7.1 Introduccién

Los teoremas y procedimientos relacionados con la energia de deformaciéon ocupan
una posicién central en todo el Calculo de Estructuras. En este capitulo se va a estudiar
su formulacién bésica, y si bien se introducirdn algunos ejemplos que permitan alcanzar
una mejor comprensién de la teoria, las aplicaciones a los sistemas estructurales se
dejaran para los capitulos sucesivos.

Si bien los teoremas que se van a estudiar son completamente generales y, por tanto,
directamente aplicables a sistemas 2D y 3D, a fin de facilitar una mejor comprensién
de la exposicion, se hara especial incidencia en el caso bidimensional. En el Capitulo 12
se retomara su estudio para aplicaciones a los sistemas estructurales tridimensionales.

Por lo que hace referencia a la nomenclatura utilizada, se designa por la letra v a
los movimientos en las coordenadas propias de la seccién (coordenadas locales) y por
u a los mismos movimientos en otras direcciones (coordenadas globales, movimientos
segun una direccién, etc.). En ocasiones, la diferencia entre ambos simbolos es nula,
por lo que la eleccién de uno u otro es arbitraria.

7.2 Teorema de los trabajos virtuales

El teorema de los trabajos virtuales constituye una forma alternativa de presentar
las ecuaciones de equilibrio y de hecho puede deducirse a partir de éstas. Al mismo
tiempo constituye una herramienta muy utilizada en la formulacién de las ecuaciones
discretizadas de la deformacién de sélidos.

7.2.1 Formulacién

En el Capitulo 2 se han establecido las ecuaciones de equilibrio interno para una
pieza lineal cualquiera. Dichas ecuaciones se escriben
dF

Y ip=0 7.1
7o TP (7.1a)



248

Resistencia de Materiales y Estructuras

d d
ﬂ+m+—zx}':0

7.1b
ds ds ( )

Para el caso de una pieza bidimensional, se supondra que el eje x; es principal de
inercia y es perpendicular al plano en el cual estd contenida dicha pieza. Asimismo, el
eje x, serd también principal de inercia. De esta forma, las tnicas cargas externas que
actian serdn p,,p, v ms, por lo que las uinicas componentes no nulas de los esfuerzos
seran N, (), y M;;. Por lo que hace referencia a los movimientos, cabe considerar v,, v,
v 3 siendo nulos el resto. Asimismo, para las deformaciones, las tinicas a considerar
SON €1, X3 V Yam- Por ello, en todo el estudio bidimensional, y siempre que no induzca
a confusion algunas de las notaciones iniciales, seran sustituidas por:

ms
Q-
My
¥3
X3
Yam

—m

- Q

— M;

— P

— X

— 7,, 0 simplemente -y

Aunque las demostraciones que se desarrollardn seguidamente pueden realizarse di-
rectamente para el caso mas general de piezas curvas, se procederd, para mayor claridad
de exposicion, a formular en primer lugar las piezas rectas y seguidamente las curvas.

7.2.1.1 Pieza recta

Para el caso particular de una pieza bidimensional recta, las anteriores ecuaciones
toman la forma (Fig. 7.1)

dN

4tp=0 (7.2a)
X1

d
4

dM,

Las anteriores ecuaciones pueden escribirse en forma débil

So

/(

o

So

+m+Q)godm1+/<

o

So

+p2) v, dxy JF/(

o

dM;
dx,

dN

d@
- dz, +

dx,

) Tide =0 (7.3)

siendo s, la longitud total de la pieza, P un giro cualquiera (virtual), 7, un desplaza-
miento virtual en direcciéon x; y v, un desplazamiento virtual en direccién x,. Notese
que si se considera la deformacién por cortante, ¥ y 7, son independientes. En caso
contrario @ = duv,/dz;.
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*2)

P,

RRER

—— - p,

dM
M M+ i, dx
N > N+dN %=
m
Q Q+dQ

ds

Fig. 7.1 Equilibrio bidimensional de una rebanada diferencial

Las anteriores ecuaciones pueden integrarse por partes quedando

dv
/Q = dx,

/Mfd .. dx1+/mcpdx1+/Q<pdw1+Qv2

dv1

+ /pQWQ dml + Nvl +/ 1U1 dafl — 0 (7 4)
o

Si no se desprecia la influencia del esfuerzo cortante en la deformacion, el término
dv,/dz, puede escribirse (Fig. 7.2)
dv,
2 —p4H 7.5
ekl (7.5)
siendo @ el angulo de giro total de la cara anterior de la secciéon y 7 el dngulo de
deformacién por cortante de una cara de la seccién respecto a la anterior.
Por lo que, teniendo en cuenta que la curvatura virtual Y es igual a ¥ = dg/dz,, la
expresion 7.4 puede escribirse

/fodxl‘i'/Qgdel—'_Q'UQ

/ Q7 da, - / Q7 dz,

7 d
+/m¢dl‘1 + /QUQU2 dx, + Nvl /Ni dx, + /plﬁ1 dz, =0 (7.6)
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X2

dvy=@dx +v,,dx,

X= S

Fig. 7.2 Movimiento diferencial de una seccion

O sea

So So So
v
dz,
o o o

6[7 So So
Ldx, = M@)O + QU, )

So
+ Nv,
o

So So So
—i—/m@dwl + /plUl dx, —I—/pﬁg dx, (7.7)
o o

y teniendo en cuenta que f M;x ds, f Qvdsy f N(dv, /dz,)dz, son respectivamente

el trabajo virtual reahzado por los momentos ﬂectores por los esfuerzos cortantes y
por los esfuerzos axiles, puede enunciarse el teorema de los trabajos virtuales como
sigue: Cuando a una pieza en equilibrio se la somete a unos desplazamientos virtuales,
el trabajo realizado por las fuerzas externas es igual al trabajo realizado por las fuerzas
mnternas.

En el caso de despreciar la deformacion debida al esfuerzo cortante, ¥ = 0, por lo
que de acuerdo con 7.5

dv,
dz,

por lo que la expresién de trabajos virtuales 7.7 se escribira

- (7.8)

du, |50 _
/fodx1 + /N— dz, = M;p| "+ Q,
o

So
+ Nil
o

So
> —|—/m¢dazl
o

0
So

+/p161 dz, +/P2@ dz, (79)

o
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Hay que senalar asimismo que, tal como se ha apuntado anteriormente, el teorema
de los trabajos virtuales es aplicable a sistemas cualquiera bidimensionales o tridimen-
sionales. En el Capitulo 12 se volverda otra vez sobre esta cuestion.

& Problema resuelto P7.1 Supdngase la ménsula de la figura P7.1.1 sometida a las cargas
que en ella se indican. Sean los movimientos virtuales U, = azx>, @ = bx,. Comprobar
que se cumple el teorema de los trabajos virtuales.

v=ax
X - 1
2 -
-
-
,—” - /J
. - _— —~Tvx)
V/ —— __— _ - 1
—
— =T 7—:’7 7I7—>X
—— 1
=

X3

—
o
o]

Fig. P7.1.1 Ménsula cargada sometida a unos movimientos v y @ virtuales

Solucion

La curvatura de la pieza correspondiente al movimiento virtual » valdra

dp
Y = - b
X dx,
y la deformacién cortante virtual 7
d
¥ = ve — P = 3ax? — bx,
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Por otra parte, las leyes de esfuerzos se escriben

M, =M+ F(L —z,)
Q=F
Se aplica seguidamente el teorema de los trabajos virtuales:

e Trabajo virtual producido por las fuerzas internas M; y @

L L
W, :/ [M+ F(L — z,)|bdzx, —|—/ F(3az? — bx,) dx,

2

FbL L?
=MbL + + FaL?® — Fb7 = MbL + FaL? (a)

e Trabajo virtual producido por las fuerzas externas

W.=M@(x, = L)+ Fv,(x, = L) = MbL + Fal? (b)

Tal como establece el teorema de los trabajos virtuales, las expresiones a y b coinciden.

7.2.1.2 Pieza curva

En el caso mas general de pieza curva, las ecuaciones 7.1 se escribirdn

% +p=0 (7.10a)
%+m+@=0 (7.100)
escribiéndose en este caso
F = Ne; + Qe,

D = p:i€ + pse,

Es importante notar la diferencia entre las ecuaciones anteriores y las 7.2. Dicha dife-
rencia viene dada por el hecho de que las derivadas respecto a la coordenada curvilinea s
de los vectores e; y e, no son nulas como sucedia en el caso de piezas rectas. Escribiendo
nuevamente 7.10 en forma débil

So

/(CLF—I-p) -vds+/<djwf+m~l—62>g0ds:o (7.11)
ds ds

siendo @, al igual que anteriormente, un giro virtual y v un desplazamiento virtual de
componentes

v= {”1] (7.12)
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Integrando 7.11 por partes

o

Mp

s, So dﬁ So So
—/Mfd—sods—i-/m@ds—i-/Q@ds—i-}'-V
o S
o o o

So W So
—/T-d—:ds—i—/p‘vds:o (7.13)

Por otra parte, si z es la coordenada de un punto cualquiera de la directriz de la
pieza antes de la deformacién y z’ es la coordenada del mismo punto después de la
deformacién, los desplazamientos se escribiran

v=1z -z (7.14)
y también
dv dz dz
ST (7.15)

siendo t el vector tangente a la directriz después de la deformacién (ver Fig. 7.3).

Z

Z

Fig. 7.3 Movimiento de una seccion de una pieza plana
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De acuerdo con la figura 7.3, €] es igual al vector e, girado un dngulo ¢ y tal que

el =lled(1+e)=(1+e) (7.16)

es decir
IITQ =e, +ye; X e (7.17)

ademas
t=€ +ty=e(l+6¢)+ype;xe(l+e)+y (7.18)

sustituyendo en 7.15 se tendra

dv
T = t—e =e(l+e)+tpesxe(l+e)+y—e =ce +o(l+e)e,+ve, (7.19)

y dado que los movimientos son pequenos, el producto e, puede despreciarse, por lo
que la expresién 7.19 queda finalmente

dv
ds ae + (o +7v)e (7.20)

Si los movimientos que se consideran son virtuales, la expresién anterior se trans-
forma en

dv
ds
Sustituyendo 7.21 en la expresion 7.13 se obtiene

M;p

s, So d@ So So s,
—/Mfd—ds+/m¢ds+/Q¢ds+N@1 + QD
o S (0]
(0] (0] o

So
o
So So

- /(Ne1 + Qe,) - [elel + (@ + v)ez] ds + /p Vds =0 (7.22)

o

es decir
So So So
/fods—}—/Qﬁds—i—/Nads:
(0] o o

So
— M@‘O + QUi + Nv,

So So So
° —|—/m¢ds—|—/p1@1 ds+/p262 ds (7.23)
o

o o o

expresiéon muy similar a la 7.7 pero valida ahora para cualquier tipo de pieza plana.
Noétese asimismo que, para el caso de piezas curvas, se tiene que en general €, # dv,/ds.
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7.3 Teorema de los trabajos virtuales complementarios

7.3.1 Formulacién

Considérese al igual que en el apartado anterior una pieza cualquiera sometida a
un determinado sistema de cargas. Dicha pieza tendrd unos desplazamientos v(s) en
cada punto. Supdéngase seguidamente que a dicha pieza se aplica un sistema de cargas
virtuales p(s), la cuales motivaran la aparicién de unos esfuerzos F(s) y M(s) también
virtuales. Se cumplirdn las ecuaciones de equilibrio

%f+p@):0 (7.24a)
aM dz —

Al igual que antes, el teorema de los trabajos virtuales complementarios se realizara
para piezas rectas. Para piezas curvas, sin embargo, y dada la similitud que presenta la
demostracién con el caso anterior, se escribird inicamente la expresion general, dejando
como ejercicio para el lector su demostracién.

Para el caso particular de una pieza bidimensional, las anteriores ecuaciones tomaran
la forma:

dN
—+p, =0 (7.25a)
dz,
dQ
Q5 =0 (7.25b)
dx,
dM,
o Ltm+Q=0 (7.25¢)
1

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma débil

/(dé\{ +m+Q>@dml+/<+p2> v2d$1+/<+p1> vidr, =0 (7.26)

o

siendo ¢, v, y v, los giros y desplazamientos reales de la pieza. Procediendo igual que
antes se llega a

507 507 Soid
/Mﬂ¢m+/@m%+/Niw%=
dx,

/mgo ds—l—/plv1 dx, +/p2v2 dr,  (7.27)

o

—Mfga‘ +Q2125 +Nvl




256 Resistencia de Materiales y Estructuras

Puede formularse, por tanto, el teorema de los trabajos virtuales complementarios
como sigue: Si a una pieza en equilibrio se la somete a unas determinadas cargas
virtuales, el trabajo realizado por las fuerzas internas es igual al trabajo realizado por
las fuerzas externas.

Nuevamente es preciso realizar la misma observacién respecto al término de defor-

So___
macién por cortante, en el sentido de que si éste se desprecia, el término [ Qv dz, se
o

anula.
Para el caso més general de piezas curvas, la expresién 7.27 de trabajos virtuales
complementarios se escribe

/fods#—/évds—k/ﬁelds:

So

/mgp ds—l—/plv1 ds+/p2v2 ds (7.28)

o

= MfSD‘ +QU2 w0

—l—NUl

Las expresiones 7.27 y 7.28 pueden escribirse de otra forma que en muchas ocasiones
puede resultar mas conveniente. Dado que

M;
_Q
ey (7.29b)
N
€1 :ﬁ (729C)

siendo kA el valor de la seccién reducida a cortante, se puede reescribir la ecuacién de
trabajos virtuales complementarios en la forma

Mfod +/k:GAd +/EA

/mgo ds—l—/plvl ds—i—/p2v2 ds (7.30)

o

So
MfSO‘ +QU2 +NU1

expresiéon mas comoda que la anterior.

7.3.2 Método de la fuerza unidad para la determinacién de movimientos

El teorema de los trabajos virtuales complementarios anteriormente desarrollado
tiene una interesante aplicacion en la obtencion de movimientos de una pieza cualquiera.
Supdngase una estructura cualquiera (isostética o hiperestética) en la que se conocen
sus leyes de esfuerzos M;, ) y N y de la que se desea obtener el movimiento de un punto
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determinado C' de la misma segin una determinada direccién (Fig. 7.4). Para ello se
aplica una fuerza virtual concentrada F' = 1 en C en la direccién en que se desea obtener
el movimiento.

Fig. 7.4 Estructura sometida o fuerzas externas y a una fuerza virtual unidad

Sea:

M;,Q, N los esfuerzos en la estructura bajo la accién de las cargas externas que en
ella actian.

my, q,n los esfuerzos en la misma estructura cuando en el punto C' actia una fuerza
unidad F = 1 en una determinada direccién.

u. el vector movimiento total del punto C. -

u’ la componente del movimiento u. en la direcciéon de F = 1.

Logicamente
u’ =u,-F (7.31)
Aplicando la expresion 7.30 del teorema de los trabajos virtuales complementarios
Mym; fN _
/ ——=ds +/kGA ﬂds u,-F=uf (7.32)

Expresién que proporciona el movimiento de cualquier punto de una estructura en
una determinada direccién. Evidentemente, si se quisiera obtener el giro, se aplicaria
un momento virtual M = 1.

En la préactica, aparecen casos en los cuales no todas las deformaciones estan pro-
ducidas por los esfuerzos, sino que pueden tener otro origen, por ejemplo el térmico.
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En tales casos, las expresiones 7.29 se pueden escribir de forma més general

t nt
X =XtX

t __ nt
Y=+
t t
€, =€ + €
en donde x*, 7" y €' son las deformaciones generalizadas totales, x,~v y €, son las defor-
maciones generalizadas debidas a los esfuerzos M;, () y N respectivamente (expresiones
7.29) y X",y y €' son las deformaciones generalizadas producidas por otras causas
(efectos térmicos, retraccidn, etc.).

Si a una estructura con las deformaciones generalizadas anteriores se le aplica una

fuerza virtual concentrada F' = 1 en un punto C' y en la direccion en que se desea

obtener el movimiento de la estructura, la expresion 7.32 se reescribira

So So So
/Xtmf ds + /vtq ds + /etln ds =uf (7.33a)
o o o

o también, desarrollando los términos de las deformaciones generalizadas

Mfmf Qq /7 nt __
/kGAd + ds + W = (7.33b)

siendo

So So So
= /X"tmf ds—i—/’y"tq ds+/6’ftn ds
o o o

La expresion 7.32 (o la mas general 7.33a y 7.33b) es extremadamente 1til en la
determinacién de los movimientos de las estructuras y serd utilizada en los capitulos
que siguen.

& Problema resuelto P7.2 Supdngase que se desea determinar el movimiento vertical y
el giro en el punto A de la ménsula de la figura P7.2.1.

Solucion

Los esfuerzos en la pieza valen

M;(z,) = p%
Q(Il) = pr,

Para determinar el desplazamiento vertical del punto A, se coloca una fuerza vertical en
A de valor F' = 1. Los esfuerzos provocados por esta fuerza valdran
m;=—mx,

q=1
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X

P, =P

>
N
———
77

. 5 Xy b)
F=1
Xz‘
( - B§ X, ©)

M=1

Fig. P7.2.1 Determinacion de la flecha y el giro en el extremo de una
ménsula

Aplicando la expresién 7.32 se obtendra el desplazamiento vertical v,, del punto A

L z3 L
_/(172) (—2.) p +/pf1¢1~1d ~ pL? L pL
Vea = EI o kGA “' T 8EI T 2kGA

o o

Es importante recordar que v,, es el producto escalar del desplazamiento por la fuerza
F =1, lo que quiere decir que un signo negativo indicarfa que el desplazamiento tiene
sentido contrario a la fuerza F = 1.

Andlogamente, para obtener el giro en el punto A se aplica en dicho punto un momento
virtual M = 1. Las leyes de esfuerzos que dicho momento producira valen

my;=—1
q=0

por lo que, aplicando nuevamente la expresion 7.32, se obtendra el giro ¢, en el punto A

L 2
(JTl) (_1)d pL?
pa ’/ ET T GEI

o

La misma observacién realizada anteriormente a propésito del signo de v,, es igualmente
aplicable ahora al giro.
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7.4 Energia potencial total

El teorema de la minimizacién de la energia potencial total puede plantearse como
una consecuencia directa del teorema de los trabajos virtuales. Para ello, basta con
notar que los movimientos virtuales v,,v,,® se pueden escribir como una variacién
arbitraria de los movimientos previamente existentes en la estructura, es decir, v; =
vy, Uy = dUy, ® = 0, con lo cual ¥ = dx y también 7 = v y €, = d¢,. Por lo tanto

oM
ox = —+
X= R
oy = 09
7T kGA
oN
o€, = —
“ T FEA
Sustituyendo en 7.23, se obtiene
5Mf 5Q T 6N

- (7.34)

[/plévl ds + /p25v2 ds + Z Fyév,; + Z Ey;dv,;

o

La expresion anterior, aunque escrita en forma ligeramente distinta a la 7.23, es
la misma; Unicamente se ha supuesto ademds que existen cargas concentradas en la
pieza y considerado que las fuerzas y momentos de extremo de barra son unas cargas
concentradas mas. Teniendo en cuenta que

OM; B M]?
Q Q?
QkGA =0 (2kGA> (7.356)
ON N?
se obtiene
So N2
) 2EI ds+/2EAds+

=0  (7.36)

So
(_ /pﬂ)l ds — /pﬂ)z ds — Z Fiv, — Z F2ﬂ)2i)

o o
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El término

So So So
M2 QZ N2
s
——ds / ds / ds
/ 251" | 2kGA™ T | 2EA
o o o
es la energia interna de deformacion W, mientras que el término entre paréntesis es

la energia potencial de las fuerzas externas U,. Por lo tanto, la expresiéon 7.36 puede
escribirse

SW + 68U, =0 (7.37a)
S(W + U,) =0 (7.37b)

Al término II = W 4 U, se le denomina energia potencial total del sistema.
Las expresiones 7.37 indican que la energia potencial total del sistema debe ser
estacionaria frente a cualquier variacion de los desplazamientos. Se expresa también

ST =0 (7.38)

y también
11
SIT =" ?)vévi (7.39a)

y puesto que las variaciones dv; son arbitrarias, es preciso que para todo i se cumpla
que OII/0v; = 0, por lo que resulta que II debe ser un méximo o un minimo frente a
los desplazamientos.

Si el equilibrio es estable, se trata de un minimo, con lo cual §*II > 0, mientras que
si 0211 < 0 se estard en presencia de un problema de inestabilidad.

En 7.39a se ha supuesto que la energia potencial total se expresa en funcién de
los desplazamientos referidos a las coordenadas locales. Légicamente puede también
expresarse en funcién de los desplazamientos referidos a las coordenadas globales. En
este caso, 7.39a se reescribe

ol
ST = Z 8—%(5% (7.39b)

con lo que igualmente se llega a la conclusion de extremo de II.

7.5 Expresion de la energia elastica

Una vez llegados a este punto, es conveniente hacer un alto para analizar detenida-
mente las componentes de la energia elastica de deformacién, asi como sus diferentes
posibles expresiones.

La energia elastica de deformacién puede expresarse de diferentes formas:

a) Como una funcion de las variables externas. En este caso es posible elegir varias
alternativas:
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- Expresar la energia eldstica como una funcién de las fuerzas externas y de los
desplazamientos existentes en los puntos de aplicaciéon de las mismas.

- Como una forma cuadratica de las fuerzas externas.

- Como una forma cuadratica de los movimientos de los puntos de actuacion de
las fuerzas.

b) Como una funcidn de las variables internas. En este caso caben asimismo diferentes
alternativas:

- Expresar la energia elastica como una funcién de los esfuerzos internos de la pieza
(momentos flectores, esfuerzos cortantes, esfuerzos axiles y momentos torsores).

- Como una funcién de los esfuerzos internos y de las deformaciones generalizadas
(curvaturas, etc.).

- Como una funcién de las deformaciones generalizadas.

Indudablemente, al ser la energia elastica una funcién de estado, todas las anteriores
expresiones son equivalentes.

Seguidamente se analizan con algin detalle las diferentes expresiones de la energia
eldstica enunciadas anteriormente.

a) Expresion de la energia eldstica como una funcion de las variables externas

Supéngase una pieza eldstica cargada con unas fuerzas F,---F,---F, (Fig. 7.5)
que producen unos movimientos u, ---u; - - - u, en los puntos de aplicaciéon de las mis-
mas. Légicamente pueden actuar también momentos, en cuyo caso el correspondiente
movimiento a considerar serfa un giro.

Fig. 7.5 Fuerzas y movimientos en una pieza eldstica

Si todas las cargas se aumentan proporcionalmente desde cero a su valor final, es
evidente que la energia de deformacion vendra dada por la suma de productos escalares,

1
W=, YR (7.40)
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que también puede escribirse
1
W= Z Fu? (7.41)

siendo F; el médulo de F; y u! la proyeccién (positiva o negativa) del movimiento u,
en la direccion de la fuerza F,. A los movimientos u} se les denomina movimientos
eficaces.

La expresién anterior puede escribirse como funcién de las fuerzas externas. Para
ello basta tener en cuenta que los desplazamientos eficaces u] dependen linealmente de
las fuerzas externas F;, es decir

m
ul =Y ay,F, (7.42)
j=1

siendo o unos coeficientes que serdn conocidos una vez resuelto el problema eldstico.
Sustituyendo 7.42 en 7.41 se obtiene la energia elastica como una forma cuadrética de
las fuerzas externas

1
W= Z zj: o FLF; (7.43)

Andlogamente, se puede escribir la energia eldstica como una funcién de los movi-
mientos eficaces. Para ello, invirtiendo las relaciones 7.42 se tendra

F,=Y Buj (7.44)
J
expresién que sustituida en 7.41 proporciona
1 k ok
J

i

lo cual proporciona la expresion de la energia elastica en funcion de los desplazamientos
eficaces.

La expresién 7.45 puede escribirse también en funcién de los movimientos totales.
Para ello, basta observar que 7.44 puede reescribirse

ur = cuy (7.46)

siendo ¢; el coseno del angulo que forma el movimiento con la fuerza aplicada, por lo
que 7.45 tomard la forma

1
W = 3 Z Z Bluju, (7.47)
i

Es importante senalar que, puesto que el valor de la energia eldstica es tnico, las
expresiones anteriores son validas independientemente del proceso de carga.
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b) Ezpresion de la energia eldstica en funcion de variables internas.

Tal como se ha tenido ocasién de indicar anteriormente, la energia elastica puede
escribirse como semisuma de las integrales extendidas a toda la pieza de los esfuerzos
multiplicados por las deformaciones generalizadas. Para el caso bidimensional dicha
energia tendra la forma

1 So So So
W = 3 /fods—i—/Q’yd:;—i—/Ne1 ds (7.48a)
que también puede escribirse
V[ Far o TN ]
== —Ld d d .48b
V=3 EIS+/kGAS+/EAS (7.480)
o también
1 So So So
W= / EIN ds + / kG A~ ds + / EAE ds (7.48¢)

siendo equivalentes las tres expresiones.

& Problema resuelto P7.3 Considérese la ménsula de la figura P7.3.1 en la que actian
dos fuerzas F, y F,. Para mayor simplicidad se desprecia la deformacion debida al es-
fuerzo cortante. Tal como se verd mds adelante, los desplazamientos en los puntos By C

valen:
a3
Usp :@(2F1 + 5F2) (CL)
CL3
Use :6E'7](5F1 + 16F2) (b)

Escribir las diversas expresiones de la energia eldstica.

X2
F E,
A B cy .

N | YUsp

-
(S
-
IS
-

Fig. P7.3.1 Ménsula sometida a cargas externas
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Solucion

a) En funcién de las variables externas, la energfa eldstica se escribiré:
- En funcién de las fuerzas y los movimientos

1 1
W = iFlugB + §F2uzc (c)
- En funcién de las fuerzas

Sustituyendo en ¢ las expresiones de los desplazamientos dados por las expresiones
a y b se obtiene

W= tn % op 4 5E) + LR T (5F + 16
T 9T GEINT! 29Tt GEIN ! 2
3

a

6E1

(F? + 5F,F, + 8F?)

- En funcién de los movimientos
Invirtiendo las relaciones a y b se obtiene

6E1

Fl = ﬁ(lf}uzB — 5U2C)
6E1
F2 = ﬁ(—5u23 + 2“20)

y sustituyendo en d

6ET
1908 (56u3, — 35Usplsc + Tus.)

W:

b) En funcién de las fuerzas internas
La ley de momentos flectores se escribe

M,|5 =-F(a—x,) — F,(2a — 2,)

M,|; == F;(2a — z,)

Sustituyendo ambas expresiones en 7.48b y recordando que en este ejemplo se desprecia
la energia de deformacion debida al esfuerzo cortante, se obtiene

a

= 1/ Ehle—z) = F2a- 331)]2dm1

2 El
1 [FR@a— o))
— I a0 — Xy
o [ EREe Il
+2/ Bl “

a

expresion que integrada coincide con la d tal como era de esperar
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7.6 Primer teorema de Castigliano

Supéngase un sistema eldstico en equilibrio sometido a una serie de fuerzas externas
F;, las cuales deben ser independientes. Si u} son los desplazamientos eficaces en los
puntos de actuacion de las fuerzas, la energia eldstica se escribe

1

Se da a continuacién un incremento diferencial de desplazamiento du’ al punto
¢ y cero al resto. Logicamente, cada una de las otras fuerzas F; se modificard en
un diferencial, aunque su contribucién al incremento de energia serd nulo, al serlo el
incremento de los respectivos movimientos eficaces. El incremento de energia elastica
valdra 1
dW = F, du; + §dF,. du’ = F, du’ (7.50)

Este incremento de energia elastica puede también escribirse

ow
dw = du? 7.51
S (751)
e igualando
ggduf = F,du; (7.52)
o0 sea
ow
F, = .
e (7.53)

lo cual constituye la expresién del primer teorema de Castigliano.
Mas adelante se veran las aplicaciones de este teorema al cdlculo de estructuras
hiperestaticas.

Otra deduccion del primer teorema de Castigliano

Anteriormente se ha visto que la energia potencial total del sistema vale

I=W-) Fu] (7.54)
La primera variacién de II debe ser nula, es decir
N ow _ . ow N
ST = 6W = > Fdu} = Z o out — Z Fou! = Z (au;r — F) Su (7.55)

y puesto que las variaciones du} son arbitrarias

151%% B
ou*

K3

F,=0
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O sea oW

*
ou;

lo cual constituye otra demostracién del primer teorema de Castigliano.

F = (7.56)

7.7 Segundo teorema de Castigliano

7.7.1 Formulacién

Supongase al igual que antes un sistema elastico cargado con un conjunto de fuerzas
independientes F,. De acuerdo con la expresion del teorema de los trabajos virtuales
complementarios puede escribirse

/fo ds + /@7 ds + /Wel ds = Zfluf (7.57)
o 0 ) =1

Si los esfuerzos y fuerzas virtuales de la expresién anterior son una variacién de los
esfuerzos y fuerzas reales existentes debidos a las fuerzas F;, se tendrd M ; = dM;, Q =
0Q, N =0N, F =6F. Ademds, como

M,
_Q
ey (7.58b)
N
€1 :ﬂ (758C)
la expresion 7.57 puede escribirse
M — —O0Nds = *OF, .
/E5 fds+/kGA5st+/ SN ds = Zué (7.59)
0 sea
1 So M? 1 So .
23 ﬁds+2 kGA 2 EA ZuaF_o (7.60)
es decir
SW = ujdF, =0 (7.61)

pero como W = > W&F,- sustituyendo en 7.61

- F,
oW N
E@.:(aﬂ —uz.) SF. =0 (7.62)
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y como las fuerzas virtuales son arbitrarias

Bl
i QF,

lo cual constituye la expresion del segundo teorema de Castigliano.

(7.63)

Otra demostracion

La energia elastica de la pieza cargada vale W. Si se incrementa el valor de una
fuerza cualquiera F; en un diferencial dF; la nueva energia elastica valdra
ow
W + —dF, 7.64
*oF (7.64)
Supéngase seguidamente que la carga se realiza cargando primeramente la fuerza
dF; y posteriormente el resto de las cargas. La energia eldstica final valdra

1 * * 1 * *
FAF dul + dFuf + 5 ZJ: Fyul = ul dF, + W (7.65)
y puesto que las expresiones 7.64 y 7.65 deben ser equivalentes
ow
= 7.66
u = (7.60)

que constituye la expresion del segundo teorema de Castigliano.

7.7.2 Aplicacién del segundo teorema de Castigliano a la determinacién de
movimientos

El segundo teorema de Castigliano, uno de los teoremas mas importantes de todo el
calculo de estructuras, tiene dos importantes aplicaciones: por una parte en la deter-
minacién de los esfuerzos en estructuras hiperestaticas tal como se vera mas adelante,
y por otra en la determinacién de movimientos, tal como se expone seguidamente.

Cabe considerar varios casos:

a) En el punto en que se desea determinar el movimiento existe una fuerza concentrada
aplicada. FEn este caso, la aplicacién directa del segundo teorema de Castigliano pro-
porciona el desplazamiento eficaz en este punto. Para aclararlo, considérese el siguiente
ejemplo.

& Problema resuelto P7.4 Sea la ménsula de la figura P7.4.1 sometida a las fuerzas alld
indicadas. Se desea hallar el movimiento vertical del punto B.
Solucion

Las leyes de esfuerzos seran

M, =— g(L 2, + F(L—1,)

Q :F—p(L —xl)
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le

Fig. P7.4.1 Ménsula cargada

La energia eldstica valdra

1 SMQ 1 S 5
Wzi/ fds+§ Q ds

EI kEGA

o o

A partir de la expresion 7.66, se obtiene la flecha en B

. _57W_ OM; ds /Q
tar =t = 55 = | MioF B1
y puesto que
OM,
or — (L-m)
29 _,
oF
r d 7 d
— [ [P _ e _ _ )& _ _ L
_/[ PL—2) +F(L-)| (L ;vl)EI—&-/[F p(L xl)}kGA
~ pL! +FL3 FL  pL?
 8EI  3EI kGA 2kGA

b) En el punto en que se desea determinar el movimiento segin una determinada di-
reccion no hay aplicada ninguna fuerza concentrada en tal direccion. En este caso se
supone aplicada en dicho punto y en la direcciéon deseada una fuerza de valor F. Las
nuevas leyes de esfuerzos valdran:

M} = M; + Fm; (7.67a)
Q'=Q+Fq (7.67b)
N'= N+ Fn (7.67¢c)

siendo M, y N los esfuerzos en la pieza con las cargas reales, y F'm;, F'q y F'n los
esfuerzos en la misma pieza debidos a la fuerza ficticia F'. Légicamente m;, q y n seran
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los esfuerzos debidos a una fuerza unidad aplicada en el mismo punto y con la misma
direccién que F'.
La energia elastica valdra

LfQn? L F@) 1N
b= 12 ds + - ds + = / d .
W 2/2EI 8+2/kGA *T3) Ea ® (7.68)
y de acuerdo con 7.66, el movimiento total debido a las cargas aplicadas y a la fuerza
F sera
8Wt LOM] Q! ON?
ut = / e d+/Qt @ d+/Nt—ds (7.69)

y puesto que
oM

5p = Y (7.70a)
o t
8% =q (7.700)
ON?
sustituyendo en 7.69
*t 73
u —/(Mf—l—memeI+/Q+ q)q kGA /N—i—anEA (7.71)

El movimiento u*! y el movimiento u* coincidirdn si F' = 0, por lo que

Mymy
u—/ d+/kGAd+/—ds (7.72)

expresion que proporciona el movimiento eficaz en el punto de interés.

& Problema resuelto P7.5 Determinar el movimiento horizontal del punto A en la pieza
de la figura P7.5.1 mediante la aplicacion del teorema de Castigliano.

Solucion

Se eligen coordenadas polares. Las leyes de esfuerzos seran
R2
M, = —p7(1 — sin 6)?

Q =—pR(1 —sin 0)cos 6
N = pR(1 —sin 0)sin 0
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Fig. P7.5.1 Pieza circular: a) Cargas aplicadas, b) Carga unidad

Las leyes de esfuerzos debidos a una fuerza unidad valen

m; =— R(1 —sin 0)
q=—cos 0

n = sin 6
Aplicando el teorema de Castigliano en su expresién 7.72,

/2

Ua = / [—p};z(l — sin 0)2] [— R(1 —sin 0)} %‘119

/2
. Rd6
+ / [—pR (1 —sin 0) cos 9] (— cos H>k:G7
w/2
Rdf
1 . Q 3] -
+ / {pR( sin 6) sin 9} A
_ pR4 pR2 pRz
= 0,1302 £ +0,4521 40,1187 B2

que proporciona el valor del desplazamiento del punto A en direccién horizontal.

c) Determinacion del movimiento total de un punto de una pieza. Este caso es una
consecuencia directa del anterior. Para determinar el desplazamiento total, es preciso
hallar dos componentes en dos direcciones cualesquieras utilizando la metodologia de
la fuerza unidad expuesta en el punto anterior.

d) Determinacion del movimiento relativo entre dos puntos. Supéngase que en una
pieza cualquiera (Fig. 7.6) actian una serie de fuerzas F,,F,,---F,_ | F, —F, F,

--F,_1,F,, detal forma que dos de ellas —F; y F, tengan igual médulo y signo contrario
y estén aplicadas las dos en puntos distintos de la estructura A y B.
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Fig. 7.6 Estructura cargada con un sistema de fuerzas, dos de ellas de igual
magnitud y signo opuesto

Supéngase que se carga la estructura con —dF; y al mismo tiempo con dF;. Poste-
riormente se colocan el resto de las cargas. La energia elastica final valdra

dF, du®, + %dFi du’, + dF,u* + dF,u’, + % Z F; - u, (7.73)
J
La energia elastica dada por 7.73 también se puede escribir
W+ gIng (7.74)
E igualando se obtiene
Upp = Uy +up = (;I;[?f (7.75)

lo cual proporciona la expresiéon del movimiento relativo de los puntos A y B en la linea
de accion de F,.

& Problema resuelto P7.6 Supdngase la viga biapoyada de la figura P7.6.1 cargada con
una carga uniformemente repartida p y dos momentos M iguales y de signo contrario
aplicados en los puntos de apoyo A y B. Se desea obtener el giro relativo de A respecto a
B. Para mayor simplicidad se considerard unicamente la deformacion debida al momento
flector.

Solucion

Las leyes de momentos valdran

L—x,)?
L)t
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X; |

M( Z ?, Py > /M K

-
—

-

Fig. P7.6.1 Viga biapoyada sometida a carga uniformemente repartida y
a momentos en sus extremos

y sus derivadas respecto a M

oM, 1
oM
Aplicando el teorema de Castigliano
‘ oM, d
— [ p, 4T
Pas / oM EI
‘ L (L )? d L3 ML
p L= €z p
= —L—z)————+ M| — = —
/{2( z) s "M Er T 1281 T EI

o

lo cual proporciona el valor del giro relativo entre los extremos A y B.

7.8 Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

Este teorema fue enunciado en 1872 por E. Betti y poco maés tarde en 1874 por Lord
Rayleigh. Previamente, en 1864 Maxwell lo habia formulado como un caso particular
de su forma mas general.

Considérese una pieza elastica cargada de forma independiente con dos sistemas de
cargas (Fig. 7.7). El primer sistema consiste en una serie de fuerzas externas p que
dardn lugar a un campo de movimientos v.

El segundo sistema esta formado por otras fuerzas distintas p que daran lugar a otro
campo de movimientos v. El primer sistema de fuerzas dara lugar a unos esfuerzos
M;,Q y N, mientras que el segundo a M I3 Q, N. Loégicamente, en el caso tridimen-
sional se tendran ademads otros esfuerzos. Ambos sistemas de esfuerzos cumpliran las
ecuaciones de equilibrio interno, es decir

d
—(Ne, +Qe,) +p=0 (7.76a)
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a) b)

Fig. 7.7 Pieza eldstica cargada con dos sistemas de fuerzas

dM;
— =0 7.76b
= e (7.76)
y también
d , A .
£(Ne1 +Qeg) +p: 0 (777@)
M, .
— =0 7.770
7 e (7.770)
por lo que también deberd verificarse
7 s
/{(Neﬁ—@%)%—p} ~\7ds+/<de+Q)¢ds:0 (7.78a)
So ) R ) So dM )
/[(Nel+Qe2)+p}-vd8+/<de+Q><,ods:0 (7.78b)

Procediendo de igual forma que en las demostraciones de los teoremas de trabajos
virtuales (esto es, integrando por partes), la ecuacién 7.78a se transforma en

# ~ ds i ds S ds
/Mfoﬁ+/QQkGA+/NNﬂ

ZO + /plﬁl ds + /pzf)z ds (7.79)

o

= Mﬂﬁli" + Q1,

So
+ N,
o
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mientras que la 7.78b se escribe

So So So
N ds R ds ~__ds
M M, — NN =
/ ! fEI+/QQkGA+/ EA
o (0] o
So So
~ So A So ~ So
= MfSO‘ +Qu| -+ Nuy| +/ﬁ1v1 d8+/ﬁ2v2 ds (7.80)
(o)
(o] o

y puesto que los primeros miembros de 7.79 y 7.80 son iguales, se puede escribir

RED . |50 IS0 ~ So A So ~ So
Mip| + Q0 + NoO,| —M;pl —Quy — Nuv,| +
o o o o o o
So So So So
+ /plﬁl dS + /in}Q dS - /ﬁlvl dS - /ﬁQ/UQ dS = O (7.81)
o o o o

lo cual constituye la expresion general del teorema de Maxwell-Betti, que puede enun-
ciarse asi: En una pieza eldstica sometida a dos sistemas diferentes de fuerzas, el
trabajo que realizardn las fuerzas del primer sistema con los movimientos del seqgundo
es igual al trabajo que realizarian las fuerzas del sequndo sistema con los movimientos
del primero.

Un caso particular muy interesante es el que se refiere al caso en que el primer
sistema estd formado por una tnica fuerza (o momento) F, aplicada en un punto 1,
mientras que para el segundo sistema se tiene una fuerza F, aplicada en el punto 2

(Fig. 7.8).

Fig. 7.8 Pieza eldstica con dos sistemas de cargas formado cada uno de ellos
por una fuerza (o momento) concentrado

Sea:

u,; el movimiento del punto 1 debido a la fuerza F,.
u,; el movimiento del punto 2 debido a la fuerza F,.
u,, el movimiento del punto 1 debido a la fuerza F,.
U,, el movimiento del punto 2 debido a la fuerza F,.
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de acuerdo con 7.81 debera cumplirse que
F,-u,=F, u, (7.82)

Por su interés, es formativo deducir 7.82 por un camino distinto a como se ha
deducido 7.81. Para ello, supéngase que se carga la estructura aplicando primeramente
F, y a continuacién F,. El trabajo total realizado sera:

— Trabajo realizado por F; cuando se carga F, : %Fl S Uy
— Trabajo realizado por F, cuando se carga con F, : F, up,
— Trabajo realizado por F, cuando se carga con F, : %FQ “ Usy

El trabajo total valdra
1 1
W — §F1 U + Fl . u12 + §F2 . 1122 (7.83)

Anilogamente, supéngase que se carga primeramente con F, y posteriormente con
F,. El trabajo realizado valdra:

— Trabajo realizado por F, cuando se carga F, : %FZ Uy
— Trabajo realizado por F, cuando se carga con F,; : F, uy
— Trabajo realizado por F, cuando se carga con F,; : %Fl “uy

El trabajo total valdra

1 1
W - §F1 - Uqq + Fl * Ugy + §F2 - Uoo (7.84)
y puesto que las expresiones 7.83 y 7.84 son equivalentes

F,-u,=F, uy

tal como se enuncio.

Una interesante aplicacién del teorema de reciprocidad es la que hace referencia al
centro de esfuerzos cortantes definido en el Capitulo 5.

Considérese una seccién cualquiera (Fig. 7.9) en que los ejes x,, x5 son principales
de inercia. Supoéngase que el primer sistema de cargas estd formado por un esfuerzo
cortante (J; que pasa por el centro de esfuerzos cortantes C', mientras que el segundo
sistema estd formado por un momento torsor 7' que actda en el centro de esfuerzos
cortantes.

Al pasar QQ; por el centro de esfuerzos cortantes, la seccién no gira, teniendo tinica-
mente un desplazamiento vertical de valor

dvs = 3 ds = kg,QGS ds (7.85)

Asimismo, cuando en la seccién hay aplicado un momento torsor 7', el punto C' tiene
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X3 X34
c” c” )
o—_ o—_b
G X, G Xy

Fig. 7.9 Seccion cargada con un esfuerzo cortante que pasa por el centro de
esfuerzos cortantes y un momento torsor

un desplazamiento vertical dvs y un giro por torsién dy, = (T//GJ)ds. De acuerdo con
el teorema de Maxwell-Betti, el cortante ); multiplicado por dv; debe ser igual al
momento torsor 1" por el giro de la secciéon debido a )5, es decir:

Qs -dvs=T-0 (7.86)

es decir dvy = 0.

Andlogamente, si el cortante aplicado tuviera direccién horizontal, resultaria que
dv, = 0, es decir, que cuando la seccién estd sometida a un momento torsor, el centro
de esfuerzos cortantes solamente gira sin desplazarse, o sea, que una seccion sometida
a un momento torsor gira alrededor del centro de esfuerzos cortantes.

7.9 Minimizacién de la energia elastica respecto a las incégnitas hiper-
estaticas

Considérese una estructura hiperestatica cualquiera (ver Fig. 7.10) en la que se han
introducido los cortes suficientes para transformarla en isostatica. En los puntos de
corte se han introducido unas fuerzas y /o momentos X, de tal manera que se restablezca
la estructura original. Los movimientos eficaces de las X; deben ser nulos, ya que en el
caso de las hiperestdticas internas dicha nulidad de movimientos eficaces es necesaria
para restablecer la continuidad de la estructura, mientras que para las hiperestaticas
externas al tratarse de apoyos, también se exige la nulidad de movimientos.

Por lo tanto, de acuerdo con el segundo teorema de Castigliano

ow
lo cual indica que la energia eldstica debe ser un minimo respecto a las incognitas
hiperestaticas.

0 (7.87)
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Fig. 7.10 a) Estructura hiperestdtica, b) Cortes y fuerzas introducidas para
transformarla en isostdtica

7.10 Expresién de las deformaciones generalizadas ¢,,v, x y de los esfuerzos
en funcion de los movimientos

Recuérdese que la expresion 7.20 establece
dv

E:elel%—(@%—y)eg

Por otra parte,

ds ds' ! a2 ds ! ' ds ds ° > ds

Las derivadas respecto a la coordenada s de los vectores e; y e, vienen dadas por la

(7.88)
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matriz  de acuerdo con las expresiones 2.13 y 2.22, es decir

de,

E =— e,
de
d782 = Qe

por lo que 7.88 puede escribirse

dv dv dv
% = <d81 + 912?]2) e; + (d; - QIZU1) €,

Igualando 7.90 a 7.20 se obtiene

dv
€1 :disl + Qov,
dv
Y :T; 2 1,0,
y ademas
de
X7 s

Las expresiones 7.91 pueden expresarse matricialmente

€1 d% 0 0 (%1 0 Q, 0
Yl=10 4 —1||v|+]|-Q 0 0
X 0 0 d% () 0 0 O

O sea

A=L5+Q6 = (L+Q)s

siendo A el vector de deformaciones generalizadas

€1
Y
X

L es el operador diferencial bidimensional dado por

A=

4 0 0
L=|0 4 -1
0o o0 4

279

(7.89a)

(7.89b)

(7.90)

(7.91a)

(7.91b)

(7.91¢)

52] (7.92)

(7.93)

(7.94a)

(7.94b)
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El vector & es el vector de movimientos en coordenadas de la seccién

(%1
0= v (7.94c¢)
¥
La expresién 7.92 o su forma compacta 7.93 proporcionan las deformaciones genera-
lizadas en funcién de los movimientos. Dichas expresiones son de especial importancia
en la resolucién de problemas de Célculo de Estructuras utilizando métodos numéricos.
Es de notar que en el caso de piezas rectas se verifica que £ = 0, por lo que la expresién
7.93 para este caso particular adopta la forma

A=Ls (7.95)

Por lo que respecta a los esfuerzos, se puede escribir

N EA 0 0 €
Q|=|0 EkGA 0 y (7.96a)
M; 0 0 El| | x
o en forma compacta
R=CA (7.96b)

Sustituyendo A por la expresién dada por 7.93
R=CLé+CQ)=C(L+Q)é (7.97)

expresion que proporciona el valor de los esfuerzos en funciéon de los movimientos.

7.11 Directriz que no pasa por el centro de gravedad de la seccién

Todo lo estudiado hasta ahora supone que la directriz de la pieza pasa en cada punto
por el centro de gravedad de la seccién recta. Con ser éste el caso mas habitual, no
deja de ser un caso particular de uno mas general, consistente en suponer una directriz
cualquiera. En el Célculo de Estructuras, existen importantes aplicaciones cuyo estudio
se simplifica notablemente con una determinada directriz no coincidente con el lugar
geométrico de los centros de gravedad de las secciones rectas. Por ello, se exponen en
este apartado las expresiones que resultarian de este cambio.

Sea en una seccién cualquiera G el centro de gravedad de la misma y G’ la inter-
seccién de dicha seccién con la directriz. En G’ se sitia el origen del triedro local
e, e,,e;. Sea e(s) la posicién del punto G respecto al origen de coordenadas G’. Se de-
nominaran mediante N, Q y M; los esfuerzos en Gy mediante N, Q" y M} los esfuerzos
en G'. Evidentemente, N',Q" y M} cumplen las ecuaciones de equilibrio interno 2.14.
Por equilibrio se tendra

N' =N (7.98a)
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Q=Q

M = M; —e(s)N

281

(7.98b)

(7.98¢)

Asimismo si €}, y x’ son las deformaciones generalizadas respecto a G’, se puede

escribir
€ = ¢ + xe(s) (7.99a)
v =5 (7.99b)
X = x (7.99¢)
y ademas
N’ M| +e(s)N'
€ = A ! o e (s) (7.100a)
Ql
f— 7.100b
7= oA ( )
M, M,+e(s)N'
==L = 1
X = FEI EI (7.100c)
es decir
62 S e(s
6/1/ ﬁ K # (1] % g// (7.101)
X els) S P
E1 EA
0 sea
AN =D'R/ (7.102)
siendo
1 e2(s e(s
e
D' = 0 waa O (7.103)
e(s) 0 1
ET EA
La relacién 7.102 se puede invertir
R =CA (7.104)
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siendo

EA 0 —e(s)EA
C'=D)!= 0 kGA 0 (7.105)
—e(s)FA 0 EI+e*(s)EA

Por lo que hace referencia a la expresién del teorema de los trabajos virtuales 7.23,
sustituyendo en dicha expresion las ecuaciones 7.98 a 7.100 se obtiene

So So So
So s
/M}y’der/Q’ﬁ’der/ e ds = My ) + Q'7,
o o o
So So
1—1 |5 )=t ) —t .
+ N7 + [ po,ds+ [ p,u,ds =0 (7.106)
o
o o

lo cual constituye la expresién del teorema de los trabajos virtuales respecto a una
directriz cualquiera.

En cuanto a la energia elastica, dada por la expresion 7.48a, se tendra

1 [ So So So
W= /fods+/Q'yds+/Nelds] -

1 [ So So So
=5 /(M} +e(s)N')x ds +/Q’7/ ds + /N’((—:’1 —e(s)x’ ds}
1 [ So So So
=5 /M}X’ds—l—/Q”y’ds—i—/N’e’l(s)ds] (7.107)

o también

L /M/M’MW is+ / O oo (B M )

ET kG A FA ET
1 ez(s)
=3 / d+/kGA ( EI)ds

2/ M/N/ ] (7.108)
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y en funcién de las deformaciones generalizadas

W= { [ [mels)BA€ + (BT + () BAW| X ds+ [ KGAW)? ds+

o

+/ [EA€, — e(s)EAX] €, ds} = % {/(EI +e*(s)EA)(X')* ds+

o

-I-/kGA(fy’)2 ds+/EA(e'1)2 ds—2/e(s)EAe’1X/ ds} (7.109)

Finalmente, se desarrollan las expresiones que proporcionan las deformaciones ge-
neralizadas y los esfuerzos en funcién de los movimientos. Para ello nétese que la
expresién 7.20 es valida para cualquier directriz, por lo que se puede escribir

dv’
o= ee + (¢ +7 e, (7.110)

y procediendo anédlogamente al apartado 7.10

/
dv;

€ = = T 0,0, (7.111a)
dv!
V=g ¢ - ol (7.111b)
dy’
== 7.111
X'= (7.111c)
y escrito matricialmente
€ L0 0 4 0 Q 0] [
Yi=10 4 1|+ |- 0 0| (7.112)
X 0 0 4]l 0 0 0][¢
O sea
AN = (L+Q)§ (7.113)

En cuanto a las relaciones entre los esfuerzos y los desplazamientos, introduciendo
7.113 en 7.104 se obtiene

R'=C'(L+Q)d (7.114)

expresion que proporciona los esfuerzos en funcién de los desplazamientos tomando
como referencia una directriz cualquiera.

Notar finalmente que, tal como es de esperar, todos los teoremas generales deducidos
en este capitulo son de igual aplicaciéon al caso de una directriz no coincidente con el
lugar geométrico de los centros de gravedad.
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8 Estructuras articuladas

8.1 Introduccién

Se denominan estructuras articuladas aquellas estructuras formadas por barras (en
general rectas) unidas entre si mediante articulaciones (Fig. 8.1). Las fuerzas externas
se aplican en general a los nudos, por lo que dichas barras trabajan exclusivamente a
esfuerzo axil. Este hecho permite un aprovechamiento éptimo del material, por lo cual
son ampliamente utilizadas en la practica de la construccién. Es habitual su uso en
cubiertas de naves industriales, mercados, cubiertas de gasolineras, puentes ferroviarios,
etc.

2

Fig. 8.1 FEstructuras articuladas
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Las incégnitas a determinar son, por tanto, los esfuerzos axiles en cada una de las
barras y las reacciones. Por lo tanto, si:

nn es el numero de nudos de la estructura
nb es el nimero de barras de la estructura
nr es el nimero de reacciones simples de la estructura,

entonces el niimero de incognitas a determinar sera nb+nr. Las ecuaciones se obtendran
de realizar el equilibrio en cada uno de los nudos: dos ecuaciones por nudo para el caso
de estructuras planas y tres para estructuras espaciales. El ntimero total de ecuaciones
serd, por tanto, 2nn para el caso de una estructura plana.

El anterior razonamiento proporciona un criterio para determinar si una estructura
es isostatica o hiperestdtica. En efecto,

si nb + nr > 2 nn, la estructura es hiperestatica

si nb 4+ nr = 2 nn, la estructura es isostatica

si nb + nr < 2 nn, la estructura es un mecanismo
y siempre con nr > 3.

La anterior clasificaciéon debe, no obstante, ser tomada con precaucién, en el sentido
de condicién necesaria, pero en algunos casos no suficiente. Considérese por ejemplo
la estructura de la figura 8.2a, en que se estd en presencia de una estructura isostatica
y en donde efectivamente 17 + 3 = 2 x 10. Asimismo, en la figura 8.2b se representa
una estructura una vez hiperestatica, ya que es idéntica a la anterior, pero con una
barra (incégnita) més. Se cumple que 18 +3 > 2 x 10. Sin embargo, en la figura
8.2c se aprecia un claro mecanismo, cumpliéndose sin embargo que 17 + 3 = 2 x 10.
Ello es debido a que algunas de sus partes son hiperestaticas y otras constituyen un
mecanismo. La clasificacion anterior promedia ambos efectos y puede inducir a la falsa
afirmacion de que se trata de una estructura isostatica.

Para el célculo de estructuras articuladas hiperestaticas existen dos grandes grupos
de métodos: método de compatibilidad y método de rigidez. Ambos métodos seran
analizados con detalle.

8.2 Estructuras isostaticas

Como se ha dicho anteriormente, las estructuras isostaticas son aquellas en las cuales
las ecuaciones de equilibrio de la estatica son suficientes para determinar los esfuerzos
axiles en todas las barras, asi como las reacciones.

8.2.1 Metodologia general de analisis. Matriz de conexién

Para fijar ideas, considérese la estructura articulada isostatica representada en la Fi-
gura 8.3a. Supdngase que en dicha estructura se han numerado los nudos y las barras
(ambos de forma independiente). Es evidente que puesto que la reaccién en el nudo
4 es horizontal, el apoyo en dicho punto puede sustituirse por una barra horizontal de
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nb=18
nr=3
nn=10

b)

nb=17

nn=10

Fig. 8.2 a) Estructura isostdtica. b) Estructura hiperestdtica. ¢) Mecanismo

rigidez (producto EA/L) infinita (Fig. 8.3b). Asimismo, el apoyo 5 puede sustituirse
por dos barras, una horizontal y otra vertical, de rigidez también infinita. Logicamente,
los valores de las reacciones en ambos puntos coincidiran con el valor del esfuerzo axil
en las barras ficticias. Este simple artificio facilitara el cdlculo.

En el caso particular de que algiin apoyo fuera eldstico, la barra ficticia correspon-
diente tendria una rigidez igual a la rigidez del apoyo elastico, es decir, si R = —kd, se
tendrd que EA/L = k.

Dentro de una barra cualquiera, se denominard extremo A al de menor numeracién
global, y extremo B al de numeracién global mayor. Al mismo tiempo, los ejes locales
se elegirdn de forma que el sentido del vector base e, sea el que va del extremo A al B
(Fig. 8.4).

Si se denomina Ny al esfuerzo axil en la barra I, es evidente (Fig. 8.5) que la fuerza
axil que actia en el extremo B vendra dada en coordenadas globales por N;e!, mientras
que la que actia en el extremo A valdra —N,el.
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Fig. 8.4 FEjes locales para la estructura articulada de la figura 8.8 (se
dibuja unicamente el eje local e,)
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ZZ /A

Z

Fig. 8.5 Fuerzas de extremo de barra en coordenadas locales y globales

4 4 4
Nye7 @ -Nye] N,e]

2 1
N,ej \Nlel

2 1
-N,e; \Nle]

® QO

Fig. 8.6 Descomposicion de fuerzas en el nudo 2

Con las consideraciones y definiciones anteriores, es ya posible ir nudo a nudo para
establecer las correspondientes ecuaciones de equilibrio. Asi por ejemplo, en la figura
8.6 pueden verse las fuerzas axiles de extremo de barra de las piezas que concurren en
el nudo 2, asi como las fuerzas que actiian en el nudo. Por equilibrio, es evidente que
la suma de todas las fuerzas que actian en el nudo debe ser cero, o lo que es lo mismo:
la fuerza externa F, que actda en el nudo debe ser igual a la suma de las fuerzas de
extremo de barra que concurren en él, es decir

N,e; — N,e? — N,e} = F, (8.1a)

Anslogamente para los demds nudos

Nudo 1: —N,e; — Nyel = F, (8.1b)
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Nudo 4 : N,e] + N;e! — N,el — Nye! =F, (8.1d)
NudO 5 . Nﬁe? + N7eI - Nge? —_ Nloeio == F5 (8.16)

Las anteriores ecuaciones 8.1 forman un sistema de tantas ecuaciones como incégni-
tas

el 0 - 0 0o o0 o o o o 1[M] |m
No
el —e2 0 —e o0 0 0 o0 0 0 Ns Fy
Ny
0 3 _eb b Ns | _ | g
el e O ey ey 0 0 0 0 = 3
Ns
0 0 0 e e 0 - - 0 0 N Fy
1 1 1 1 NS
6 7 _ad  _alo Ny F
L O 0 0 0 0 ey e 0 ey e; | 5
L N1o J
(8.2)
que también puede escribirse como
C,N=F (8.3)

Sistema que, resuelto, proporciona el valor de las incognitas N, es decir, los valores
de los esfuerzos axiles y de las reacciones.

A la matriz C, se le denomina matriz de conexion del sistema isostatico, la cual en
un caso general se forma de la siguiente manera: Obsérvese (ecuacién 8.2) que las filas
de C, hacen referencia a nudos, mientras que las columnas hacen referencia a barras,
por lo que el elemento (i, J) de C, se refiere al nudo i y a la barra J. Su valor serd

0 si la barra J no concurre al nudo ¢
e/ sila barra J concurre al nudo ¢, y dicho nudo corresponde al extremo B (extremo
de numeracién mayor) de la barra .J
—e] si la barra J concurre al nudo 4, y dicho nudo corresponde al extremo A (extremo
de numeracién menor) de la barra J

Respecto a la matriz de conexion C,, es importante recalcar que es cuadrada debido
a que la estructura es isostatica. En el caso de una estructura hiperestatica seria una
matriz con mas columnas que filas. Por el contrario, en el caso de un mecanismo se
tendrian mas filas que columnas. Podria también darse el caso de una estructura en que
C, fuera cuadrada pero singular. En tal caso se estaria en presencia de una estructura
critica.
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& Problema resuelto P8.1 Considérese la estructura articulada de la figura P8.1.1 con
las cargas que en ella se indican. Se quiere conocer el esfuerzo azil en todas las barras asi
como las reacciones.

50 kN 50 kN

@ 4 @ N

60°
§><5 @ 5 @ 3 @ 1
50 kN 50 kN 50 kN
4 m J‘ 4 m J 4 m

Fig. P8.1.1 Estructura articulada correspondiente al problema resuelto
Ps.1

Solucion

En la figura P8.1.2 puede verse la misma estructura, pero modificada. Asimismo se ha
senalado el sentido de los distintos vectores e;.
Los valores e! valdran

el_'—cose'o _[-0,5
7| sin60 |~ 0,866

o2 — [cos 180]  [-1
' [sin180] | 0
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Fig. P8.1.2 Estructura articulada del problema P8.1 modificada

a-8] - o-[a] s w-[3] < -

Realizando el equilibrio en los nudos 1 a 7, o bien, teniendo en cuentas las reglas de
formacién de la matriz de conexién C,, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

Sustituyendo en la expresién anterior los valores previamente calculados de e!, asi como

los valores de F;, se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

—ei—eﬁoooooooo0000‘%1 [Fp T

2

e}O—e{—e‘foooooooooo%3 F
4

0e%e?0—e?—e?00000000%5 Fs
6

0 0 0 e e 0 - 0 0 -0 0 0 o0 %7 Fu
8

0 0 0 0 0 e 0 —-e - e 0 0o o0 o No Fs
N1o

0 0 0 0 0 0 e €& 0 0 —-e'—e? 0 o Nu F
N12

|l 0 0 0 0 O 0 0 0 € 0 e'@ 0 —el®—el*] %13 F: |
| V14
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051 0 0 0 0 0 0 0 0 0 000][MN 0
-0,86 0 0 0O O 0 O 0 0 0 0 000||NMN —50
05 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 000[|Ns 0
0,866 0 1 0 0O 0 O 0O 0 0 0 000||Ns —50

0o -1 0 0 05 1 0 0 0 0O 0 000||Ns 0
0 0 -1 0 —0,866 0 0 0 0 0O 0 000]|| Ne —50
0o 0 0 -1 —-05 0 1 0 0 0 0 000||Ns|_| O
0O 0 0 0 086 0 0 0 0 1 0 000||Ns| |-50
o 0 0 0 0 -1 0 05 1 0 0 000||Ng 0
0O 0 0 0O 0 0 0 -086 0 -1 0 000]]| Ny —50
o 0 0 0 0 0 -1 -05 0 0 0 100]||Ny 0
0O 0 0 0O 0O 0O 0 086 0 0 1 000]|]|Ng2 0
o 0 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 010]||MNs 0
. 0o 0o 0 0 O 0 0 0 0 0 —1 001][Na] [ O |

Sistema de ecuaciones que, resuelto, proporciona los valores de los esfuerzos axiles en
todas las barras

N, =57,7kN N, =-28,9kN N, = —100kN
N,=28,9kN N, =173,2kN N, = —115,5kN
N, =115,5kN N, =288,7kN N, = —260kN
N,y =—200kN N, =—250kN Ny =260kN
N,y =—260kN Ny = —250kN

Con lo que las reacciones en los puntos 6 y 7, y respecto a los ejes globales z,, z, valdran

Rey = —260kN , R.,=260kN , R.,=250kN

8.2.2 Calculo de movimientos

Supdngase una estructura articulada isostética cualquiera (para fijar ideas, puede
ser la de las Fig. 8.3) sometida a unas cargas F, en los nudos. Dichas cargas produciran
unos esfuerzos axiles en cada barra de valor N; que pueden calcularse tal como se
ha indicado en el apartado anterior. La variacion de longitud de cada barra valdra
0, = N,L;/E,;A;, siendo L, lalongitud de cada una de las barras. Dichas barras pueden
ademads estar sometidas a cambios en su longitud debidos a causas no tensionales, por
ejemplo variaciones térmicas, retraccién, defectos de montaje, etc., de valor 67*. La
variacién total de longitud de cada barra serd por tanto 6! = 6,+07" = N, L;/E,;A;+d7".

Considérese un nudo cualquiera j del cual se desea conocer su movimiento w; en
una direccién cualquiera. Para ello se aplica el teorema de los trabajos virtuales com-
plementarios desarrollado en el Capitulo 7. Sea

F, una fuerza virtual de médulo unidad aplicada en el nudo j de la estructura con-
siderada
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N; los esfuerzos axiles virtuales provocados por la fuerza virtual F,

u; el vector desplazamiento del nudo j. Nétese que w; = u; - F;

Aplicando el teorema de los trabajos virtuales complementarios, se tendra

nb

I=1

Expresién que también puede escribirse

nb

- (N;L;

N nt — . .
SN (g o) = (85)

estando el sumatorio extendido a todas las barras de la estructura. La expresion anterior
proporciona directamente el valor w; del desplazamiento buscado.

Es de advertir que las expresiones 8.4 y 8.5 son también vélidas para hallar el
desplazamiento relativo entre dos puntos y segin una determinada direccién. En este
caso, los esfuerzos virtuales IN; seran los debidos a dos fuerzas virtuales, iguales, de
sentido contrario y de moédulo unidad, aplicadas en los dos puntos entre los cuales
quiere hallarse el desplazamiento relativo.

& Problema resuelto 8.2 En la estructura articulada del problema resuelto P8.1, deter-
minar el movimiento vertical del punto 1.

Solucion

Se supondra que todas las barras tienen el mismo mdédulo de elasticidad (F = 210 000
MPa) y la misma seccién (A = 6cm?). De esta forma se tiene que EA = 126 MN =
126 000 kN.

Se aplica (Fig. P8.2.1) una fuerza virtual vertical en el nudo 1 de valor F, = [0, —1]"
EN. Dicha fuerza provoca unos esfuerzos N, en las barras de valor

N, =1,1547kN N, = —0,5774kN N, = —1kN
N, =0,5774kN N, =1,154TkN Ny = —1,1547kN
N, =1,1547kN N, =1,1547TkN N, =—1,7321kN

Ny =—1kN N,, = —1kN
Con estos resultados y los proporcionados por el problema P8.1 se obtiene el cuadro
P8.2.1. Hay que tener presente ademas que 47" = 0.
Aplicando la expresién 8.5, el desplazamiento vertical del punto 1 serd descendente y su
valor sera
11

N,N
w, = Z EjA; L, =92,14 x 107® metros = 92,14 mm

I=1




8 Estructuras articuladas 295

Fig. P8.2.1 Fuerza virtual aplicada en el nudo 1 de la estructura

Cuadro P8.2.1 FEsfuerzos aziles

BARRA | ESFUERZO AXIL | ESFUERZO AXIL | (#4), x 1073m/kN | N,N,L,/E, A,
VIRTUAL
N, (kN) N, (kN)
1 57,7 1,1547 0,063492 4,23x1073
2 -28.9 -0,5774 0,031746 0,53x1073
3 -100 -1 0,054986 5,50x1073
4 28,9 0,5774 0,031746 0,53x1073
5 173,2 1,1547 0,063492 12,68x1073
6 -115,5 -1,1547 0,031746 4,23x1073
7 115,5 1,1547 0,031746 4,23x1073
8 288,7 1,1547 0,063492 21,17x1073
9 -260 -1,7321 0,031746 14,30x1073
10 -200 -1 0,054986 11,00x1073
11 -250 -1 0,054986 13,75x1073
ST N,N,L,/E;A, 92,14x1073

& Problema resuelto P8.3 En la estructura del problema resuelto P8.1, determinar el
movimiento relativo entre los puntos 2 y 5 en la direccion que une ambos puntos.

Para determinar el movimiento relativo entre 2 y 5 se colocan sendas fuerzas F, y Fy
iguales, de sentido contrario y de médulo unidad (Fig. P8.3.1). Al igual que antes,
07" = 0 para todas las barras.

Los esfuerzos axiles virtuales producidos por las anteriores fuerzas valdran

N,=0 N,=0 N, = —0, 866



296 Resistencia de Materiales y Estructuras

Fig. P8.3.1 Fuerzas virtuales unitarias aplicadas en los puntos 2 y 5 de
la estructura

N,=-0,5 N, =1 Ny, =—-0,5
N, =0 N, =0 N, =0

N,y =—0,866 N, =0

Con estos resultados se forma, al igual que en el ejercicio anterior, el cuadro P8.3.1.

Cuadro P8.3.1 FEsfuerzos axiles

BARRA | ESFUERZO AXIL | ESFUERZO AXIL | (44), x 107°m/kN v (L
VIRTUAL ! NiNi (23),
N (kN) N (kN)
1 57,7 0 0,063492 0
2 -28,9 0 0,031746 0
3 -100 -0,866 0,054986 4,76x107°
4 28,9 -0,5 0,031746 -0,46x107°
5 173,2 1 0,063492 11,00x10~°
6 -115,5 -0,5 0,031746 1,83x107°
7 115,5 0 0,031746 0
8 288,7 0 0,063492 0
9 -260 0 0,031746 0
10 -200 -0,866 0,054986 9,52x107°
11 -250 0 0,054986 0
STNIN L JE A, 26,65x1073
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Aplicando nuevamente la expresién 8.4, el desplazamiento relativo entre los puntos 2 y 5

valdra . ~
N, N,

I—1 EI AI

Wy s = L; = 26,65 x 107? metros = 26,65 mm

y puesto que el resultado es positivo, significa que los puntos 2 y 5 se acercan.

& Problema resuelto P8.4 La estructura del problema resuelto P8.1 estd sometida, aparte
de las cargas alld indicadas, a un incremento térmico en todas las barras de valor t =
40°C, siendo el coeficiente de dilatacion térmica lineal constante e igual a o = 1,2 X
105 °C~t. Se desea conocer el movimiento vertical del punto 1.

Solucion

El alargamiento de cada barra debido a la variacién térmica valdra

0 =al;t=40x1,2x 107°L; =48 x 107°L;

Para hallar el movimiento vertical del punto 4, se coloca en dicho punto una fuerza virtual
unitaria (1kN), vertical descendente que provocara unos esfuerzos axiles virtuales de
valor N;. Con ello se puede construir el cuadro P8.4.1.

Aplicando nuevamente la expresién 8.4, el desplazamiento vertical del punto 1 valdra
11 N L
w, = ;NI (EIIAj + 5;”) = 92,1605 x 10 *metros = 92,1605 mm

valor algo mayor que el proporcionado por el problema resuelto P8.2.

Cuadro P8.4.1 Esfuerzos aziles y alargamiento de barras

BARRA| PO (L) 1073 1N | NI 1073 (an) st 102 ()| POF PO |y (MiLr 4 g
VIRTUAL
N7 (kN) N1 (kN)

1 57,7 0,063492 3,6635 3,84 1,1547 | 8,6642x103
2 -28,9 0,031746 -0,9175 1,92 -0,5774 | -0,5788x1073
3 -100 0,054986 -5,4986 3,3255 -1 2,1731x10~3
4 28,9 0,031746 0,9175 1,92 05774 | 1,6384x10~3
5 173,2 0,063492 10,9968 3,84 1,1547 | 17,1321x1073
6 -115,5 0,031746 -3,6667 1,92 -1,1547 | 2,0169x10~2
7 115,5 0,031746 3,6667 1,92 1,1547 | 6,4510x10~2
8 288,7 0,063492 18,3301 3,84 1,1547 | 25,5098x 1073
9 -260 0,031746 -8,2540 1,92 -1,7321 | 10,9711x1073
10 -200 0,054986 -10,9972 3,3255 -1 7,6717x103
11 -250 0,054986 -13,7465 3,3255 -1 10,4210x10~3

SN (FEE +67) 92,1605x 103
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8.3 Estructuras hiperestaticas

Tal como se ha apuntado anteriormente, existen dos grandes metodologias de calculo
de estructuras hiperestaticas: el método de compatibilidad y el método de rigidez. El
primero de ellos es una consecuencia del teorema de los trabajos virtuales complemen-
tarios (o bien, del segundo teorema de Castigliano) y sus incégnitas son las fuerzas o
reacciones hiperestaticas. Conduce por tanto a un sistema de tantas ecuaciones como
grados de hiperestatismo tiene la estructura. Por contra, el método de rigidez con-
sidera como incognitas los movimientos de los nudos de la estructura. El nimero de
ecuaciones resultante serd, por tanto, el nimero total de grados de libertad. Puede
asimismo ser considerado como una consecuencia del teorema de los trabajos virtuales
o de los teoremas que de él se derivan (primer teorema de Castigliano y minimizacién
de la energia potencial total).

8.3.1 Calculo de estructuras hiperestaticas mediante el método de compa-
tibilidad

Como ha sido comentado anteriormente, el método de compatibilidad toma como
incdgnitas los esfuerzos o reacciones hiperestaticos de la estructura. La metodologia
general de obtencién de dichas incégnitas hiperestaticas consiste en realizar el sufi-
ciente niimero de cortes para convertir la estructura en isostatica. A la estructura asi
obtenida se le denomina estructura isostdtica base. En dichos cortes, se colocan los
esfuerzos (hiperestaticos) desconocidos en ellos existentes, obligando seguidamente a
que en dichos puntos se verifiquen las condiciones cinemaéticas de compatibilidad.

Para centrar ideas, considérese la estructura de la figura 8.7a, la cual, como puede
observarse, es dos veces hiperestatica. Para obtener el valor de las dos incognitas
hiperestaticas, se eliminan las barras 3 y 8, colocando en su lugar las fuerzas descono-
cidas X, y X, (Fig. 8.7b). La estructura asi transformada es isostatica, y por tanto
pueden hallarse en ella todos los esfuerzos en funcién de las cargas y de las incégnitas
hiperestaticas. A dicha estructura isostatica de la denomina estructura isostdatica base.
Sean:

N? los esfuerzos en todas las barras de la isostatica base debidos a las cargas externas.

N7 los esfuerzos en todas las barras de la isostatica base debidos a dos fuerzas unidad
dirigidas la una hacia la otra y situadas en la linea de accién de la pieza 3.

N7} los esfuerzos en todas las barras de la isostética base debidos a dos fuerzas unidad
dirigidas la una hacia la otra y situadas en la linea de accién de la pieza 8.

Por otro lado, las barras 3 y 8 estaran sometidas a unos esfuerzos de valor X, X,,
respectivamente.
Con las anteriores definiciones, es claro que los esfuerzos axiles en las barras valdran

Por otra parte, aplicando el teorema de los trabajos virtuales complementarios,
de acuerdo con la expresién 8.5, el movimiento relativo entre los puntos 1 y 4 de la
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b)

Fig. 8.7 a) Estructura hiperestdtica. b) Estructuras isostdtica base correspon-
diente a la anterior hiperestdtica

estructura isostdtica base valdra (acercamiento de los puntos)

nbi

nbi
N, L,
— 6nt NO
W= <EIA, ) = 2NN A,
o (8.7a)
nbi ) ) L nbi 2 nbi . )
+X1§_jN,N,EA EjN ’EI +Z(5 N}
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siendo nbi el nimero de barras de la estructura isostatica base. Andlogamente, el
acercamiento entre los puntos 3 y 6 vale:

nbi nbi

w3‘6:ZNoN12E,A +X12N NIZEIA +
= nbi nbi (87b)
JFXQZN2 IEA

La condicién de compatibilidad cinemética para la incégnita hiperestatica X, se ex-
presa diciendo que el acercamiento de los puntos 1 y 4 w, , debe ser igual al acortamiento
de la barra 3, es decir:

X, L

W4 = _E;Az (8.8a)
y de la misma forma para la hiperestatica X,:
X,L

Wy = — E: A: — o (8.8b)

con lo que igualando las expresiones 8.7 a las 8.8 se obtiene finalmente el sistema de
ecuaciones

L3 nbi L nbi nbi
X N/N,} X NN N?N}
' E3A3+; ! IEIA]Jr QZ ’E, +Z ’EA
nbi
+ ) N +63'=0 8.9a
I 3
I=1

nbi L L nbi nbi
X N; 'N? X N2 0N2
1; B4 T Z[ESAS +Z IE, +Z ’EA
nbi
+ > N+ 6 =0 (8.9b)
I=1

El anterior sistema de ecuaciones se resuelve en X; y X,, obteniéndose el valor de
las incognitas hiperestaticas. Los esfuerzos en todas las barras se obtendran mediante
la aplicacién de la expresién 8.6.

& Problema resuelto P8.5 Considérese la estructura articulada de la figura P8.5.1. Como
puede observarse, la estructura es una vez hiperestdtica. Asimismo se ve que es la misma
estructura que la del problema P8.1, en la cual se le ha anadido la pieza 12. Se desea
conocer los esfuerzos axiles en todas las barras.

Solucion

Se considera como incégnita hiperestatica el esfuerzo axil en la pieza 12, por lo que la
estructura isostatica base sera la que se representa en la figura P8.5.2. Si N? son los
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50 kN 50 kN

N
3

e
N
3

-
N
3

-

Fig. P8.5.1 FEstructura articulada hiperestdtica

50 kN 50 kN

4 2

b

5 3 1
50 kN 50 kN 50 kN

Fig. P8.5.2 Estructura isostdtica base correspondiente al problema re-
suelto P8.5

esfuerzos en la isostética base debidos a las cargas externas y N} los debidos a un par
de fuerzas unidas iguales y de sentido contrario situadas en los puntos 2 y 5 y actuando
segun la direccion de la barra 12, los esfuerzos totales valdran

N, = N? + XN!
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Teniendo por tanto en cuenta las expresiones 8.9 y que los esfuerzos N? y N} han sido ya
hallados en los problemas resueltos P8.1 y P8.3, respectivamente, se construye el cuadro
P8.5.1.

El acercamiento entre los nudos 2 y 5 debido a las cargas externas vale

nbi

L
wg; = NN} £ = 26,63678 x 10~°m
=1 I I

El acercamiento entre los puntos 2 y 5 debido a la carga unidad vale

nbi

L
1 _ 1 1 I _ _3
wy = ;N,N, B = 0161840 X 10~m

El acortamiento de la barra 12 debido a la hiperestatica X valdrd —XL,,/(E,,A,,). La
ecuacién de compatibilidad se escribira por tanto:

Ly,

X2
E12A12

= w;S + Xw;s
es decir
8 ¥ L

X = —118,51 kN (compresién)

Conocido el valor de la incégnita hiperestatica, puede llenarse la tdltima columna del
cuadro P8.5.1 que proporciona el valor de los esfuerzos axiles en todas las barras.

Cuadro P8.5.1 Esfuerzos aziles y alargamiento de barras

BARRA | N? NP [ (L/BA) | NeNT (#), | NiNE (&), Ny =
x1073 x1073 x1073 N¢ + XN}
1 57,7 0 | 0,063492 0 0 57,7
2 -28,9 0 | 0,031746 0 0 -28,9
3 -100 | -0,866 | 0,054986 4,761788 0,041237 2,6
4 28,9 | -0,5 | 0,031746 | -0,458730 0,007937 88,2
5 173,2 1 0,063492 | 10,996814 0,063492 54,7
6 -115,5 | -0,5 | 0,031746 1,833333 0,007937 -56,2
7 1155 0 | 0,031746 0 0 115,5
8 288,7 0 | 0,063492 0 0 288,7
9 -260 0 | 0,031746 0 0 -260
10 -200 | -0,866 | 0,054986 9,523575 0,041237 97,4
11 -250 0 | 0,054986 0 0 -250
SUMA 26,65678 0,161840
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8.3.2 Calculo de estructuras hiperestaticas por el método de rigidez

El método de rigidez que se expone a continuacién toma como incégnitas las des-
plazamientos de los nudos. Debido a su facilidad de automatizacion, es el método mas
utilizado en el calculo de estructuras con ordenador. Para su deduccion, considérese
una barra cualquiera de longitud L, perteneciente a una estructura articulada (Fig.
8.8).

Fig. 8.8 Barra biarticulada referida a sus ejes locales

La barra tendra un desplazamiento u, en su extremo A y up en su extremo B.
Asimismo, en el extremo B actuard una fuerza Fjz y en el extremo A una fuerza F),,
de forma que por equilibrio se verifique que F, = —Fp.

Respecto a los ejes locales, el movimiento de B segiin el eje x, (esto es, el movimiento
de B en la direccién del eje de la pieza) valdrd

vp =e'uy = [cosa  sina] | P (8.10a)
y andlogamente, para el punto A

Vig =e€luy, = [cosa  sina] Z;j (8.100)

Por otra parte, la diferencia de movimientos entre B y A en la direccién de la barra
debe ser igual a la suma del alargamiento de la misma motivado por el esfuerzo axil
mas el producido por causas no tensionales (temperaturas, etc.), es decir

F,L
Uip — Ura = —EBA + 6 (8.11)

o0 sea,

EA EA
FB = T<U1B — le) — T&nt (8120/)
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EA EA
FA = — T('U]_B - le) + Tént (8.12b)

multiplicando F4 y Fz por e; y teniendo en cuenta 8.10 las anteriores expresiones se
escriben en coordenadas globales

FA
Fi = elFA = (elTe?)uA — ( 176?)113 + 6175’“ (813@)
EA EA EA
Fi =eF;=—(e;—e])uy + (e,—e] Jugp —e,—"™ (8.13b)
L L L
o sea,
F' = K'u, — Keuy + £ (8.14a)
F% - — KeuA + KeuB - fnt (814b)
siendo
EA
I(e = elTelT
es decir
. FEAT cos’a sin o cos a
K= I |sina cosa sin? a (8.15)
y
FA
fnt — elT(Snt

Las expresiones 8.14 constituyen las ecuaciones eldsticas de una barra biarticulada
plana, y constituyen la base del método de rigidez.

Para formar las ecuaciones globales de rigidez considérese la estructura de la Figu-
ra 8.9a sometida a unas cargas en los nudos F;. Supéngase seguidamente (Fig. 8.9b) que
se sustituyen los apoyos por las correspondientes reacciones (en principio desconocidas).

Por compatibilidad, deberd verificarse que para cada barra los movimientos de ex-
tremo de barra deben ser iguales a los correspondientes movimientos de los nudos, y
éstos siguen una numeracion global. Las ecuaciones eldsticas de cada barra se escribiran
por tanto

Barra 1
(F9)' = K'u; — K'u, + (™)} (8.16a)

(F2)! = - K'u, + K'u, — (£)! (8.16b)
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Fig. 8.9 a) Estructura articulada, b) Estructura articulada en la que se han
sustituido los apoyos por las correspondientes reacciones

Barra 2

Barra 8

Barra 4

Barra 5

(FZ)Q — K2u1 _ K2u;3 + (fnt)2

- K2u1 + K2113 - (fnt)2

KSU3 _ K3U4 + (fnt)S

(FQB)3 =—-K’u; + K’u, —

(Fi)4 :K4u2 - K4u3 + (fnt)4

- K'u, + K*u; — (f")*

(Fi)s :K5u1 - KSU4 + (fnt)s

_ K5u1 + K5u4 _ (fnt)5

305

(8.16¢)

(8.16d)

(8.16e)

(8.16f)

(8.169)

(8.16h)

(8.161)

(8.165)
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Por otra parte, por equilibrio en cada uno de los nudos

F, =(F9)" + (F)° + (F%)° (8.17a)
F, =(F%)" + (F%)* (8.17b)
F, =(F)° + (F4)° + ()" (8.17¢)
F, =(F%)° + (F)° (8.17d)

Introduciendo las ecuaciones 8.16 en las 8.17 se obtiene

F, K'+K*+K° -K' -K? -K° u,
F,| -K* K'+ K* -K* 0 u,
F,| -K* -K* K+ K®+ K* -K? u, +
F, -K° 0 -K? K’ +K° u,

(fm,)l + (fm)z + (fm,)s
_(fnt)l + (fm)4

+ t)2 nt)3 nt\4 8'18
(E () (1) (819)
_(fnt)S _ (fnt)S
o escrito en forma compacta
F=Ku+F" (8.19)
es decir
Ku=F - F" (8.20)

El sistema anterior constituye el sistema de ecuaciones buscado. En él, la matriz K
es la matriz de rigidez global de la estructura, la cual es simétrica. El vector u es el
vector de desplazamientos incégnita, mientras que F — F™* es el vector de cargas.

A partir de la forma de la matriz K es posible dar la regla general para formarla:
El elemento (i,i) de la diagonal principal, de la matriz de rigidez global, estd formado
por la suma de las matrices K' de todas las barras que concurren al nudo i. En el
elemento (i,j), si existe una barra que una los nudos i y j, se colocard la matriz K
correspondiente a tal barra, y la matriz nula en caso contrario.

Es importante notar que el sistema de ecuaciones obtenido es singular, ya que lo
es la matriz K. Es l6gico que asi sea, puesto que han sido sustituidos los apoyos por
las correspondientes reacciones. Es preciso, por lo tanto, modificar el anterior sistema
para introducir las condiciones cinematicas en los apoyos. Para este caso: u, = u, = 0.
Este hecho puede ser tenido en cuenta eliminando de la matriz de rigidez, y por tanto
del sistema de ecuaciones, las filas y columnas correspondientes a los grados de libertad
de los nudos 2 y 4. En general, por tanto, se eliminaran de dicha matriz de rigidez las
filas y columnas correspondientes a grados de libertad restringidos.

Resolviendo el sistema 8.20 se obtienen los desplazamientos de los nudos

u=K"'(F - F") (8.21)

Obtenidos los movimientos, se obtienen las fuerzas de extremo de barra en coorde-
nadas globales mediante las expresiones 8.16, y a partir de ellas los esfuerzos en cada
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barra I (fuerzas en coordenadas locales) mediante
Ny = ()" (F): (8.22)

Como puede verse, el método de rigidez conduce a un sistema de ecuaciones que (al
revés que en el método de compatibilidad) es independiente del grado de hiperestatismo
de la estructura.

b)

Fig. 8.10 Diferentes numeraciones de una estructura

Es muy interesante analizar la topologia de la matriz de rigidez K. Para ello, con-
sidérese la estructura de la figura 8.10a. Si se sefialan con un asterisco (*) los elementos
no nulos de la matriz de rigidez global K, se tendra

Nudo

*
X ok (8.23)
* * *

*
10 SIMETRICO * ok ok
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Al ser la matriz simétrica, se escribe unicamente media matriz. Se observa que
todos los valores no nulos se sitian en una banda paralela a la diagonal principal. El
ancho de dicha banda depende de la numeracion de los nudos de la estructura. Con la
numeracion de la figura 8.10b, el ancho de banda aumenta considerablemente de forma
innecesaria, apareciendo multitud de ceros en el interior de la banda. Légicamente hay
que tender a numerar las estructuras de forma que el ancho de banda sea pequeno.

& Problema resuelto P8.6 Obtener las ecuaciones del método de rigidez utilizando el
teorema de los trabajos virtuales. Para mayor facilidad de desarrollo, se supondrd que no
existen variaciones de longitud en las barras debidas a causas no tensionales.

Solucion

Considérese la misma estructura de la figura 8.9, en la que (por ejemplo) al nudo 3 se le
da un desplazamiento virtual tiz. La ecuacién de trabajos virtuales se escribira

u [((F3)° + (F)° + (F3)*] = 07 F,
y en virtud de las expresiones 8.16:
a; [(-K’u, + K’u,) + (K’u; — K?u,) + (—K'u, + K'u;)] = u; F,
y reorganizando términos
a; [-K’u, — K'u, + (K> + K® + K*)u; — K’u,| =u] F,
y puesto que el valor de U, es arbitrario, la ecuacién anterior se escribe
-K’u, —K'u, + (K*+K*+K*)u;, — K®u, = F,

expresion que coincide con la tercera de las ecuaciones 8.18. Las otras tres ecuaciones se
obtendran, obviamente, dando desplazamientos virtuales a los otros nudos.

& Problema resuelto P8.7 Obtener las ecuaciones del método de rigidez mediante la
minimizacion de la energia potencial total.

Solucion

Como es sabido, la energia potencial total es la suma de la energia interna W de la
estructura mas la energia potencial U, de las cargas respecto de los desplazamientos, es
decir

=W +U,
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La energia interna W de la estructura puede escribirse expresando las variables en
coordenadas locales

barras
o expresandolas en coordenadas globales
1 T T g 1 TR9 TR9
W= 9 Z [(uf —u)Fy] = 2 Z (upFy +ulFY)

barras barras

Eligiendo esta ultima expresion, la energia potencial total de la estructura de la figura
8.9 se escribird

1
=5 [u; (F)" +ui (F2)" +uy (F5)" +uy (FL)° +ug (F)° +ug (F)° +

Barra 1 Barra 2 Barra 3

+u; (F3)" +uy (F))" +ul (F)" +u (F)°] —u[F, —w,F, —u;F, —uF,

Barra 4 Barra 5

Sustituyendo las fuerzas de extremo de barra F¢ y F9 por las expresiones dadas en 8.16
y derivando después respecto a u;, u,,u; y u,, se obtiene el sistema de ecuaciones 8.18.

& Problema resuelto P8.8 Determinar los movimientos en todos los nudos asi como los
esfuerzos axiles en las barras en la estructura articulada del problema resuelto P8.5.

Solucion

De acuerdo con la expresién 8.15, las matrices de rigidez de cada una de las barras valdra

s mes _qos | 394 —6,82
K=K =K =10 [—6,82 11,81
K2K4K6K7K9103[31’5 0}

0 0

3 __ 10 __ 11 _ 3 0 0
K'=K"=K" =10 {0 18,19

K —10° [3,94 6,82 }

6,82 11,81
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La matriz de rigidez global se formard a partir de las matrices de rigidez de cada barra,

es decir

rK'+ K2 -K! -K?2 0 0 0 0 7
K%+ K'+ 3 1 12
K12 -K -K -K 0 0
3 5
K ;? ks _K® 0 0
4 5
?{711:[({13’ _K10 7K7 0
KS + K8+
K9 + K10+ 7K8 7K9
K12
7 8
Simétrica K +111< + -K1!
K
L K9 + Kll i

con lo que, sustituyendo los valores de las matrices de cada barra, se obtiene la matriz

de rigidez dada por el cuadro P8.8.1.

En dicho cuadro, aparecen escritas en negrita

los elementos correspondientes a las filas y columnas eliminadas correspondientes a los
grados de libertad con movimientos impedidos (grado de libertad horizontal en apoyo 6
y grados de libertad horizontal y vertical en apoyo 7).

11,81

(35,44 —6,82 —3,94

Cuadro P8.8.1 Matriz de rigidez (x10%)

6,82 —31,5 0 0 0 0 0 0
6,82 —11,81 0 0 0 0 0 0 0
39,38 0 0 0 -31,5 0 -3,94 —6,82 0
41,81 0 —18,19 0 0 —6,82 —1182 0
66,94 —6,82 —-3,94 6,82 31,5 0 0
30,00 6,82 —11,82 0 0 0

66,94 —6,82 0 0 —31,50
30,00 0 —18,19 0

70,88 0 —3,94

Simétrico 41,81 6,82
35,44

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
6,82 —31,50 O
~11,81 0 0
—6,82 ()} ()}

30, 00 0 —18,19

31,50 0

18,19 |

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtienen los desplazamientos de los nudos

~10,95
—71,11

|
|

—56,97

} x 10°m. u, :[

Choor] X 100m =

6,46
—56, 84

3,67
—45,04

} x 10°m.

} x 10°m.
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1 8,25 3 . 0 s
u; = {—39,67} x 10°m. ug = [_13775} x 10°m.

Conocidos los desplazamientos, se calculan los esfuerzos a partir de 8.22

N, =57,7kN  N,=-28,9kN N,=26kN
N,=88,2kN  N,=54,7kN N,=-56,2kN
N,=115,5 kN N, =288,7kN N, =—260 kN
Nyy=-97,4 kN N,, =—-250 kN N, =—118,5 kN

8.4 Ejercicios propuestos

& Ejercicio propuesto EP8.1 Para resolver la estructura articulada de la figura EPS8.1,
se toma como incognita hiperestdtica la barra 6.

Fig. EPS.1

Todas las barras tienen el mismo médulo de elasticidad y la misma drea, EA = 10° kN.
Hallar:

- Esfuerzo en la barra 5

- Esfuerzo en la barra 6

- Alejamiento de los puntos B y F
- Alejamiento de los puntos 'y C

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra 6 vale 3,125 kN (traccién).
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& Ejercicio propuesto EP8.2 En la estructura de la figura EP8.2, todas las piezas estdn
articuladas entre si. Las barras horizontales tienen una seccion doble que el resto, siendo
el mdédulo de elasticidad idéntico para todas ellas.

10 kN
A
N
25m
Pe 5
8 kN 'SkN
l 2m l 2m l 2m l 2m l
Fig. EP8.2

Determinar:
- Esfuerzo en todas las barras

Valor de control: Esfuerzo axil en la barra AB: —5kN (compresion).

& Ejercicio propuesto EP8.3 En la estructura de la figura EP8.3, todas las piezas estdn
articuladas entre si, teniendo todas la misma seccion y el mismo maodulo de elasticidad.

Determinar los esfuerzos en todas las barras.

Valor de control: Valor del esfuerzo axil en la barra AB : —32 kN (compresién).

& Ejercicio propuesto EP8.4 En la estructura articulada de la figura EP8.4, todas las
barras son de acero con un modulo de elasticidad de valor E = 200 GPa. La seccion recta
de cada una de las barras es la siguiente:

Barta | 1.6 | 45 | 12 | 34 | 25 | 36 | 26 | 35 | 23 | 65
Seccién | 22,35 | 22,35 | 32,00 | 32,00 | 25,00 | 25,00 | 15,00 | 15,00 | 20,00 | 20,00
(cm?)

Determinar los esfuerzos en todas las barras, asi como el movimiento total del punto 3.

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra 5-6 vale 0,26 kN (traccién).
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Fig. EP8.3

2 3//15kN

4 kN 2m

Fig. EPS.J

& Ejercicio propuesto EP8.5 En la estructura que se muestra en la figura EP8.5, se
pide: determinar los esfuerzos en todas las barras. Se supone que todas las barras tienen
la misma seccion A y el mismo mddulo de elasticidad E.

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra AB vale 11,2 kN (traccién).
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' 100 kKN ' 50 kN
50 kN

Fig. EPS.5

& Ejercicio propuesto EP8.6 La estructura representada en la figura EP8.6, se encuentra
sometida a la accion de las dos fuerzas indicadas y a una dilatacion de 3 cm en la barra
3-5. El producto EA de las distintas barras vale:

- BEA,, = EA,, = EAyy = BA,, = BA,, = 3,46 x 10° kN
- EA,, = 6,15 x 10° kN
- EA,, = 7,00 x 10° kN
- EA,, = 6,15 x 10° kN

Se pide determinar los esfuerzos en todas las barras.
Valor de control: El esfuerzo en la barra 1-3 vale 611 kN (traccién).

& Ejercicio propuesto EP8.7 En la estructura que se muestra en la figura EP8.7 se pide:
hallar movimientos del nudo A.

- La seccidén de todas las barras es A = 10em?
- Mdédulo de elasticidad lineal E = 2 x 10° M Pa

Valor de control: El movimiento total del punto A vale 4,84 cm.
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100kN 2 3

Fig. EP8.6
10 kN
20 kN
»
45m
1,5m
20 kN Lym
2m

Fig. EP8.7
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& Ejercicio propuesto EP8.8 En la estructura de la figura EP8.8, sometida a la cargas
que en ella se indican, se pide:

- Grado de hiperestatismo.
- Movimiento del nudo 6.
- Esfuerzos en todas las barras.

Caracteristicas fisicas de las barras:

Seccién de las barras

Barra 2-6 4-7 1-6 3-6 37 57 67
Seccién 10 10 11,547 11,547 11,547 11,547 10
(cm?)

4

-

Fig. EPS.S8
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9 Vigas simples

9.1 Introduccién

Se estudiaran en este capitulo las vigas simples, entendiendo por tales aquellas piezas
de un solo vano sometidas a cualquier tipo de carga. En la mayor parte del estudio
se prescindird del esfuerzo axil, puesto que su inclusién es inmediata y no requiere un
andlisis especial. Se analizardn dos tipos de formulaciones: la primera de ellas, conocida
como formulacion de vigas de Fuler-Bernouilli, prescinde de la deformacién debida al
esfuerzo cortante, mientras que la segunda, comtinmente denominada formulacion de
vigas de Timoshenko si la tiene en cuenta. En la mayoria de los casos, la formulacion
de Euler-Bernouilli proporciona resultados suficientemente aproximados. Atun asi, e-
xiste un ndmero suficiente de situaciones en que es preciso la utilizacién de la viga de
Timoshenko, lo que justifica sobradamente su inclusién en el presente capitulo. Por
otro lado, en el cédlculo de estructuras utilizando métodos numéricos, la inclusiéon del
esfuerzo cortante supone un esfuerzo adicional de calculo apenas apreciable.

A) FORMULACION DE VIGA DE EULER-BERNOUILLI

9.2 Ecuacién de la elastica

Para el caso de una pieza recta bidimensional en la que se prescinde de la inclusién
del esfuerzo axil, las ecuaciones de equilibrio interno 2.25 se escribirdn

d
1

dM

—L i m+Q=0 (9.1b)

dx,
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que también pueden escribirse

Por lo que hace referencia a las deformaciones generalizadas, la expresiéon 7.92 se
escribira en este caso
d
[7} _ ldm -1
= d

y si se prescinde de la influencia de la deformacién por cortante, v = 0, por lo que a
partir de 9.3

{tﬂ (9.3)

_du,

_ 4
0= dr. ® (9.4a)
dy
. 4b
X= 0 (9.40)
es decir
d*v,
= 9.5
X dajf ( )

y puesto que x = M, /EI, la expresién 9.5 puede escribirse

M,  d°v,
— = (9.6a)
EI  dx?
y también dado que
aM
I m+ Q=0
dz,
Q+m d*vy
EI ~  dz? (9.6b)
y como
dq
=0
iz, + P2
1 d d*
L __IM_I% (9.6¢)

EI Eldx, dzt

Cualquiera de las expresiones 9.6 constituye la ecuacién diferencial de los movimien-
tos de la viga, conocida con el nombre de ecuacion diferencial de la curva eldstica,
siendo légicamente la curva eldstica la deformada de la pieza recta.
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9.2.1 Deformacion de una ménsula sometida a carga uniformemente repar-
tida

Considérese una ménsula de longitud L cargada con una carga uniformemente repar-
tida p, = —¢q (Fig. 9.1). Se trata de obtener la deformada y la ley de giros ¢(z1).

X7

(V2) max
max

Fig. 9.1 Deformada de una ménsula con carga uniforme

Como pueden utilizarse cualquiera de las expresiones 9.6, para este apartado se
partird de 9.6a. Para ello, se escribe la ley de momentos flectores

2
M, = —% (9.7)
por lo que la ecuacién diferencial 9.6a de la elastica se escribird
qr:  d*v,
— = 9.8
2FEI  dx? (98)
que una vez integrada da
:L,4
/UQ == _2Z:EII +Cll‘l+C2 (9'9)

Las constantes de integracién C, y C, se obtendran de imponer la condiciones de
contorno en B

para r,=L=v,=0 (9.10a)
para r,=L=¢= sz =0 (9.10b)
es decir
qL*
- +CL+C,=0
“opr TG0

de donde se obtiene C, = ¢qL*/6EI; C, = —qL*/8EI, por lo que la expresién de la
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deformada 9.9 se escribird finalmente

qx; qL? qL*
— — 9.12
YT 6EI"" "~ SEI (9.12)

Vy =

y derivando se obtiene la ley de giros

dv, qx? qL?
- 9.13
Y= dr, ~ 6Bl ' GEI (9.13)
La flecha maxima se obtendrd en el punto A, por lo que sustituyendo para z; = 0
en la expresién 9.12 se obtiene (v;)m. = —¢qL*/8EI. Asimismo, el giro méximo se

producird también en A y valdra @max = ¢L*/6E1.

9.2.2 Viga simplemente apoyada con carga uniformemente repartida
Considérese (Fig. 9.2) una viga biapoyada sometida a una carga uniformemente

repartida de valor p, = —q kN por metro lineal. Se trata de hallar la ley de flechas,
los giros, la flecha maxima y los giros en los apoyos

)

7 (PA (PB 4 (V2) max

Fig. 9.2 Deformada de una viga biapoyada sometida a una carga uniforme

Las reacciones R, y Rg valdran R, = Rz = qL/2.
La ley de momentos flectores valdra

_qLx, gz}

M, (z,) :RB(L—xl)—g(L—:cl)Q_ 5 (9.14)
Sustituyendo en la expresion 9.6a
d*v, qLx, q2?
ET P = - 71 (9.15)
Integrando L .
Elv, =53 Ty 0 v (9.16)

12 24
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para z, =0 = vy =0

para Tz, =L = vy =0
Con lo cual C), = —¢qL?/24, C, = 0, por lo que sustituyendo en 9.16 se tendréd

qx,

= 2Lx% — x° — [* 1
,U2 24EI( xl xl ) (9 7)
La flecha méxima (v,)m., Se obtendra para x; = L/2, por lo que
5qL*
max = — 9.18
(Va)max = =387 (9.18)
En lo que respecta a los giros, derivando la expresién 9.17

_ dv, gLz qxf  qL? (9.19)

Y= dr,  4EI  6EI 24EIl

Ademas, para z; = 0 se obtiene v, = —qL?/24F1 y para x, = L, @5 = qL*/24F1.

9.2.3 Viga empotrada en un extremo y apoyada en otro sometida a carga
uniformemente repartida

Considérese la viga de la figura 9.3 sometida a una carga uniformemente repartida

q. Al ser la pieza hiperestética, no es posible utilizar la ecuacién diferencial 9.6a al ser

desconocida la ley de momentos flectores, por lo que serd necesario partir de la 9.6¢.
Integrando dicha ecuacién se obtiene

qr;  Cixt  Cya?

Elv(m) = =50+ =5+ 75

Las condiciones de contorno a imponer seran:

+ Csz, + C, (9.20)

-parax; =0 = wv(x,)=0

-paraz; =0 = p(z) =dv,/dx, =0
-parax;, =L = wv(x,)=0

-paraz, =L = M;=FEIdv,/dz?=0

Imponiendo las anteriores condiciones a la ecuacion 9.20 se obtienen los valores de
las cuatro constantes de integracién: C, = 5qL/8; C, = —qL?/8; C5 = C, = 0, con lo
que la expresién de la ley de flechas sera

qry | SqLzy qL*a3
=— — 9.21
V2= T94ET T 48ET | 16EI (9:21)

y la ley de giros

dv, qx?  bqlxz? qL’x,
_dv, _ 9.22
Y= de,  GEI T 16EI  SEI (9.22)
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Fig. 9.3 Deformada de una viga simple empotrada y apoyada sometida a una
carga uniformemente repartida

Las leyes de esfuerzos se obtendran

d*v,  qx}  5qLx, qL®

M;(xz,) =FEI QT2 3 3 (9.23a)
dM 5qL
Qz,) = - dxlf = 4T — % (9.23b)

y las reacciones

L2

M, = —M,(z, = 0) = q8
5qL
RA:—Q(:UIZO):%
_ 3L

RB — Q($1 — L) 8
En la figura 9.4 pueden verse dibujadas las leyes de momentos flectores y de esfuerzos
cortantes

9.2.4 Cargas no uniformes. Utilizacion de la funcién de Heaviside

Las piezas estudiadas anteriormente tienen en comun el hecho de que la carga es
uniformemente repartida a lo largo de toda la luz de la pieza. Aparecen, sin embargo,
muchos casos en los que la carga actia dnicamente en un trozo de la pieza, o bien,
dicha carga es puntual. En estos casos es muy util introducir la funcién de Heaviside,
la cual se define (Fig. 9.5)

0 siz;<a
H(a:l—a):{l qmca (9.24)
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a)T Q:D — B —x,
A Wi% L’

b) A W’@;}l% X,

Fig. 9.4 Leyes de momentos flectores y esfuerzos cortantes en una viga empo-
trada y apoyada sometida a carga uniforme

Xy = H(x1 -a)

= X,

Fig. 9.5 Funcion de Heaviside

Mediante la funcién de Heaviside es posible representar funciones a trozos, lo que la
convierte en una herramienta muy util para representar analiticamente algunos tipos
de cargas, momentos, etc. Asi por ejemplo, las cargas representadas en las figuras 9.6a
y 9.6b pueden escribirse respectivamente:

Po(xy) = —qH (2, — a) (9.25a)

po(zy) = —qH(x, —a) + qH(z, — b) (9.25b)
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X1

| : L
| L L
X2
MO
C) % ‘ % =X
| : |
| L L

Fig. 9.6 Diversas cargas y leyes de esfuerzos en una pieza biapoyada

mientras que la ley de momentos flectores de la figura 9.6¢ se escribira

M,(z,) = %xl + wﬂ(@«l —a) (9.25¢)

Es interesante obtener la primera derivada asi como la integral de la funcién de
Heaviside
dH (z, — a)

dz. =d(z; — a) (9.26)



9 Vigas simples 325

siendo §(z; — a) la funcién delta de Dirac definida por

0(xy —a)=0 siz, #a (9.27a)
L O:o F(2)8(@r — a) day = f(a) (9.27b)
| s©HE-ads = H@ -o) [ 1)ds (0.28)

A partir de estas expresiones ya es posible proceder a la integracién de la ecuacion
de la elastica para cualquier tipo de carga.

9.2.5 Viga biapoyada sometida a una carga puntual F

La ecuacién de la elastica se escribird en este caso (Fig. 9.7):

d* F
v _F

de* EI

(r1 —a) (9.29)

cuyas sucesivas integrales seran

ZZ’; _ —%H(ml W)+ G (9.30a)
Cg}; = (e~ @) H(y —a) + Oy, 4 Ca (9-300)
Z:Z _ _ngﬂ(ggl —a)+ cl‘%f 4 Oy + Cy (9.30¢)

vy = —;}wﬂ(% —a)+ C"’; 4 c% 4O+ Ch (930d)

UQ(L) - 0
d2
My(z, =0) = EI==2| =0
d‘/rl x1=0
d?v,
M:(x, =L)=FEI =0
f( 1 ) dx% er=L
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Xy

N

C/}z

; |

- o

Fig. 9.7 Deformada de una viga biapoyada sometida a carga puntual

con lo cual las constantes de integracién valdran

F a

02204:0

F a a

con lo que la ley de flechas se escribira

F 3 F a
=— — —a)’H(x, — —(1—- = )28
Vy 6EI(x1 a)’H(z, —a) + i < L)xl
F a a
— 1 - = — —2|al .32
+6EI< L>(L )‘””1 (9:32)

La flecha en el punto C de actuacién de la carga valdra

F 2
Voo = 0p(T; = a) = — <1 - a) a’L (9.33)

Los giros en A y B seran

pa=p(0) = GZI (1 - Z) (Z - 2) aL (9.34a)
pp =p(L) = 621 {1 - (Z)Q] aL (9.34b)

9.2.6 Movimientos de apoyos en vigas simples

Las piezas analizadas hasta ahora, descansan todas ellas en apoyos fijos. Existen
sin embargo casos en los cuales algin apoyo experimenta algin movimiento (desplaza-
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miento o giro) conocido, o bien, dicho apoyo es eldstico, entendiendo por tales aquellos
apoyos que experimentan un movimiento proporcional a la accién existente en dicho
apoyo (Fig. 9.8). Asi por ejemplo, si el apoyo A es elastico a desplazamiento vertical, el
desplazamiento en este punto no serd nulo, sino que se escribird v,, = —kR,, mientras
que si es elastico al giro, éste valdrd o, = —k'M,, siendo M, el momento externo
actuante en dicho apoyo. El signo menos tiene su origen en que el movimiento tiene
signo opuesto a la accién.

vy,= kR,
7 RB
J
Ry
= .
X2
b Ak (Tl s .
M, A %>
Z 0= -k'M,
$ L !
¢ *

Fig. 9.8 Vigas sobre apoyos eldsticos

A fin de ilustrar el proceso a seguir en ambos casos, considérese la viga simple de
la figura 9.9. Se estudiara primeramente el caso en que los movimientos de los apoyos
son dados

Uga = Us(x, = 0) = v3, (9.35a)
dv,

-2 = ©° 9.35b

P8 = G, PP (9.35b)

Vop = Uy(x, = L) =0 (9.35¢)

La solucién general viene dada por la expresién 9.20, en donde las cuatro constantes
de integracién se obtendran imponiendo las condiciones de contorno dadas por 9.35 y
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X2

o
\2
2 L A

X
///MB1

A B

L |

-

Fig. 9.9 Viga simple sometida a una carga uniformemente repartida y a un
desplazamiento dado v, en A y a un giro dado ¢ en B

= (. Con ello se obtiene
x1=0

ademés M;(x, =0) = Elf;gz
1

3qL B3, | 3¢5
6’1:8+EI(L3 + L2) C,=0

_ —ql? ©5 3U§A> _ o
Cs; = 15 EI<2 + 5T Cy=vy,EI

Con lo que la expresién de la flecha vendra dada por

Vy =

6

qx} n <3qL n 3vg, n 3@%) 3 ( qL? N vy 3v3,

24E] SEI ' L3 L2 +

o+9 2L>x1—|—02A (9.36)

La ley de giros vendra dada por

qri | (3qL | 3vi, 3%) y ( al® % 3v§’A>
=— — — 9.37
Plo) = —gpr T <8EI T T2 )2 \aser T2 tar (9.37)
La ley de momentos flectores sera (Fig. 9.10a)
d*v, qr? 3qL 3 3¢S
M =FEI =14+ FI 24 B) 9.38
(@) dz? y * <8EI TR TN R (9.38)
El momento en el extremo B valdra
qL*  (3qL  3vj, 3¢% )
Mg=M =L)=—— — El EI|L
B f (xl ) 9 ( 8 + L3 + L2
L? 3¢ 38
= Meapry Mepy (9.39)

8 L2 L
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2 "
Sk I

b
) AT %

R,

Fig. 9.10 Leyes de momentos flectores y de esfuerzos cortantes para la viga
simple de la figura 9.9

mientras que la ley de cortantes (Fig. 9.10b)

d3v, 3qL 3ve 3¢9
=—-FEI = —— —FI 24 o 9.40
@ dzs 1T <L3+L2> (9.40)

en tanto que las reacciones en A y B
3qL  3vg, 3¢5
Ry,=—-Q(z, =0) = 5 + T3 EI + T2 EI
5qL  3vy, 3¢S
RB:Q(xlzL):?— L23 EI— LQBEI

En el caso de una viga con apoyos elasticos, la solucién general de la elastica seguira
siendo la 9.20, siendo distintas las condiciones de apoyo a imponer. Considérese por
ejemplo la viga simple de la figura 9.11, en la cual el apoyo A es eldstico en direccién
vertical y el apoyo B es elastico a giro.

Las condiciones de contorno a imponer seran:

-parax; =0 = v =—-kR, = uv(r,=0)= —kEI‘fx%?
1

x1=0

2
-paraz; =0 = M;=0 = Cfi;? =0

x1=0

-parax; =L = wv(x;=L)=0
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X2
q
. A VAN \ —x,
A
- B > B
7
R,
i L |
Fig. 9.11 Viga sobre apoyos eldsticos
- o dvg __ prprdius
- para x, = = yp=—KMy = g2 =—KEIG5
z1=L 1lz1=L

Con lo cual las constantes de integracion C,, C,, C5 y C valdran

siendo

A
C, =3qL—
2
CQ - 0
qT2(EI)2kK + 24EIkL + 6EIK'L® + L*
Cg - — =
6 A,
A,
C,=3qFIkL—
4 q A,

A, =4EIK + L

A, = 8(—3EIk + 3EIK L? + L*)/L?

Las leyes de esfuerzos, reacciones etc. se obtendran de la misma forma que anterior-

mente.

9.2.7 Efectos térmicos

El estudio de los movimientos y las tensiones producidas por los efectos térmicos es
en general un tema complejo cuyo andlisis en profundidad excede los limites de este
texto. Sin embargo, en piezas formadas por una seccién rectangular o asimilable existe
una solucién aproximada, valida para un nimero considerable de aplicaciones. Dicha



9 Vigas simples 331

At,
h =
At,
At +At, At,-At,
2 2
h + n

At,-At,

2

Fig. 9.12 Distribucion de temperaturas a través de una seccion y descom-
posicion de las mismas en una variacion uniforme y en otra variable

aproximacion consiste en admitir una distribucién lineal de temperaturas a través del
canto de la seccién (Fig. 9.12).

Como puede verse en la figura 9.12, una variacién lineal de temperatura puede
descomponerse en una variacién uniforme y una distribucién variable, de forma que en
las caras superior e inferior los incrementos térmicos sean iguales y de sentido contrario.
En el primer caso se produce un alargamiento de toda la seccién de valor (At, +At,)a /2
por unidad de longitud. Sus efectos en las piezas rectas seran estudiadas al final de
este capitulo. Por lo que respecta al segundo caso, las variaciones térmicas producen
una curvatura en la seccién (ver Capitulo 4) de valor

_a(At, — Aty)
h

siendo « el coeficiente de dilatacién lineal y h el canto de la seccion. La curvatura total
de una seccién valdra por tanto

nt

X" = (9.41)

M
t f nt
=14 9.42
Bl X ( )

por lo que las ecuaciones 9.6 se transforman en

X

M ., d*v
1
d nt d3
_Qrm At d (9.43b)
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Do 1 dn &y d*o,

EI  Elds, = da?  dz

(9.43¢)

y si la variacién térmica es constante en toda la longitud de la pieza
dQXnt ant
= = O
dz? dz,

Es importante senalar que si la pieza es isostatica los momentos flectores y esfuerzos
cortantes producidos por las variaciones térmicas seran nulos, aunque no los movimien-
tos.

& Problema resuelto P9.1

La pieza de la figura P9.1.1 esta sometida a la variacién térmica indicada. Dado que
At, =ty At, = —t, la curvatura debido a la variacién térmica vale
2at
h

nt __

Integrando la ecuacién 9.43c
3

T3 3
Vs = CIE +02? + Csz, + C,

Las condiciones de contorno a aplicar seran
Vs = Vo(2;, =0)=0

_dv,

7dx1 =0

$1=0

Pa

=

£
I

B
i

d?v,
ElI|— X" =0
<dacf e1=L >

por lo que las constantes C,, C,, C; y C, valdran

3

Clzﬁx
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A t B

— _— X

| L i

A\

Fig. P9.1.1 Viga empotrada y apoyada sometida a una variacion
térmica

C,=C,=0
La ecuacion de la deformada serd
Xnt Xnt
v =7 xd — 1 x?

Las leyes de momentos flectores se obtendran a partir de 9.43a

- d?v, ) 3 (T
Mf(xl)—EI<d$? —x >_2X (f 1)E1

v el momento reaccién en A

3 3atET
M, =—-M;(z, =0) = imeI i

En cuanto a la ley de esfuerzos cortantes, a partir de 9.43b

d?v, 3 3at
= 7EI = ——— "tEI = 7EI
@ dzs 20" hL
v las reacciones
3 .. 3at
Ry=-Q(z,=0)= EX L EI1
3 3at
= 1 = L = ——— nt == 7EI
Ry =Qz:=L) = —o7x" = o

En la figura (P9.1.2) pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones.
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A B
Xy
M(s ] Ay
3ot 1A D) Z

W
Q
-
[es]
Ll
o —

Xy

3at
R== T El Ry=——EI

Fig. P9.1.2 Leyes de esfuerzos y reacciones para el problema resuelto
PI.1

9.2.8 Vigas sobre lecho elastico

El objeto de este apartado es el andlisis de un tipo especial de vigas simples que
no descansan sobre apoyos fijos, sino que estan apoyadas en toda su longitud sobre
un lecho eldstico (Fig. 9.13), caracterizado por el coeficiente de balasto k. Tal tipo
de vigas aparecen frecuentemente en la préctica estructural asociadas a problemas de
cimentaciones, depdsitos, etc.

le

SRR

————————————— +—x

ERpEEEEE

p'2: -kV2

Fig. 9.13 Viga apoyada sobre lecho eldstico
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La ecuacion de la elastica se escribira ahora

d*v, ,
i ZCI R ACTY (9.44)
1
y dado que pl(x,) = —kv,
d4
El d;:f + kv, = ps (9.45)
1

Como es sabido, la soluciéon de la ecuacién anterior es suma de la solucién de la
ecuacion homogénea mas una solucién particular, es decir

vy = BT (C cos fx; + C,sin fxy) + e P (Cs cos Bry + Cysin fay) + vg, (9.46)

siendo v,, la solucién particular dependiente de las cargas py 8 = 4721.

Las constantes C, a C, se obtendran en cada caso particular, imponiendo las condi-
ciones de contorno apropiadas de la misma forma que se ha hecho hasta ahora.

Por su importancia practica en cimentaciones, se van a estudiar dos casos de especial
interés: el primero de ellos corresponde a una viga infinita sobre lecho elastico cargada
con una fuerza puntual F', mientras que el segundo se refiere a la misma viga cargada
ahora con un momento concentrado M.

a) Viga infinita sobre lecho eldstico cargada con una fuerza concentrada F

(Figura 9.14)

Para este, caso la solucién particular v,, es nula, es decir v,, = 0, por lo que habra
que determinar las constantes C; a C, de la expresién 9.46.

Se considerara unicamente la solucion en el semieje x, positivo, ya que por simetria
los correspondientes valores del semieje x; negativo se deducen inmediatamente. Para
dicho semieje x; positivo, las constantes C, y C, deben ser nulas, pues de lo contrario
se tendran valores infinitos de la flecha en x;, = oo (para z; negativo las constantes
nulas deben ser por la misma razén Cs y C,), es decir

vy = e P71 (Cs cos fxy + C,sin ;) (9.47)

Las condiciones de contorno a aplicar a la expresién anterior seran

_du,

=0) = =0 9.48
plan=0) =2 (9.48a)
d3v F
+ 2
=0)=— = — .48b
Q! =0) &t o™ 2 (9.48))
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Xy

a) RRRRRARARAARRRRTRZRTRTRIRIRZRRARARAA AR RRRRIRIR K

| 3n/4B
b) v, \ / X,
+
— — X
c) ® _ P J 1
d) /A\ X
M, /4B
] /
5 ,\ F/2 X,

Fig. 9.1/ Viga infinita apoyada en lecho eldstico y cargada con una fuerza con-
centrada en el origen

Derivando 9.47

% = 56_5$1 [(—03 + 04) COS /BZEl — (C\v3 + 04) sin Bll] (949@)

1

d2v2 — 932 — Bz . . .

proa Be (—Cycos Bz, + Cssin fx,) (9.49b)
1

3

(il;j = 23%7PT((Cy + C,) cos By + (—Cs + C,) sin B, ] (9.49¢)

1

los constantes C5 y C, valdran

F
©=C="gpmr
por lo que
F g _
vy = e 7*1(cos Bz, + sin fz,) (9.50a)

 8BEI
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_d?}g . F —Bx1

® =i 452E16 sin Bz, (9.500)
v,  F 5, _
M, =FEI = = @e '(cos Bz, — sin fxy) (9.50¢)
d*v F
Q=-FEI d:z; = 567’3“ cos Bz, (9.50d)
y si se introduce la notacion

g1(Bx,) = e P*1(cos B, + sin Bi,) (9.51a)

g2(Bz,) = e P sin B, (9.51a)

gs(Bz,) = e_ﬂxl(cos Bz, — sin fz,) (9.51a)

g.(Bz,) = e P cos B, (9.51b)

En la tabla 9.1 pueden verse los valores numéricos de g,(5z,) a g4(8z,) en funcién
de Bx;.
Las expresiones 9.50 quedan

v = () (9.52a)
¢ = wamgz(ﬂxl) (9.52b)
M, = fﬁgg(ml) (9.52¢)
Q= S0u(6r) (9.524)

En la figura 9.14 se representan estos valores.

b) Viga infinita sobre lecho eldstico cargada con un momento concentrado M
(Fig. 9.15)

Al igual que en el caso anterior, la solucion v,, vale cero, es decir v,, = 0. Asimismo
se considerard la solucién en el semieje z, positivo, ya que por antisimetria, una vez
conocidos los valores buscados en dicho semieje, es inmediato determinar los correspon-
dientes a z; negativo. También por las mismas razones apuntadas antes C;, = C, =0
y la solucién general 9.47 seguira siendo vélida. Las condiciones de contorno a aplicar
en este caso seran

vy(x; =0)=0 (9.53a)

M,(z} =0)=FEI =—— (9.53b)
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Tabla 9.1 Valores de las funciones g,(8x,) y 9-(Bx,)

B, 9:(Bx,) 9(Bx,) 9:(Bx,) 94(Bx,)
0,00 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000
0,02 0,9996 0,0196 0,9604 0,9800
0,05 0,9976 0,0475 0,9025 0,9500
0,10 0,9907 0,0903 0,8100 0,9003
0,20 0,9651 0,1627 0,6398 0,8024
0,40 0,8784 0,2610 0,3564 0,6174
0,60 0,7628 0,3099 0,1431 0,4530
0,80 0,6354 0,3223 -0,0093 0,3131
1,00 0,5083 0,3096 -0,1108 0,1988
1,20 0,3899 0,2807 -0,1716 0,1091
1,40 0,2849 0,2430 -0,2011 0,0419
1,60 0,1959 0,2018 -0,2077 -0,0059
1,80 0,1234 0,1610 -0,1985 -0,0376
2,00 0,0667 0,1231 -0,1794 -0,0563
2,20 0,0244 0,0896 -0,1548 -0,0652
2,40 -0,0056 0,0613 -0,1282 -0,0669
2,60 -0,0254 0,0383 -0,1019 -0,0636
2,80 -0,0369 0,0204 -0,0777 -0,0573
3,00 -0,0423 0,0070 -0,0563 -0,0493
3,20 -0,0431 -0,0024 -0,0383 -0,0407
3,40 -0,0408 -0,0085 -0,0237 -0,0323
3,60 -0,0366 -0,0121 -0,0124 -0,0245
3,80 -0,0314 -0,0137 -0,0040 -0,0177
4,00 -0,0258 -0,0139 0,0019 -0,0120
4,20 -0,0204 -0,0131 0,0057 -0,0074
4,40 -0,0155 -0,0117 0,0079 -0,0038
4,60 -0,0111 -0,0100 0,0089 -0,0011
4,80 -0,0075 -0,0082 0,0089 0,0007
5,00 -0,0045 -0,0065 0,0084 0,0019
5,20 -0,0023 -0,0049 0,0075 0,0026
5,40 -0,0006 -0,0035 0,0064 0,0029
5,60 0,0005 -0,0023 0,0052 0,0029
5,80 0,0013 -0,0014 0,0041 0,0027
6,00 0,0017 -0,0007 0,0031 0,0024
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X
C M/ B

a) ! X,

+
b) — — X
V2 _ B | 1
‘

N\

C) — Xy

¢ w\

) —— —— ez,
M P

/2B

e) 9 -
3n/4B

Fig. 9.15 Viga infinita sobre lecho eldstico cargada con un momento puntual
M en el origen de coordenadas

por lo que las constantes Cs y C, valdran
Cg - 0

M
Ci= AB2E]T

con lo cual

Uy = él;yEng(ﬁml) (9.54a)
M

Y= 46E193(5951) (9.54b)
M

M; =~ 9:(Bz1) (9.54¢)

Q= —MTBgl(ﬂxl) (9.54d)

En la figura 9.15 pueden verse representadas los anteriores valores.
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9.3 Deformacién de vigas isostaticas: teoremas de Mohr y Castigliano

En los apartados anteriores se han estudiado los movimientos en las vigas simples
utilizando la ecuacion de la elastica. De la integracion de dicha ecuacién se obtienen
las flechas y los giros en todos los puntos de la pieza. En muchos casos es, sin embargo,
suficiente con obtener los movimientos inicamente en un reducido niimero de secciones.
En tales casos, es 1til la aplicacion de los teoremas de Mohr o del segundo teorema de
Castigliano.

9.3.1 Primer teorema de Mohr

Considérese una pieza simple cualquiera sometida a un sistema de cargas y sean A
y B dos puntos cualesquiera de la misma (Fig. 9.16).

X)

- X,
Deformada
(PAB
Fig. 9.16 Viga simple y su deformada
A partir de la expresién 9.4b se tiene
SDB—()OA"i_/ Xd371—90,4+/ 7d$1 (9.55)

y dado que w5 = @5 — 4 es el giro relativo de B respecto de A se tendra que
B M
/ L dx, (9.56)

lo cual constituye la expresiéon del primer teorema de Mohr, que proporciona el valor
del giro relativo entre dos puntos de una pieza recta.

9.3.2 Segundo teorema de Mohr

Considérese una viga simple en la que un punto A de la misma no gira ni tiene
desplazamiento vertical (Fig. 9.17), y sea un punto B del que se desea hallar los
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dv
do | T 2AB

Xy

X1B

Fig. 9.17 Desplazamientos relativos entre dos puntos A y B

movimientos respecto de A. El diferencial de desplazamiento vertical debido a la flexi-
bilidad de cualquier punto entre A y B valdra

M
dvy,p = (T1p — 1) dp = Eij(l‘u? —x,) dx, (9.57)
O sea
B M
Usap = B F;(xlB —x,)dx, (9.58)

Légicamente (Fig. 9.18), si el punto A tiene un giro ¢, y un desplazamiento v,,, el
desplazamiento del punto B valdra

B M
VUop = Uy + (55113 - xlA)‘PA + / 4(3313 - 1'1) dm1 (9-59)
4 EI

Las expresiones 9.58 y 9.59 constituyen la expresién del segundo teorema de Mohr,
el cual permite hallar el desplazamiento de un punto de una viga recta.

Deformada

e

V2AB

ONCST RPN, ‘28
19

VoA
| I — Xl

A B

Fig. 9.18 Desplazamiento total de un punto
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A la misma expresién 9.59 se puede llegar a partir de que ¢ = dv,/dz,

B

B B
Upp = Upa + / ¢d$1 = Vs + x| — / Ea dSD = Vs + PBT1p — PaLia—
A A

A

5 M; B M;
_ —xldxl_vm—i— (goA—i—/ dajl) Tip — Palia — —xldxlz
A

4 BI FEl
B M
= Vgp + 0a(Trp — T1a) + / (x5 — xl)E—; dz,
A

(9.60)
expresion idéntica a la 9.59.

9.3.3 Determinacion de flechas y giros utilizando los teoremas de Mohr

a) Determinacion de giros

En el caso en que se conozca el giro de un punto cualquiera A (caso de una ménsula),
mediante la aplicacion directa de la expresién 9.55 es posible determinar el giro de otro
punto cualquiera B. En caso contrario (caso de una viga biapoyada), es preciso la
utilizacién simultdnea de los dos teoremas de Mohr.

Considérese la viga biapoyada de la figura 9.19 en la cual se quiere determinar el
giro del punto B. De acuerdo con el primer teorema de Mohr,

5 M
= +/ R 9.61
pn=¢at | prdo (9.61)
y a partir del segundo teorema de Mohr,
Voo = 0= Vaa + SOA(xlc xlA + / EI wlc 1) dfCl (962)
de donde (y teniendo en cuenta que z,4, = 0; 2,6 = L;v,4 = 0)
1 M
pa=—7 E;(L —x,)dx, (9.63)
expresién que sustituida en 9.61
1 M B M
pp = _Z A E—;(L—xl)d$1+/4 F;dxl (9'64)

proporciona el valor del giro en B
b) Cdlculo de flechas

Al igual que en el caso de los giros para determinar las flechas en una ménsula



9 Vigas simples 343

Q Pg
N N m V2B c -

Fig. 9.19 Flecha y giro de un punto cualquiera B en una viga
biapoyada

se puede aplicar directamente el segundo teorema de Mohr. En el caso de una pieza
biapoyada (Fig. 9.19), se tendrd

B M
Usp = Vs + SDA(ZLHB - l'lA) ‘|‘/ 4(3’13 - 1’1) d1'1 =
4 FEI
(9.65)
+ / e ( )d
= QAT —(r,p —x,)dx
Palip . El 1B 1 1
Sustituyendo en la expresién anterior el valor del giro en A dado por 9.63, se tendra
finalmente
v [ M,y
L Ji. EI

B M;
(L— ) de, + / Ly — ) d, (9.66)
A

Uop = —

lo cual proporciona el valor de la flecha en un punto cualquiera B.

& Problema resuelto P9.2 Dada la pieza biapoyada de la figura P9.2.1, determinar el
giro y el movimiento vertical del punto B.

X1

-— Ut

3L/4

R

Fig. P9.2.1 Viga biapoyada correspondiente a los problemas resueltos
P9.2 y P9.3.
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Solucion

La ley de momento flectores se escribe:

L
4 T, — gxf (a)

272
De acuerdo con los teoremas de Mohr, el giro y el movimiento vertical de B se escriben:

M, =

3L/4

M
©p =pPa+ F;dxl
0
3L/4

Vap = Uza 4 Pa El 4 Ty Ty
0

y sustituyendo la ley de momentos flectores dada por a e integrando

9
- — qL? b
©p =Qa T+ 128Efq (b)
3L 45
v =t ety prtt )

Por otra parte, el desplazamiento vertical del punto C' vale

4

L
M 1
o = Uy L JL— 1 1 = Uy L 7[/
Voo = Vga + gOA—F/EI( ) dT, = Vyy + <pA+24EIq
0

y dado que v,, = v, = 0, de esta tultima expresién resulta que

— 1 3
AT Toapr!
por lo que sustituyendo en by c,
—0,02865 12
SOB — Y EI
qL’
= —0,00928
Uap ) El
Los valores anteriores son, respectivamente, el giro y el desplazamiento vertical del punto

B.

9.3.4 Calculo de movimientos utilizando el segundo teorema de Castigliano
y el método de la fuerza unidad

Tanto el segundo teorema de Castigliano como el método de la fuerza unidad son
alternativas muy utiles para la determinacién de movimientos. La metodologia de
aplicacién se ha analizado en el Capitulo 7, por lo que no se repite aqui. Se estudia
simplemente un ejemplo.
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& Problema resuelto P9.3 Utilizando el sequndo teorema de Castigliano y el método de
la fuerza unidad, determinar el giro y el desplazamiento vertical del punto B de la viga
correspondiente al problema resuelto P9.2.

Solucion

a) Utilizando el sequndo teorema de Castigliano

Para obtener el giro del punto B, se introducird un momento externo M en el punto B
que posteriormente se anulard (Fig. P9.3.1).

X5

- X,

3L/4 |
'

-

Fig. P9.3.1 Viga con carga uniformemente repartida y un momento M = 0
aplicado en el punto B.

Las leyes de momentos flectores valdran

7 qL qr; M

r, —
2 2 "L
¢ qL qr? M

2 Ty T L

Derivando las anteriores expresiones con respecto a M

M;

M,

B

B
oM
fA:E
oM L
C
oM
fB:7L—m1
oM L

por lo que, dado que M = 0, el giro valdra

B C

L/ QM, oM,

3
5 Az,

dx
M a1 M
oM EI+/ " OM FEI
0 3L/4

qL
EI

=0,02865

¥Ys =
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X4

B
3L/4 |
}

o & —

Fig. P9.3.2 Viga con carga uniformemente repartida y una fuerza F =0
aplicada en el punto B.

Andlogamente, para obtener la flecha v, se introduce una fuerza F' = 0 en el punto B
(Fig. P9.3.2).
Las leyes de momentos flectores valdran:

B
| qL gz? F

M| =—z=, — + —ux,
12 2 4
< 2
. qL qr: 3F

M — 1z, — — (L — x,
| =gm-g o

Derivando las anteriores expresiones respecto a F

B
oM,
AT
oF 4
C
oM,
= —§(L—x)
OF 4 !

por lo que, particularizando para F' = 0, la flecha v, valdra

B C
BL/A M L oM
_/M fAdler/M dex1—000928qL4
$am = "T9F EI "TOF EI El
0 3L/4

Nétese que en este caso la flecha v, sale positiva (en el ejercicio propuesto P9.2 salia
negativa). Ello es debido a que en este caso el signo es positivo si el desplazamiento
coincide con el sentido de la fuerza F' = 0.

b) Aplicando el método de la fuerza unidad

Para obtener el giro ¢, se aplicard un momento M = 1 en el punto B (ver Fig. P9.3.3).
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X)

3L/4 |
'

>
—
-—

Fig. P9.3.3 Viga con carga uniformemente repartida y un momento unidad
aplicado en el punto B.

Las leyes de momentos flectores debidas a M = 1 valen:

por lo que, de acuerdo con (7.32), el giro en B valdrd

P dx ’
Eﬁl + / M;m;

A
3L/4

3L/4
Pe = / M;ymy
0

y realizando las sustituciones, se obtiene nuevamente

“doy
EI

B

3

qL
EI

De la misma forma, para obtener el desplazamiento v,5 se introducira una fuerza unidad

F =1 en el punto B. Las leyes de esfuerzos debidos a dicha fuerza unidad valen:

o = 0,02865

B

Ty
m,| =—
N 4
C
3
my| =—(L —z,)
B 4 '

Aplicando nuevamente la expresién (7.32) se obtiene

L
B
dz,
— M
Bl + / Uz

3L/4
Vog = / M m;,
0

expresién que proporciona el desplazamiento vertical del punto B.

(e}
dx, qL*
— = 2
s Bl 0,00928 EI

3L/4
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9.3.5 Efectos térmicos

De acuerdo con lo analizado en el apartado 9.2.7 la curvatura de origen térmico
viene dada por la expresion 9.41, es decir
a(At, — At,)
h

por lo que la curvatura total sera igual a la curvatura térmica mas la mecanica. Es
decir, de acuerdo con 9.42

nt

., M;
X = EI+X

Sustituyendo la expresién anterior en 9.4b y observando nuevamente la figura 9.16,
se tendrd

sog—tpAJr/ xdml—soAJr/( +X>dx1—<pA+/ E;d$1+/ X" dx,

Por lo que el giro relativo de punto B respecto al punto A vendra dado por

Pap =¢Pp —Pa= =7 d331 +/ " dz, (9.67)

A
lo cual constituye la expresiéon del primer teorema de Mohr cuando se incluyen efectos
térmicos.
Por lo que respecta al segundo teorema, la expresiéon 9.57 se reescribe

M;
dvyap = (3U1B - 531) dSO = (-771}3 - x1)Xt dz, = (x1B - ) (EI + X ) dx,

Por lo cual, el movimiento total del punto B (Fig. 9.18) vendrd dado por

Vop = Vaa + (T1p — T14)Pa +/ ( + x" ) (15 — 1) dxy (9.68)

A partir de las expresiones anteriores, la determinacién de flechas y giros sigue las
mismas pautas que las senaladas anteriormente.

El giro y la flecha en un punto debido a efectos térmicos puede también calcularse
utilizando el método de la fuerza unidad desarrollado en el apartado 7.3.2. En efecto,
supdéngase primeramente que se desea calcular el giro en un punto cualquiera B de una
pieza simple sometida a cargas y a efectos térmicos. Para ello, si se coloca un momento
unidad en el punto B, el giro en en este punto, de acuerdo con (7.32) valdra

C

Yp = /Xtmf dx,

A
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siendo m; la ley de momentos flectores en la pieza producidos por un momento unidad
aplicado en B. Sustituyendo la curvatura total x* por su expresion 9.42, el giro queda
finalmente

c
M
A

Andlogamente, cuando se desea hallar el desplazamiento vertical de B, se coloca en
dicho punto una fuerza unidad. Si m; representa ahora la ley de momentos flectores
en la pieza debida a dicha fuerza unidad, el desplazamiento en B se escribe

c
t
VUsp :/X m; dx,
A

y sustituyendo nuevamente la curvatura total x* por su expresién 9.42, se obtiene

C
M
Vop = / <E; + Xnt> mf d.zl (970)
A

lo cual representa el valor del desplazamiento vertical del punto B.

9.4 Vigas rectas hiperestaticas. Aplicacién de los teoremas de Mohr y se-
gundo de Castigliano

9.4.1 Viga empotrada y apoyada

Considérese la pieza de la figura 9.20 sometida a unas cargas cualesquiera. Dicha
pieza es una vez hiperestdtica. Supdngase que se elige como incégnita hiperestatica el
momento reaccién en A.

Para obtener el valor de la incégnita hiperestatica, se libera la coaccién al giro que
tiene el punto A colocandose en su lugar un momento de valor desconocido M, con
lo cual la estructura se ha convertido en isostatica. El valor del giro en A en dicha
estructura isostatica sera ig/u\al al giro producido por las cargas externas mas el giro

producido por el momento M, es decir,

0a =95+ ¥4 (9.71)

El valor del momento M se obtendra de imponer la condicién de giro ¢4 nulo. Para
ello, si M{ es la ley de momentos flectores en la pieza debido a las cargas externas, de
acuerdo con 9.63 se tendra

o_ 1 [rMf

Pa = —Z | E(L—xl)dxl (972)
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X

253 (Xl)

Xy

>
/:\
>
g
A\

X2

Xy

7 A B%

Z>
N\

Fig. 9.20. Pieza empotrada y apoyada

Por otro lado, la ley de momentos flectores debida a M seré

—~ €,
=3 (1-2)

que introducida en 9.63 proporciona

1 L —M(1-2) ML
1 L
L pr - (Lom)dn = gpy
por lo que sustituyendo en 9.71
1 L Mme ML
== = —— — L —_— R
Pa 0 I 0 EI( xl)dxl‘i'gEI

y despejando M 5 /L

(9.73)

(9.74)

(9.75)

(9.76)

Una vez conocido el valor de M, las leyes de esfuerzos se obtienen en la forma

habitual.



9 Vigas simples

351

& Problema resuelto P9.4 Determinar las reacciones y las leyes de esfuerzos en la viga

empotrada y apoyada de la figura P9.4.1

X2
q
N X
A B 777
L
X, I
q
X
7 A @E B 777
X, +

1
/‘(W
X

A
M A 87

Fig. P9.4.1 Viga empotrada y apoyada sometida a una carga unifor-
memente repartida

Solucion

Para determinar el valor de la incégnita hiperestdtica, se libera la coaccién al giro en A
colocando en su lugar un momento desconocido M, y se calcula el valor del giro en A.
Para ello, se considera primeramente la pieza isostatica sometida a las cargas externas.
La ley de momentos M[ vale

q

M¢ = g(L—acl) - i(L_ml)Q

s 2
por lo que, de acuerdo con 9.63, el giro en A valdra

1 [ETqL q dx, qlL?
Uy [ - S SR Q. 5 P = -
Pa L/O { g (Lmo) =y (=)™ or = —5mr

mientras que, de acuerdo con 9.74, el giro debido al momento vale (]\//.7 L)/(3EI). Por lo
tanto, y dado que el giro total debe ser nulo

gL’ ML
24FE1 ' 3EI

SDA:O:
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de donde 72
m=1
8

Mientras que las reacciones en A y B valdrdn

5
RA = qu

Ry

3
—qL
8q

En la figura P9.4.2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y la deformada.
Como puede observarse en la figura P9.4.2, el punto de inflexién de la deformada (cur-
vatura nula) coincide con el punto de momento nulo, ya que x = M, /(EI).

X1

T B
a) N T =X

) 7

Fig. P9.4.2 Leyes de esfuerzos y deformada para la estructura de la

figura P9.4.1. a) Ley de momentos flectores. b) Ley de
esfuerzos cortantes. ¢) Deformada
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Otra opcién a seguir en el caso de la viga empotrada y apoyada consiste en tomar
como incégnita hiperestatica la reaccién vertical en B. En este caso, la pieza se trans-
forma en isostatica liberando el apoyo en B y colocando en su lugar una reaccién
desconocida Ry (Fig. 9.21). El desplazamiento vertical en B valdrd

Vop = Vsp + Usp (9.77)

siendo v$, la flecha en B debida a la carga y v}, la flecha también en B originada por
la reaccién hiperestatica Rp.

X

P> (Xl)

. anll
M X
(*A N ‘

L
Il
X
) (Xl)
A B <
N 1
Y
C
VaB
+
X
1
VB
\ X
A B 777
Ry

Fig. 9.21 Pieza empotrada y apoyada

Si My es la ley de momentos flectores debida a las cargas externas de la estructura
isostatica, la flecha vy, de acuerdo con el segundo teorema de Mohr, valdra

L dzx
vC:/ MC(L — x,)—2 9.78
2B 0 f( 1)EI ( )
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mientras que también de acuerdo con el segundo teorema de Mohr el valor de la flecha
Uy SErd

L dx RpL?
1 Ml L — / R — L — 5 9.79
V2p /0 i EI s(L o) 5T = 3E7 (979)
por lo que, al ser la flecha total en B nula, se puede escribir
L dx RpL?
Vap = V5 + Vg :/0 Mfc(L—J:l)E—Il—F 3BEI =0 (9.80)

y despejando Rjp

EI

con lo cual se obtiene el valor de la incognita hiperestatica Ry y es posible obtener el
resto de las reacciones, asi como las leyes de esfuerzos.

3 [r dx
RB:_E/O MfC(L—:Ul)—1

9.4.2 Viga biempotrada

Sea la viga biempotrada de la figura 9.22 sometida a una carga cualquiera p,(z;)
normal a la directriz. La pieza serd, por tanto, dos veces hiperestdtica. Al igual que
en el apartado anterior, se eligirdn como incognitas hiperestaticas los momentos en A
y B (Fig. 9.22).

Al igual que en el apartado anterior, se hberan las coacciones a giro en A y en B
colocandose en su lugar sendos momentos M Ay M 5, que constituyen las incégnitas
hiperestaticas del problema. Los giros totales en A y B deben ser nulos. Dichos giros,
en la estructura isostatica, son los debidos a las cargas mas los debidos a los momentos,
y para determinarlos se utilizara el teorema de Castigliano. Para ello, los momentos
flectores totales en la viga valdran

M; = M7 + M;' + M7
siendo My los momentos flectores debidos a las cargas externas en la estructura isos-

tatica, M J;“ los momentos flectores en la estructura isostatica debidos al momento M,

y MP los momentos flectores en la estructura isostatica debidos al momento My, es
decir,

Mf:MfC—z\?A<1—)+MB

L L

Las derivadas del momento flector respecto a M Ay M 5 valen

5’Mf__(1_ﬂfl>
oM, L

oM; x,

oM, L
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X0
Py (X1) N
M
B
A N 'l§\ Xl
M\ A Bt/
|
Ry Ry
| L |
Il
X3
) (Xl)

—x,

% c

7 A s ¢ B 777
+

X

M
1
LN B
Xy

N
1C4A< e W/

Fig. 9.22 Viga biempotrada

Por lo que de acuerdo con el segundo teorema de Castigliano

L oM, dx L z,\ dzx —~ (L €T
= MTf—lzf/ M¢<11)1 M/ (11
o= T T s B G ) o e N )

L OM, dx L x, dx — Ly dx
= M= 1—/ MS=2 1—M/ 1(1—) =
L /0 YT EI M), L L) EI"

"oM, EI

— (L /x N dx
M =) ==
+ B/O (L) EI

355

2 dx,

EI

(9.81a)

(9.81b)
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y llamando

L z.\? dz,
= 1-2 82
" /0 ( L) =7 (9.82a)
Lo, .\ dx;
— L (S I ) iats .82b
T /0 L( L)EI (9.820)

Lz, \3dx,
_ Ty 82
" /(L) = (9.82¢)

y sustituyendo en 9.81 se obtiene

— — L T\ dz
M, — v, M :/ M¢ (1—1> _ 9.83a
Yiila — Yol ; ¥ 7 ) EI ( )
- - L $1 dxl
=Y Ma + s Mp = —/0 Mfcf ol (9.83b)

Sistema que, resuelto, proporciona los valores de los momentos de empotramiento
perfectoen Ay B

_ 1 L .\ dx L x, dx
M,=— M¢ 1—1>1— / Mcll] 9.84
ATy — 2 [73/0 ! ( L)Er " o 1 LEI (9.84a)

—~ 1 L x\ dx L 2, dx
My=—" — M¢ 11>1 /Mc—l 1] 9.84b
P s — 72 {72/0 d ( L)Er "), WL EI (9.840)

Si el producto EI fuera constante, puede sacarse fuera de las integrales, por lo que

L
T =73 = 3EI
L
7T 6EI
y por lo tanto:
Py 2 L E
M= [2/0 M¢ (1 - ”2) da, —/O Mfchld:l:l] (9.85q)
— 2707 (L L
My =7 [/0 M¢ (1 - ﬂz) dx, — 2/0 Mf“zlda:l] (9.85b)

Una vez obtenidos los valores de estos momentos, ya es posible obtener las reacciones,
leyes de esfuerzos y movimientos en cualquier punto.

En el caso en que las cargas fueran de origen térmico, la metodologia a aplicar sigue
las mismas pautas hasta ahora expuestas. La tnica diferencia consiste en sustituir
la curvatura mecénica producida por las cargas que acttian en el interior de la viga
MY{ /(ET) por la curvatura de origen térmico x™. Las expresiones resultantes son
formalmente las mismas.
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& Problema resuelto P9.5 Determinar las leyes de esfuerzos en una viga biempotrada de
seccion constante sometida a una curvatura térmica xX"*(x,). Particularizar para el caso
en que dicha curvatura sea constante x™* = —(a(At, — At,))/h.

Solucion

El problema puede solucionarse bien utilizando el teorema de la fuerza unidad (expresién
9.69), o bien, los teoremas de Mohr. Aqui se seguird la primera opcién, dejando la
segunda como ejercicio para el lector.

Si M, y My son respectivamente los momentos de empotramiento perfecto en A y B, la
ley de momentos flectores valdra

— T —
- (1) T

y de acuerdo con 9.69 los giros en A y B valdran

%OAZ—/L(l—Jz)( "‘+AE4I>dx1— /0(1_f) "’dw1+M/ 1—7) ?]

xl x, dz, r , MAL M\BL
o [0y
/ L EI / L)X et e T SRl

) ) DU
e (. M, . M.L M,L
¥ /0 L(X +EI> S /0 X T GEr T BET

Igualando a cero los anteriores giros se obtiene

—~ 2ET [ [* oo
MA:L_2/0 x™ (1——)dw1—/0 X"tidml}

— 2FT £ x Loy
M, = - /0 X" (1 — f) dx, — 2/0 X”"[jdxll

y para el caso en que x™* sea constante, los anteriores momentos de empotramiento
valdran

M, =x"EI

My = —x"EI

Una vez conocidos los valores de los momentos de empotramiento perfecto es inmediato
determinar las leyes de esfuerzos. Efectivamente

M, =M, =—x"EI
Q=0
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9.5 Ecuaciones elasticas

Las relaciones entre los esfuerzos (o tensiones generalizadas) y las deformaciones
generalizadas vistas en el Capitulo 7 proporcionan a nivel local la unién entre el campo
estatico y el cinematico. El objeto del presente apartado es obtener unas relaciones
entre los esfuerzos de extremo de barra y los movimientos también de extremo de
barra para una viga recta. Tales ecuaciones son extremadamente tutiles en el calculo de
estructuras y constituyen el punto de partida del método de rigidez.

9.5.1 Relaciones momentos - giros

Considérese la pieza simple biapoyada de la figura 9.23. En ella actiian unas cargas
externas p,(x,) normales a la directriz y unos momentos en los extremos M, y M.

X24

MA( j = m B//>Mj "

Fig. 9.23 Viga biapoyada con cargas y momentos en los extremos

La ley de momentos flectores sera

M, = MS — M, (1 - ”2) + MB% (9.86)

siendo M{ la ley de momentos flectores en la pieza debida a las cargas p,(z,). De
acuerdo con el segundo teorema de Castigliano, los giros en A y B valdran

L 9M, d L d
wz/ M, S xlz_/ Mf(1_xl) My — M, (9.87a)
0 0

ToM, EI L) EI
L oM, dx L z, dx
- | M filszci—l— M M .87b
ve /0 fon, BI Jy VL Er  RMat s Me (9.-876)

viniendo v, v, y 775 dadas por 9.82.
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Resolviendo en M, y My las relaciones 9.87 se obtiene,

1 L .\ dx L T, dx
M,=—— MC 1_1)1_ / Mcll}
T - {”/ ! ( L)Er """

(9.88a)
+— {%w + wa}
MYz — Vs
1 L .\ dx, L z, dx,
Mam L [ (1) B [
— L) EI 'L EI
TR ° (9.88b)
S {%w + wps]
YiVs — V3
y teniendo presente 9.84, las anteriores ecuaciones se escriben
M, = Vs ot V2 o5 + M\A (9.89a)
Y13 — V3 MYz — 72
M, = 72 —oat T ~op + ]/\ZB (9.890)
Y173 — V3 MYz =72
y si la inercia es constante
4FE1 2ET —~
MA:7QPA+7SOB+MA (9900/)
L L
2ET 4FE1 —~

MB:T@A—FTQDB—FMB (990b)

Las ecuaciones anteriores forman las relaciones momentos de extremo de barra versus
giros de extremo de barra buscadas.

9.5.2 Relaciones momentos - desplazamientos

Supéngase la misma pieza que anteriormente, pero en la cual han dejado de actuar
las cargas externas. La pieza estd ahora sometida a un desplazamiento del apoyo B de
valor A, de tal forma que los giros en A y B son nulos (Fig. 9.24).

Para obtener el valor de los momentos M, y My en funciéon del desplazamiento
A se pueden utilizar las ecuaciones momentos—giros vistas anteriormente, en las que
My = My =0y (ver la Fig. 9.25) o4 = ¢ = —A/L.

Por lo que de acuerdo con 9.90

v _ _4EIA 2EIA  6EI
AT L L L L L2

(9.91a)



360 Resistencia de Materiales y Estructuras

e

Fig. 9.24 Pieza sometida a un desplazamiento de apoyo

N MB
AQ
TA

1

Fig. 9.25 Giros equivalentes a un desplazamiento dado

A 2EIA 4FEIA  6EI
P L L L L L2

(9.91b)

que constituyen las relaciones buscadas.

9.5.3 Inclusion del axil y cortante. Ecuaciones elasticas

Sea en general una estructura cualquiera sometida a una serie de cargas. Por efecto
de dichas cargas, todos los nudos experimentaran unos desplazamientos y giros, por
lo que si de forma arbitraria se separa una pieza cualquiera, dicha pieza tendra unos
movimientos en A y B. Dichos movimientos pueden expresarse en ejes globales (lo cual
se hara cuando se analice toda la estructura) o en los ejes locales propios de cada barra
(Fig. 9.26).

Si v, v v son los vectores desplazamiento en A y en B expresados en ejes locales,
se tendra que

Va= {“M} (9.92a)

vy = {”w} (9.92b)
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?p
X
VB
N £ Fap
Fia [ A \ Fip .
\' A B ) -
M, Mg
L

Fig. 9.26 FEsfuerzos de extremo de barra y movimientos en una pieza recta

Sean asimismo p,(z,) y p.(x,) las cargas que actian en la pieza expresadas en ejes
locales
De acuerdo con lo visto hasta ahora y dado que A = vy,5 — v,,, se tendrd

4ET 2E1 6E1

M, = I ¥ + I ¥B T ?(023 — Uga) + M, (9.93a)
2FT AET 6E1 —~

MB:TSOA—FTQDB—?(UQB—UQA)‘FMB (993b)

como, por equilibrio en la pieza,

L
FQB + FZA + / pz(xl)dx]_ = 0 (9.94@)
0
M M 1 (L
F,z = Mar My 1 x1po(2y)dx, (9.94b)
L L J,
se puede escribir
6ET 6EI 12E1 M, + M
Fou = Iz pa+ 12 Y — IE (UQB_UQA)—F%_
L :I:l
0 L
- 6E1 6EI  12E1 ( ) M, + M,
= — — ———(Uyg — Vyy) — ————
2B 12 Pa 12 YB IE 2B 2A I3
L g,

- —p2(z1)dx, (9.95b)
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y llamando
. M.+ M L
F,, = MatMp / (1 — a:1> po(21)dx, (9.96a)
L o L
- M.+ M L
Fop=— At Vs &p2(xl)dl‘1 (9.96b)
L o L

se puede escribir finalmente

6ET1 6FE1 12E1 ~
F,, = 12 PYa+ IE Yp — I? (UQB - U2A) + Fhy (9.97&)
() 6FE1 12E1 ~
Fop=——"—70s— —pp+ 7(7)213 - U2A) + Fyp (9-97b)

L? L? L3

Como puede observarse, F,, y F,p son las reacciones en direccién al eje x, que
aparecen cuando se impiden los giros y los desplazamientos de la pieza en los extremos
Ay B (reacciones de empotramiento perfecto).

Por lo que respecta a los esfuerzos axiles, por equilibrio

L
F1B+F2A+/ pl(l'l)dl‘l :0 (998)
0
Asimismo, es evidente que
FigL £ dx
Uip — V14 = Elil + /0 x1p1($1)E7;1 (9'99)

por lo que

L FA L T dzx
F,=—-Fp _/0 pl(xl)dxl = _T(UIB - UlA) - EAA (1 - Ll> pl(xl)ﬁ
—-FA L T
= (V1p — V1a) — / (1 — 1) p1(2)dx, (9.100a)
L o L
FA Ly
FlB - 7(1}13 — UIA) _/ flpl(xl)dl'l (9100b)
L o L
y llamando
~ L T,
Fi,= —/ (1 — L) p1(zy)dx, (9.101a)
0

~ Ly
Fip= —/ flpl(xl)dxl (9.101b)
0
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las expresiones 9.100 quedan

FIB:

EA

B4
L

Fiy= _T(/UIB - UlA)

+ Fi,

(UlB - U1A> + ﬁlB

363

(9.102a)

(9.102b)

Las expresiones 9.93, 9.97 y 9.102 constituyen las ecuaciones elasticas en coordenadas
locales de una pieza recta. Dichas expresiones pueden escribirse en forma matricial

R [0 0 B o
12E1 6E1 12E1
Fa, 0 L3 e 0 I3
6E1 4ET 6E1
M, o = T 0 -z
Fip -EA 0 o E 0
12E1 6E1 12E1
F, 0 T T L? 0 L3
6E1 2E1 6E1
M4 L0 00 T
o bien, escrito en forma compacta,
F, _ Kix Kup Va
Fg Ksza Kgs Vp
o también
F=Kv+F

en donde la simbologia es evidente.

O i (%) T FIA
6FE1 -
JR Vaz Fa,
2F1 AT
I Pa M,

+ A~
0 Uip Fip
6FE1 -
—7z | | VB F,
4F1 7
L h L SOB - L MB i

- A~ -

|+ (5]

(9.103)

(9.104)

(9.105)

Como facilmente se comprueba, las matrices K, y Kgp son simétricas y K,z =
KZ,. A la matriz K se la conoce con el nombre de matriz de rigidez de la barra AB
expresada en coordenadas locales y es una matriz simétrica.

Las expresiones 9.103 a 9.105 pueden escribirse en coordenadas globales. Para ello
(ver Fig. 9.27), la relacién entre las componentes globales Y¢ de un vector cualquiera

y las componentes locales Y se escriben

Y=TY
siendo
Yo
Y= |Y/? | Y =
Yo

(9.106)
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Fig. 9.27 Relacion entre las coordenadas locales y globales

cosae —sina 0
T = |sinaa cosaa 0
0 0 1

Noétese ademdas que T— = T,
Las ecuaciones 9.104 pueden escribirse

T FY Kiia Kup T uy,

+ (9.107)

T7 FY

Kzs Kpp T wup

T7 FY
T? FY

siendo u, y ug los movimientos en A y B en coordenadas globales. Multiplicando por
la izquierda la expresién anterior por la matriz T, se obtiene

~

F4 A B Uy A
= +| (9.108)
F% K34 Kip] [us F%
siendo
EA02 4 12Els2 12EISC + ELASC GEIS
Ki&A — TKAATT — 12EI SC + EA SC 12EI C? + EA512 6EIC (9109@)
GEI 6E'I 4F1
S c L
EA 12EI 12EI A GEI
—5C* - S? SC — SC S
Koy =TK,,T" = | 2850 - EAgo _12Blcz _ EAg:  SElc (9.109b)

6EI GEI 2ET
S ¢ T
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BAcr 4 BBlg:  _LBlgc 4 EAgc  8fls
Ky, = TKT" = | -BELsc 4+ Edsc BELce 4 EAg:  _SELC | (9.109¢)
%S 6EIC %
Kia = (K" (9.109d)

En donde S =sina y C' = cos a.

Las ecuaciones elasticas 9.108 juegan un papel capital en todo el calculo de estruc-
turas al constituir el fundamento del método de rigidez.

Loégicamente, el vector F de la expresion 9.105 engloba todo tipo de cargas que
actian sobre la pieza, estando incluidas entre ellas las correspondientes a deformaciones
o movimientos impuestos (por ejemplo, cargas térmicas).

9.5.4 Ecuaciones elasticas cuando la directriz no coincide con la linea de
centros de gravedad

A partir de las ecuaciones 7.98 se obtiene

F, 1 0 0 Fy
Fl =10 10 Fy; (9.110a)
Mz/ —e 0 1 Mi
que escrito en forma compacta
F, =S.F, (9.1100)
También es evidente que
oy 1 0 17 v,
vy | =10 1 0 |0l (9.111a)
@i e 0 11 Ly
0 sea
v, =S"v! (9.111b)

Premultiplicando por la izquierda por S. las ecuaciones 9.104 y teniendo en cuenta
9.111, se obtiene

F' =S.,F, = S.K.,S"V, + S K87V, + S.F, (9.112a)
F), = S.Fy = S;KpuSIV, + SKppS v, + S.Fp (9.112b)
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es decir
F, [K’AA wa] [V’A] F,
= +1 (9.113)
Fl, Kipa Kipl LV F/,
siendo
ETA 0 —eETA
K,,=SKu.S'=| 0 135 sgl (9.114a)
—% 0 eETA
K,, =K, =SK,.S/ =| 0 -8 6E1 (9.114)
% 0 —eE—If‘
Ky, =SKppS/=| 0  Bf O (9.114¢)

El vector []?"A,I'AﬂfB]T representa las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto
respecto a la nueva directriz.

Las ecuaciones 9.113 constituyen las ecuaciones elasticas de una barra recta en ejes
locales cuando la directriz no coincide con la linea de centros de gravedad. Para escribir
dichas ecuaciones elasticas en ejes globales, se procede como anteriormente, resultando

P (KL KL [VA] [F .
19 B 19 19 19 9 ( ’ )
FB KBA KBB Vg FB
en donde
K, =TK,, T7 (9.116a)
K, = (Kj,)" = TK),,T" (9.116b)
K, =TK,, T" (9.116¢)
y también
F/ T F,
S e (9.117)
F’ T F/,
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constituyen los esfuerzos de empotramiento perfecto en coordenadas globales.
Las expresiones anteriores pueden también obtenerse a partir de la integracion de
las ecuaciones 7.101, despreciando la deformacién por efecto del esfuerzo cortante.

& Problema resuelto P9.6 A partir de las expresiones 7.101, deducir las ecuaciones
eldsticas de una pieza recta en coordenadas locales, cuando la linea de centros de gravedad
no coincide con la directriz de la pieza.

Solucion

A efectos de simplicidad, se consideraran unicamente fuerzas y momentos en los extremos
de barra, dejando para el lector la generalizacion a otros tipos de cargas.
De acuerdo con 7.101

€, 1 ,.e e lrN
EA + EI (1) EI

/ _ !/

y 0 i © Q

!/ € 1 !/

X Bl O Erl M

Expresiones que, invertidas

N’ EA 0 —eEA €
Q| = 0 kGA 0 v
M; —eFEA 0 ElI+e*FEA| | Y

y puesto que no se considera la influencia del esfuerzo cortante en la deformacion, las
expresiones anteriores pueden escribirse

1 e? e
! - . . N/
“l_|EA Y el EI @
X e 1w
EI EI !
v la relacién inversa
N/ EA _CEA |: 6’ :|
— 1
- !
M) —eEA EI+¢EA| X

Las leyes de esfuerzos N’ y M} pueden escribirse en funcién de las fuerzas y momentos
de extremo de pieza (Fig. P9.6.1)

N' = FllB

M; = (L - xl)FQIB + MJIB
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—Xl

My

X
FlvA l F2'A F2'B‘ \ jiB
| /
T

Fig. P9.6.1 FEsfuerzos de extremo de barra

Sustituyendo en a y teniendo en cuenta la relacién entre deformaciones y movimientos

se tiene
F/
dv! 1 e? e e 15
ke ST S s
ds | _ | EA ter T m -
dy’ e 1 (L ) 1 2B
- (L —x -
dS EI EI ! E[ M/
B

Integrando la expresién anterior a lo largo de toda la longitud de la barra

/
L L el? eLq [fis

v = —_— + —
wo Ul |\ EATEL 2B EI| |
/ / el L? 1 2B

Fr T Bl 2B GBI
A
MB

De la integracién de ¢’ = dv,/ds :

Fy

el? L3 L?
[v;B—v;Afcp;L]: oFEI ' 3EI’ 2EI F2/B
M,

Escribiendo de forma conjunta las dos expresiones anteriores

L e’L el? el

- - - !
EA BT 2m1 EI | [P o
. v — v
8L2 LS L2 1B 1A
28T 3BT 2B1| |1 | T |Ve e ek
L Ix I v P~ Pa

_— B

ET 2E1 EI
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que se puede reescribir

r L e’L  el? el 771

/ R R
Fis EA ' EI 2EI EI
2 3 2

Bl = el L* L y
2E1 3EI 2EI
M, 2 L L
L EI 2EI EI

1 0 0] [vl, -1 0 0 v,

01 0| |w,|+]0 -1 —L||v,

00 1] ¢ 0 0 1 A

De donde se obtienen las matrices K, , v K’,, dadas por las expresiones 9.114, pudién-

dose comprobar que

L e’L el? el 77t

FA T EI 2EI EI 100
2 3 2
K, = cL L L 010
9EI  3EI 2EI
el L L 00 1
EI 9EI EI
y
L &L elr el
EA " EI 2EI EI -1.0 0
2 3 2
K, =| <% L L 0 -1 L
2ET 3SEI  2E]
el L L 0 0 1
El 9EI EI

Las otras dos matrices se obtienen a partir del equilibrio

Fl,+F,=0
FZ/A+F2/B:O

F/,L+M,+ M, =0

Es decir,
F/, -1 0 0 F/,
F,.l=10 -1 o|]|F,
M, 0 —-L -1 M,

Y sustituyendo en la expresién anterior los valores del vector F’;, dadas previamente, se
obtienen las expresiones de las matrices K/, , v K/, ..



370 Resistencia de Materiales y Estructuras

B) FORMULACION DE TIMOSHENKO

9.6 Ecuacién de la elastica

Para el estudio de la pieza bidimensional se partira, al igual que para el caso de la
formulacion de Euler-Bernouilli, de las ecuaciones 2.24 de equilibrio interno, es decir

dQ
— =0 9.118
iz, + ps ( a)
dM;
=0 9.118b
g Tt Q ( )
o también
*M; dm
— — Py = 9.118

Las ecuaciones cinematicas 7.92 se escribirdn igualmente

d

-5 1

Asimismo, las relaciones entre las tensiones y las deformaciones generalizadas son
Q =kGA~y (9.120a)

M; = EIy (9.1200)

Sustituyendo en la expresién 9.120b el valor de x, dado por la segunda ecuacion
9.119, se tendra

dep
M, =FEI 9.121
)= B157 (9.121)
Introduciendo en 9.118c el valor de M, dado por 9.121, se obtiene
a? dy dm
— |E[— | =p, — — 9.122
dxz? < dxl> P2 dx, ( )

Por otra parte, sustituyendo la primera expresiéon 9.119 en 9.120a

Q=kGA (;lzi — go) (9.123)
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Introduciendo en 9.118b los valores de M; y de ), dadas por 9.121 y 9.123, se obtiene

d dy dv,
" (EI de> +m+ kGA (dxl w) 0 (9.124)

Las expresiones 9.122 y 9.124 constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
cuyas incégnitas ¢ y v, proporcionan la solucién del problema buscado. Dichas ex-
presiones constituyen, por tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales de la elastica,
generalizado al caso en que se considera la deformacion por esfuerzo cortante.

Légicamente, si son conocidas las leyes de momentos flectores y de esfuerzos cor-
tantes, pueden utilizarse de forma alternativa las expresiones 9.121 y 9.123.

Para el caso de piezas de seccién constante, las expresiones 9.122 y 9.124 se escriben

d*p dm
ET =p,— — 9.125
dx? b2 dz, ( @)
dv, >0  m
= - — 9.125b
dx, prao dz? EI ( )
siendo « la relacién entre las rigideces a flexion y cortante
kI
‘T kGA
De la integracién de 9.125b, resulta
d 1
Vg = /godxl - ad—z %7 /mdx1 (9.126)

De la observacién de 9.125a y 9.6c se deduce, que si v, es la solucién general de la
viga elastica de Navier-Bernouilli para una carga p,(x,) dada, entonces

dvy
= _NB 9.127
Y= (9.127)
y también, a partir de 9.126, para el caso en que m = 0
d*v
Uy =Vyp — dastB (9.128)

y teniendo presente 9.6a
Vy = Uy, — oMy

Expresién que proporciona la solucién general en la viga de Timoshenko, conocida la
solucion general para la formulaciéon de Navier-Bernouilli. Unicamente es preciso afiadir
condiciones de contorno. No se repetiran por tanto todos los desarrollos realizados
anteriormente, dejandolos como ejercicio para el lector.
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9.6.1 Deformacion de una ménsula sometida a carga uniformemente repar-
tida

Considérese nuevamente la ménsula representada en la figura 9.1. De acuerdo con
9.7, las leyes de momentos flectores se escriben

qry
M, =—
! 2
y las de esfuerzos cortantes
Q = gz,
Sustituyendo respectivamente en 9.121 y 9.123, se tendra
g dep
——— =FkI— 12
5 dr. (9.129a)
dvy
=kGA — 9.129b
o iz =) (91290)
Integrando
qz;
_ 1
@ 6EI+01 (9.130a)
qa? qz;
= — C C 9.1300
V2= grad Tagp T Ot T 6 ( )

Las constantes de integracién C) y C, se obtendran imponiendo las condiciones de
contorno

Tr, = L — Vy = 0
Ello conduce a que C, = ¢L?/(6EI) y Cy = —qL?/(2kGA) — qL*/(8EI). Por tanto,

los giros y las flechas valdran

q
@ (L° — x7)

" 6EI
q (lel z, L3 N L4) q (L 2) (9.131)
Vg=——— | —= — — | —-— (L -2z
‘T o2pI\12 3 4 2kGA !
La flecha maxima se obtendra en el punto A, es decir
Lt L?
(V2)max = v2(21 = 0) = —gEI — ZZGA (9.132a)
El giro méximo se producird asimismo en A y valdra
L3
Pmax = 80(331 = 0) = 7 (9132b)

C6EI
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De la comparacién de los valores anteriores con los dados en el apartado 9.1, se
deduce por una parte la igualdad de giros y, por otra, un aumento de las flechas cuando
se considera la deformacién por esfuerzo cortante.

9.6.2 Viga simplemente apoyada con carga uniformemente repartida y mo-
mentos en los extremos

Considérese la viga de la figura 9.28 en la que p, = —q.
X2
q
(A BY X
1
YN %/MB
)
R, Ry
L

Fig. 9.28 Viga biapoyada sometida a una carga uniformemente repartida y a
unos momentos en los extremos

Dicha pieza es la misma que la representada en la figura 9.2. Sin embargo, a difer-
encia de ese caso, al considerar la deformacién por cortante, los giros en A y B no
coincidirdn con las tangentes a la directriz en A y B. Dichos giros corresponden al giro
de las secciones, las cuales no seran en general normales a la directriz deformada.

Las leyes de esfuerzos se escriben

> (Mi+ M, gL
M, = q;«"l N (AJEB n q2> o — M, (9.133a)
M+ M, gL
Q= gz, — % _ % (9.133b)

Sustituyendo respectivamente en 9.121 y 9.123

> v M, = EI% (9.134a)

oty (Mat My b
dz,

2 L 2
 Mu+Ms gL

dv,
— — =kGA — 134
7 5 kG (dac1 @) (9.134b)

qr,
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Integrando
qx? M, + Mg qL) x? Mz,
_ at _ 1
T 6Bl +< L > )i Bl O (9-135a)
B x? x] M, + Mg pL> ( x? T, )
V2= <2I<:GA 24EI> + ( . "2 )\6ET kGA
M 2?2
- 22}_1 + Cizy + C, (9.135b)

Imponiendo la condicién de flecha nula en A y en B, se obtiene, una vez reorganizados
términos, las expresiones finales para flechas y giros

L' @b La?\  (Ma+ Mg\ (22 L
EIgoz—q<+xl— x1)+( At B><x1—+a>+

246 4 L 2 6
L

M, (2 _ :v1> (9.1364)

qr, L*  La? xi’} My+ Mg, , )

Elv, = 2 oo — L) — = Y e N )

2T {O‘(x e R T op Wi L)mt
M

gml (L —z,) (9.1360)

9.6.3 Viga empotrada y apoyada

Se trata de analizar la viga representada en la figura 9.29 sometida a una carga
uniforme, vertical descendente, de valor q.

X

- X,

Fig. 9.29 Viga empotrada y apoyada sometida a carga uniforme

A partir de 9.20, la solucién general para la formulacién de Navier-Bernouilli vale

qry 3 T T,
-1 Lo o, 4ol e 9.20
vve = —oupr T YgEr T Yapr T O Er T O (9.20)
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Por lo que, de acuerdo con 9.128, se tendra

L qzry qx? Cix, <:L’f_ )
V2= oupr T %pEr T BT T @)t

2
+%<2—a)+a’xl+@

Las condiciones de contorno en el empotramiento (punto A) seran:

-parax; =0:

dvyp
( 1 ) diUl 2120
- para x; =0:
/UQ(:E]_ — 0) — O
Mientras que para el apoyo simple B seran:
- para x, = L :
Vy(zy =L)=0
- para x, = L :
d d?
My(z, = L) = BI=2|  =EI=2X2) —g
dml r1=L dx1 r1=L

Imponiendo dichas condiciones en 9.137 se tiene

 5¢L 1+12a/(5L%)

Gi=3 1+ 3a/L?
qL? 1

Cy= -

? 8 1+3a/L?

C3:C4:0

Con lo cual, las leyes de flechas y giros valdran

Elv,=— 1% 1 %%
Y E e R S Y

l? 1 (xf >
- | = —
8 1+3a/L2\ 2

dvyy _gqry | 15¢L 1+ 1204/(5L2)x2
dz, 6 "2°8 1+3ajLz
qL? 1

8 1+3a/L2

6

qr] qr?  bgL 1+ 12a/(5L%) (azf )
[0 1'1—

Elp = FEI

375

(9.137)

(9.138a)

(9.138b)

(9.138¢)

(9.1384)

(9.139a)

(9.1390)
(9.139¢)

(9.140)

(9.141)
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Expresiones que cuando o = 0 coinciden respectivamente con 9.21 y 9.22. Por lo
que respecta a los esfuerzos

dp gz}  5¢L 1+4+12a/(5L%) ~ ¢L? 1

My=El =% 7% 1% 3a/L7 7 8 1+ 3a/L? (9.1424)
0= _Cii]\if g - 5‘? 1 Jlrf?‘:;{/(i?) (9.1420)
y las reacciones
M, =—M,(z; =0) = %LQH;W (9.143a)
Ry=-Qz; =0) = 5(éL ! Jlrfsof/(i?) (9.143q)
Ry = Q= L) = % m (9.1430)

Légicamente, las expresiones anteriores coinciden con las vistas en el apartado 9.2.3
cuando a = 0.

9.6.4 Importancia relativa de los términos de cortante frente a los de flector

A partir de los resultados obtenidos en los apartados precedentes es posible realizar
un somero andlisis de la importancia del esfuerzo cortante en la deformacién. Para
ello se elegirdan dos tipos de secciones: secciones de alma llena y secciones de paredes
delgadas.

a) Secciones de alma llena

Considérese para fijar ideas una seccién rectangular de ancho b y canto h. El
momento de inercia y la seccién reducida valdran respectivamente I = (1/12)bh®,
kA = (5/6)bh. Admitiendo un coeficiente de Poisson de valor v = 0, 25, se tendrd

EI

«

Segun los resultados obtenidos en el apartado 9.6.1, la flecha maxima de una ménsula
con carga uniformemente repartida vale (expresion 9.132a)
gL*  qL?
SEI 2kGA

(V2) max = (9.145)
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por lo que la relacién de flechas maximas considerando y sin considerar la deformacién
por cortante vale

qL*  qL?
_ " 8EI _2%kGA _ ., 4o h\?
Ay = I =1+, =1+ (L) (9.146)
- 8EI

Por otra parte, en el apartado 9.6.3 se han obtenido las leyes de esfuerzos para una
pieza empotrada y apoyada. El momento de empotramiento perfecto en A (Fig. 9.29)
vale qL? 1

My=———— 9.147

478 1+3a/L? ( )

por lo que la relacién entre momentos de empotramiento considerando y sin considerar
la deformacién por cortante vale

eL* 1
8 1+ 3a/L? 1 1
M QL2 1+304/L2 1—|—O,75<%)2 ( )
8

En la tabla 9.2 pueden verse representadas las expresiones 9.146 y 9.148 en funcién
de la relacién canto/luz h/L y del error, viniendo este tltimo expresado por

2
E(%) en flecha = (;) x 100

0PlL) () > x 100
140,75 (1)

2

E(%) en momento =

Tabla 9.2 Influencia de la deformacion por cortante en las flechas y en los
esfuerzos y error cometido si se desprecia la influencia del cortante
(seccién rectangular)

h/L Ao ERROR (%) bYY: ERROR (%)
1/2 | 1,2500 16,00 0,8421 15,79
1/4 | 1,0625 5,54 0,9552 4,48
1/8 | 1,0156 1,51 0,9884 1,16
1/16 | 1,0039 0,39 0,9971 0,29
1/32 | 1,0010 0,10 0,9993 0,07
1/64 | 1,0002 0,02 0,9998 0,02
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b) Secciones de pared delgada

Centrando el andlisis en un perfil IPE, el valor de o no es el mismo para todos los
perfiles. Sin embargo, tomando un valor medio de I/(kA) = 0,4h*, resulta a = h°.
Por tanto

4o h\?2
)\U_1+L2—1+4(L> (9.149)
2 1

= (9.150)

)\M:L2+3Oé 1+3(%)2

En la tabla 9.3 se representan los valores A\, y Ay dados por las expresiones 9.149 y
9.150, asi como el error porcentual cometido al considerar tinicamente la deformacién
por momento flector

Tabla 9.3 Influencia de la deformacion por cortante en las flechas y en los
esfuerzos y error cometido si se desprecia su influencia (seccion IPE)

h/L Ao ERROR (%) Anr ERROR (%)
1/2 | 2,0000 50,00 0,5714 42,36
1/4 | 1,2500 16,00 0,8421 15,79
1/8 | 1,0625 5,54 0,9552 448
1/16 | 1,0156 1,51 0,9884 1,16
1/32 | 1,0039 0,39 0,9971 0,29
1/64 | 1,0010 0,10 0,9993 0,07

¢) Conclusiones

Los célculos realizados en los dos apartados anteriores corresponden a casos parti-
culares que, légicamente, no pueden ser generalizados. Sin embargo, si permiten sacar
algunas conclusiones de interés:

- La deformacién por cortante es mas importante en piezas cortas (relacién canto/luz
grande) que en piezas largas (relacién canto/luz pequena).

- La importancia de la deformacién por cortante es superior en piezas de paredes
delgadas que en secciones macizas (ver tablas).

- Es también facil comprobar que la importancia de la deformacién por cortante es
superior cuando existen cargas concentradas que cuando éstas son repartidas.
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9.7 Deformacién de vigas isostaticas: teoremas de Mohr generalizados

En el apartado 9.3 se han estudiado los movimientos de vigas isostaticas bajo la
hipotesis de deformacién de Navier-Bernouilli. Al igual que antes, es también posible
utilizar el segundo teorema de Castigliano para determinar los movimientos en un punto
de una viga incluyendo la deformacién por cortante. Basta con introducir dicho término
en la energia de deformacion, tal como se ha visto en el Capitulo 7.

Los teoremas de Mohr son, por otra parte, una herramienta muy ttil para hallar los
citados movimientos, y a ellos se dedica el resto del presente apartado.

Por lo que hace referencia al primero de los teoremas de Mohr, es preciso notar que,
se incluya o no la deformacién por esfuerzo cortante, su exposicién es la misma, es
decir, el giro relativo entre dos puntos A y B (Fig. 9.16) viene dado por

s

Oan A Eldxl (9.151)
Sin embargo, es importante resaltar el distinto significado de la expresién anterior
cuando se desprecia o no la deformacion por cortante. Efectivamente, en