
































1 Fundamentos 1

1 Fundamentos

1.1 Objeto de la Resistencia de Materiales y del Calculo de Estructuras

Cualquier disciplina en ingenier a que persiga una nalidad aplicada se basa en el
concurso de dos conjuntos de conocimientos: En primer lugar una teor a rigurosamente
cimentada que a partir de unas hipotesis razonables y comprobadas en lo posible,
proporcione unos resultados que, por una parte, sean aceptables y, por otra aplicables
a nes concretos de ingenier a. En segundo lugar es preciso disponer de una amplia
experiencia que, al mismo tiempo que cubra las inevitables lagunas que tiene la teor a,
interactue con ella validandola y mejorandola.

Cuando de lo que se trata es de construir edi cios, maquinas o cualquier ingenio
de una cierta utilidad, es preciso garantizar que sus condiciones de resistencia sean las
adecuadas. Y es precisamente el armazon teorico a traves del cual se puede llegar a
determinar y asegurar dichas condiciones de resistencia lo que constituye el objeto de
la Resistencia de Materiales y del Calculo de Estructuras.

Se ha introducido la palabra adecuado consciente de su ambiguedad. Por una parte,
es preciso conocer los fundamentos de la resistencia y estabilidad de las construcciones
a n de reducir los costos excesivos que introducir a un dimensionamiento superabun-
dante. Por otro lado, una construccion mas cara no quiere decir que sea mas segura,
ya que es posible que ciertas partes o elementos esten sobredimensionados, mientras
que en otros su estabilidad sea cr tica. Notese por ultimo que la estetica es tambien
un elemento importante a tomar en consideracion. A este respecto es notorio seralar
gue una estructura bien concebida, y adecuada toda ella y cada una de sus partes a la

nalidad resistente que debe cumplir, no es extrana a un objetivo estetico.

1.2 El solido como elemento resistente

Considerese un solido cualquiera sometido a una serie de acciones' tal como esque-
maticamente se representa en la gura 1.1. Dicho solido, como consecuencia de las
acciones que sobre el actuan, sufre una serie de movimientos, es decir, que un punto
cualquiera P, de coordenadas antes de la deformacion (z?; z9; z3) pasa a tener despues
de la deformacion las coordenadas (z,; z,; z;) (ver Fig. 1.2).

1El concepto de accién se precisard méas adelante. Por el momento y para fijar ideas puede consi-
derarse un tipo particular de accién tal como las fuerzas externas.
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Fig. 1.1 Cuerpo deformable sometido a cargas externas
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Fig. 1.2 Movimientos de un punto P de un solido deformable

De esta forma, los movimientos del punto P seran

u=r r,=(@ 2z))ih+(z, 2z))i,+ (25 z3)is= Ui, + Ui, + Usis ()
u =12z, 2?7
U, =2, zj

Us =23 23
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Por hipotesis, se va a suponer que estos movimientos son su cientemente pequenos.
El termino su cientemente pequenos se ira precisando mas a lo largo de todo este libro.
Se puede, por tanto y por el momento, enunciar la siguiente hipotesis:

Todo cuerpo sometido a unas ciertas acciones experimenta una serie de movimientos
de nidos por el vector u(z?; zg;z9) que se supondran su cientemente pequeros.

Supongase nuevamente el solido deformable de la gura 1.1 al que mediante una
super cie ideal cualquiera se separa en dos partes. Sea S la parte de  que pertenece
al cuerpo (Fig. 1.3).

Fig. 1.3 Division ideal del cuerpo elastico mediante una super cie
cualquiera

dF
ds
S

Fig. 1.4 Fuerzas existentes en un entorno de P situado sobre la super -
cie S

Es evidente que si se quiere representar adecuadamente la interaccion de una parte
del cuerpo sobre la otra parte, es preciso introducir en la super cie S unas fuerzas de
magnitud y direccion en principio desconocidas y cuya determinacion constituye uno de
los objetivos del analisis estructural. Considerese un punto cualquiera P situado sobre



4 Resistencia de Materiales y Estructuras

S, as como un entorno de P situado asimismo sobre S y denominado dS (Fig. 1.4).
Sea dF la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre dS. Al cociente t entre los
diferenciales dF y dS se le denomina tension en P sobre la super cie S
_dF
~ds

El concepto de tension es fundamental en todo el analisis estructural y a su analisis
se dedican los dos apartados siguientes.

t (1:2)

1.3 Breve analisis del concepto de tension

El vector t de nido por la expresion 1.2 tiene en general tres componentes y su
direccion no sera en general la de la normal a dS, sino que tambien tendra una com-
ponente en la direccion perpendicular a dicha normal. Sea la componente normal a
dS y la componente tangencial, es decir si N es el versor normal

=t N (1:3a)
=jt Nj (1:3b)

A la tension se le denomina tension normal y a tension tangencial. Asimismo es
conveniente distinguir entre la tension normal de compresion (si dicha tension tiende
a comprimir el material, es decir, si N se dirige hacia el interior del cuerpo) y la
tension normal de traccion (si esta tension tiende a separar el material, en cuyo caso

N se dirige hacia el exterior del cuerpo). La distincion entre todas estas tensiones
responde al hecho de que se ha comprobado que un mismo material responde de forma
distinta a cada una de estas tensiones. As, por ejemplo, el hormigon resiste muy bien
a las compresiones y muy mal a las tracciones, razon por la cual se le pretensa o se le
arma dando lugar al homigon pretensado y al hormigon armado, tan corriente en las
construcciones habituales.

El concepto de tension se ha de nido hasta ahora asociado a un determinado punto y
a una determinada super cie dS, es decir a un determinado plano dado por N. Es muy
interesante preguntarse si, suponiendo jo el punto P y cambiando la orientacion de
dS, se obtendr a la misma tension. La respuesta es negativa, dependiento por tanto la
tension del plano de actuacion. Un sencillo ejemplo aclarara tan importante concepto.

Supongase (Fig. 1.5) una pieza de anchura unidad, longitud b, canto a y sometida
en sus extremos a unas fuerzas externas de valor p por unidad de super cie. Si se corta
la pieza por un plano vertical ; cualquiera (Fig. 1.6), por simple equilibrio se puede
determinar el valor de las tensiones actuantes t. En efecto, jt,;j = p, siendo ademas la
tension normal = p y la tension tangencial = 0. Evidentemente, la tension normal

es de traccion. O sea:

jtLj=p (1:4)
Supongase seguidamente que la misma pieza se corta por un plano , que forma 60°
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Fig. 1.5 Pieza sometida a un esfuerzo uniforme

Fig. 1.6 Determinacion de las tensiones segun un plano vertical en una pieza
sometida a un esfuerzo uniforme

60°
ST, N

Fig. 1.7 Determinacion de las tensiones segun un plano que forma 60° con la
vertical

con el eje vertical (Fig. 1.7).
Nuevamente, por condiciones de equilibrio, se puede escribir

tj l=pa

cos 60
es decir

jtzj = p cos60

(1:5)

Las tensiones normales y tangenciales se obtendran proyectando el vector t, segun

el plano , y segun la normal a dicho plano (Fig. 1.8).

=jt,j cos60 = p cos® 60
=jt,jsin 60 = p cos60 sin 60

(1:6a)
(1:6b)

Como puede observarse, los resultados obtenidos son muy distintos a los obtenidos
anteriormente, cuando se determinaban las tensiones sobre el plano ,. Obviamente,
para una nueva orientacion del plano se obtendran nuevos valores de las tensiones.
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Fig. 1.8 Descomposicion del vector tension en sus componentes normal y
tangencial

A partir de los resultados obtenidos, vale la pena preguntarse si es posible determinar
las tensiones en un punto y sobre un plano cualquiera, conociendo en dicho punto las
tensiones sobre los planos coordenados. La respuesta es a rmativa, aunque para ello es
preciso de nir previamente el tensor de tensiones.

1.4 EIl tensor de tensiones

El concepto de tensor de tensiones, uno de los mas fruct feros de toda la Mecanica
del Medio Continuo, fue introducido por Cauchy en una celebre memoria presentada
en 1822.

Para su de nicion, considerese el entorno de un punto P perteneciente a un cuerpo
deformable. Considerese asimismo dicho entorno delimitado por los tres planos coorde-
nados z, = constante, z, = constante, z; = constante (Fig. 1.9). En cada uno de estos
planos se tendra un vector tension t, que, de acuerdo con lo visto anteriormente, sera
en general distinto. La tension t se puede descomponer en sus componentes normal

y tangencial . Asimismo se descompone tambien la tension en las dos compo-
nentes paralelas a los correspondientes ejes. De esta forma en cada uno de los planos se
tendran tres tensiones: una normal y dos tangenciales, en total nueve valores. Al con-
junto ordenado de estas nueve tensiones de acuerdo con la expresion 1.7 se le denomina

tensor de tensiones
2
1 21 31

T=4 12 2 32 S (1:7)

13 23 3

Puede demostrarse que efectivamente la expresion de nida por 1.7 tiene estructura
tensorial.

Por lo que hace referencia a la nomenclatura de las componentes de T, se establece
como sigue:

- Las componentes normales a los planos coordenados (tensiones normales) se designan
por la letra con un sub ndice. Dicho sub ndice indica el plano en el que actua. As
. signi ca la tension normal que actua sobre el plano z, = constante, y lo mismo

para ,y .
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Fig. 1.9 Representacion gra ca del tensor de tensiones

- Las componentes contenidas en los planos coordenados (tensiones tangenciales) se
designan por la letra con dos sub ndices. El primero de ellos indica el plano en el
cual esta situada, y el segundo el eje al cual es paralela. De esta forma, ,, indica la
tension tangencial situada en el plano z, = constante y cuya direccion es la del eje
Z,. Lo mismo puede decirse acerca de las tensiones ,,, i3, etc.

Vale la pena, llegados a este punto, preguntarse si las componentes del tensor de
tensiones son independientes entre s, 0 bien, si existe alguna o algunas relaciones entre
dichas componentes o entre alguna de sus derivadas. Para responder a esta cuestion
debe plantearse el importante concepto del equilibrio tensional.

1.5 Ecuaciones de equilibrio interno

Sea nuevamente el solido deformable de nido previamente. Es evidente que el corte
ideal realizado en el a traves de la super cie (Fig. 1.3) es arbitrario. Sin embargo,
observando el trozo izquierdo del solido, las tensiones sobre S, aunque desconocidas,
deben ser tales que dicho trozo este en equilibrio. Lo mismo sucede analizando el trozo
derecho. Se puede realizar cualquier otro corte, y lo dicho hasta ahora ser a valido.
Incluso se podr a separar el cuerpo en varias partes, y las tensiones que aparecer an en
las respectivas super cies deber an ser tales que cada pieza estuviera en equilibrio.

Se puede por tanto a rmar que:

Dado un solido deformable sometido a una serie de acciones, debe existir equilibrio
en tal solido como un todo, as como en cada una de sus partes arbitrarias en que
idealmente se divida.



8 Resistencia de Materiales y Estructuras

Esta condicion nunca debe ser violada, independientemente de las hipotesis de com-
portamiento que puedan posteriormente realizarse. Deben cumplirse siempre.

Planteando el equilibrio a nivel local se contesta la cuestion planteada en el ultimo
parrafo del apartado anterior, demostrando la existencia de tales relaciones.

Considerese nuevamente el entorno del punto P, pero desde una perspectiva ligera-
mente distinta, esto es, como formando parte de un continuo deformable en el cual, si en
el punto P de coordenadas (z,; z,; Z;) un determinado campo (escalar, vectorial o tenso-
rial) toma el valor de Q, en otro punto de coordenadas (z, +dz,; z,+dz,; z;+dz;) situado
en sus proximidades dicho campo toma el valor Q + (0Q=0z,) dz, + (0Q=0z,) dz, +
(0Q=025) dzs.

Se de ne un elemento diferencial de volumen, dV, al cual se le delimita sin perdida
de generalidad por los planos z, =0; z, =dz, ;z,=0;2,=dz, ; zZ; =0; z; = dz;
(Fig. 1.10).

Z3

Zy

Fig. 1.10 Variacion diferencial de las tensiones

Si en el plano z, = 0 se tienen las tensiones ; 1,; 13, en el plano z, = dz;, se
tendran |, + (@ ,=0z,)dz,; 1, + (0 ,=02z,)dz,; .5+ (@ 5=02z,)dz,. Analogamente
si para z, = 0 las tensiones son ,; ,i; 23, para el plano z, = dz, su valor sera , +
(@ ,=02,)dz,; , + (@ ,,=02,)dz,; .3+ (@ 5=02,)dz,. De la misma manera, si para
Z; = 0 se tiene 3; a1; 3, para z; = dz; las tensiones valdran ; + (@ ;=0z;)dz;; 5 +
(@ :=0z5) dzs; 5 + (@ :2=025) dzs.

Se supondra asimismo que en dicho elemento de volumen actuan unas fuerzas por
unidad de volumen cuyas componentes, segun cada uno de los tres ejes coordenados,
valen b;;b, y bs. Se esta ya en condiciones de plantearse el equilibrio de este elemento
diferencial. Para ello, se impondra:

- Suma de fuerzas segun cada uno de los tres ejes coordenados igual a cero.
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- Suma de momentos segun tres ejes paralelos a los ejes coordenados igual a cero.

Es decir:
x_ @ .
F,=0: ,+—-—dz, dz,dz, , dz,dz,
0z,
+ o, + 0 221 dz, dz,dz;  , dz,dzs
2
+ g+ %;1 dz, dz,dz, s dz,dz, +b,dz, dz,dz; =0 (1:8)
3

y simpli cando terminos

%4_@ 21+@31
@z, 0z, @z

Analogamente, para los ejes z, y z5, se tendra

+b, =0 (1:9a)

@ 12 @ 2 @ 32 — .
0z + @722 + 0z +h, =0 (1:9b)
@ 13 @ 23 @ 3 — .
o T T 0 (1:9¢)

Las ecuaciones 1.9 son conocidas con el nombre de ecuaciones de equilibrio interno
y expresan las relaciones diferenciales entre las componentes del tensor de tensiones
debido al equilibrio local de fuerzas.

Por lo que respecta al equilibrio de momentos, en primer lugar se anula la suma
de momentos respecto a un eje que pasa por los centros de los rectangulos situados en
z,=0yenz, =dz,

x @ dz dz
Ml = . 32 + @2332 dZ3 le d2273 + 32 le deTS
@ dz dz
bs + @7223 dz, dz, d2372 2302, o|z372 =0 (1:10)

Simpli cando terminos y despreciando in nitesimos de orden superior se tiene

32 = 23 (1:11a)

Analogamente, tomando momentos respecto a los ejes paralelos a los otros dos ejes
coordenados

2= 2 (1:11b)
13~ a1 (1:11c)

Las expresiones 1.11 indican que el tensor de tensiones es simetrico.
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El conjunto de ecuaciones 1.9 puede asimismo ser visto como un sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales cuyas incognitas son las seis componentes
distintas del tensor de tensiones. Tal sistema de ecuaciones diferenciales no es su-

ciente para determinar el tensor de tensiones, puesto que existen 6 incognitas y 3
ecuaciones. Es preciso, por tanto, aparte de las condiciones de equilibrio, imponer otro
tipo de condiciones adicionales para poder resolver el problema. Al enunciado de tales
condiciones se dedica el apartado 1.7.

1.6 Tensiones sobre un plano cualquiera

Tal como se ha apuntado anteriormente, el concepto de tension en un punto solo
tiene sentido si se hace referencia a la tension sobre un cierto plano, o bien, al tensor
de tensiones. Notese que el tensor de tensiones esta de hecho formado por las tensiones
en un punto sobre tres planos ortogonales entre s .

Se plantea a continuacion el problema de determinar las tensiones en un punto
sobre un plano cualquiera, suponiendo conocido en dicho punto el tensor de tensiones.
Para ello, supongase un campo de tensiones uniforme y sea el plano sobre el cual se
quiere determinar la tension. Dicho plano vendra dado por sus tres cosenos directores,
N,; N,; N3, de forma que el versor normal N vendra dado por

N” = [ny; ny; n;]
Sea t, de componentes
tr = [tl;tz;ts]

la tension sobre el plano  (Fig. 1.11).
Para determinar las componentes de la tension t se realiza el equilibrio de fuerzas
sobre cada uno de los ejes z,;z,; z;. Para ello:

>
F,=0:

. Area(PCB) ,, Area(PAC) ; Area(PAB)
+t, Area(ABC) =0 (1:12)

Si se tiene en cuenta que

Area(PCB) _ n
Area(ABC) *

Area(PAC) _ N
Area(ABC)  °
Area(PAB) _ n
Area(ABC) =~ °
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Fig. 1.11 Tensiones sobre un plano cualquiera

la expresion 1.12 puede escribirse

L= N+ N+ 5Ng (1:13&)

Analogamente, para las otras dos componentes

L= N+ N+ 55N (1:13b)
t; 13N+ 23N+ 3N5 (1:13c)

y expresando las relaciones 1.13 de forma matricial

t=TN (1:14)

siendo T el tensor de tensiones de nido por 1.7.
Para obtener la tension normal sobre el plano , basta con proyectar la tension t
sobre el versor normal N:

=N"t=N’'TN (1:15)
Asimismo, la componente tangencial
=jyr (1:16)
0 bien

2=1"t  (N"t) (1:17)
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que proporciona el valor de la tension tangencial.

Es muy importante notar desde ahora que el equilibrio debe realizarse siempre entre
las fuerzas existentes y nunca exclusivamente entre las tensiones sin tener en cuenta las
super cies sobre las que actuan.

1.7 Condiciones cinematicas

En el apartado 1.5, cuando se estudiaban las condiciones de equilibrio, se ha visto
gue en general estas no son su cientes para determinar el tensor de tensiones. Puede
haber, sin embargo, casos particulares en que, debido a la peculiar estructura de di-
cho tensor, las mencionadas condiciones de equilibrio puedan ser su cientes para su
completa determinacion. Tal sucede con el ejemplo desarrollado en las expresiones 1.4
a 1.6. No obstante, no son casos parecidos a estos los mas corrientes, por lo que es
preciso desarrollar nuevos conceptos que fundamentaran a su vez todo un conjunto de
herramientas que posibiliten la resolucion de los problemas con los que se enfrente el
ingeniero estructural.

Se ha hecho hincapie hasta ahora en el concepto de solido deformable sin que se
haya sacado partido alguno a su utilidad. Ello se realiza seguidamente.

Para ello, observese nuevamente el solido de la gura 1.1, al cual se le ha dado un
corte ideal a traves de una super cie cualquiera (Fig. 1.3). Recuerdese que S es la
parte de que pertenece al solido. Supongase seguidamente que las tensiones que se
colocan (en principio de forma arbitraria) cumplen dos condiciones:

- Existe equilibrio.

- Cada una de las partes del cuerpo tendra unos movimientos (con lo visto hasta ahora,
no se dispone todav a herramientas su cientes para determinarlos) u(z,; z,; z;). Su-
pongase que estos movimientos son tales que cumplen con las condiciones de sus-
tentacion (condiciones de contorno de movimientos) y hacen que las dos partes del
cuerpo encajen mediante la super cie S. Es decir, que los movimientos de S sean
los mismos en ambas partes del cuerpo.

Es evidente entonces que las tensiones t, que de forma en principio arbitraria se han
introducido en S, son solucion del problema.?

Se ha de nido, por tanto, un nuevo concepto de utilidad fundamental en la resolucion
del problema planteado: la compatibilidad cinematica de movimientos. De esta forma
se puede establecer:

Dado un solido deformable sometido a una serie de acciones, las tensiones que
dentro de el se produzcan deben ser tales que exista en todo el, as como en su
contorno, compatibilidad cinematica de movimientos.

Sin embargo, es obvio que con lo visto hasta ahora estos movimientos no pueden
todav a determinarse. Para ello se necesita alguna hipotesis acerca del comportamiento

2El que estas tensiones sean solucién del problema no significa que tal solucién deba ser tinica. El
problema de la unicidad de dicha solucién serd tratado mas adelante.
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del material que permita relacionar tensiones con movimientos. Tal relacion vendra a
traves de las deformaciones que pasan a de nirse seguidamente.

1.8 Analisis de las deformaciones

A poco que se intente de nir una relacion directa (entendiendo por tal una relacion
algebraica) entre tensiones y movimientos, se observa que las di cultades que aparecen
hacen que la existencia de tal relacion sea f sicamente imposible. En efecto, el sentido
comun ya indica que de tal hipotetica relacion se tendr an que quitar los movimientos de
solido r gido, pues tales movimientos no inducen ningun tipo de tensiones. Asimismo,
imag nese una barra de seccion constante sometida a un estado de traccion uniforme
(Fig. 1.5). Es obvio que los movimientos seran variables de punto a punto, siendo
asimismo mayores cuanto mayor sea la longitud de la barra. Sin embargo, las tensiones
(0, hablando con mayor precision, el tensor de tensiones) son uniformes y no var an al
variar la barra de longitud.

Es preciso, por tanto, determinar unas magnitudes derivadas de los movimientos
que por sus propias caracter sticas o propiedades puedan ponerse en relacion directa
con las tensiones.® Tales magnitudes son conocidas con el nombre de deformaciones, y
a ellas, as como a su relacion con los movimientos, se dedica el presente apartado.

Para la de nicion y formulacion de las deformaciones, se realizara en primer lugar
un analisis plano. Posteriormente se generalizaran a tres dimensiones los resultados
obtenidos en dos. Considerese (Fig. 1.12) un elemento diferencial de solido dS de
dimensiones dz, y dz,. Sean A;B;C y D los vertices del mencionado rectangulo dife-
rencial antes de la deformacion, y las mismas letras pero con prima los correspondientes
vertices del cuadrilatero en que se transformara dicho rectangulo por efecto de la propia
deformacion. Si las coordenadas del punto A son (z;;z,) las de los otros puntos seran:

A (24;2,) (1:18a)
B :(z, +dz,;2,) (1:18Db)
C:(z1;z, +dzy) (1:18¢c)
D : (z, +dz,;z, +dz,) (1:18d)

Si u es el vector cuyas componentes son los movimientos del punto A, los movimien-
tos de todos los puntos seran:

U, =u

u
Ug=u+ —dz,

3Dicha relacién puede, en general, establecerse en forma total o en forma diferencial, dependiendo
del comportamiento del material. En lo que sigue se considera tinicamente el primer caso (ver apartado
1.9).
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Z

up

Uc

up

Z

Fig. 1.12 Deformacion de un elemento rectangular diferencial

@u
U =u+—dz
C @22 2

@u @u
Up=u+ —dz, + —dz
P 0z, = 0z °

Por lo que las coordenadas de los nuevos vertices seran:

A1 (21525) + (Us; Up) = (2o + Up; 2, + Uy)
Qu, Qu,
B':(z,+dz;;2,) + up+ ——dz;u, + —
0z, 0z,
u u
= z,+u, + 1+& dzl;22+u2+—@ 2
Zl 1
@u @u
szz;u2+72
0z, 0z,
u u
= zl+u1+—@ dzy;z, + Uy + g+ 2 dz,
@Zz Z,

Qu, @u, @Qu,

dz,
dz,

C':(zy2,+dz,)+ u, + dz,

D’ :(z,+dzy;z, +dz,)+ u, + ——

0z, 0z, 0z,
@u @u @u

= z,+u, + 1+ -2 dz, +>2dz,;z, + U, + —>dz,+

@21 @22 @Zl
@u,

+ 1+ — dz,

dz, + —dz,;u, + —=dz, +

(1:19a)
(1:19Db)
(1:19¢)
(1:19d)
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En la gura 1.13 pueden verse representadas geometricamente las componentes de
los terminos que intervienen en las expresiones anteriores. Su analisis es util desde un
punto de vista conceptual.

Z

ou,
(1+6_Z|)dzl

2

Fig. 1.13 Componentes de la deformacion en un elemento rectangular
diferencial

En la mencionada gura 1.12 se puede observar que la deformacion del rectangulo
diferencial produce dos tipos de efectos:

a) Variacion de la longitud de sus lados
b) Variacion de sus angulos originariamente rectos

En consecuencia se de nen dos tipos de deformaciones:

a) Deformacion longitudinal de nida como incremento unitario de longitud en una
direccion determinada. Concretamente para las direcciones z, y z, se tendra las
deformaciones longitudinales ", y ",.

b) Deformacion tangencial, la cual se de ne como el cambio de valor que, como conse-
cuencia de la deformacion, experimenta un angulo originariamente recto. Se designa
por la letra y para el caso contemplado en la gura 1.13 valdr a para el punto A

=_- C'®B’
2
De las de niciones dadas se deduce que para un punto cualquiera A se tendra
_A'B’ AB

1 — —

AB
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Dado que se trabaja de acuerdo con las hipotesis realizadas en pequeros movimien-
tos, se puede aproximar A’B’ por su proyeccion sobre el eje* z;

_AB AB_ 1+32 dn dn gy,
! AB dz, 0z,
Analogamente, para ",

(1:20a)

_AC AC _ 1+52 d dz gy,
AC dz, 0z,

2

(1:20D)

Por lo que hace referencia a la deformacion tangencial y a partir de la de nicion que
de ella se ha dado (ver Fig. 1.13):

ou o)
=- C®B'= ,+ ,= 5z 022 + -1 921 - 0u + gu, (1:20c)
2 1 2 Ou Ou @ 0z ’
1+ 52 dz, 1+t dz, Z2 1

Las expresiones 1.20 expresan la relacion entre deformaciones y movimientos. Para
el caso general tridimensional, se tendran tres deformaciones longitudinales *;;",;"; y
tres deformaciones tangenciales ,; 13, 3, cuyas expresiones en funcion de los despla-

zamientos valen

" =gzull (1:21a)
" =@@))‘Z‘j (1:21b)
" =g‘2’: (1:21c)
. =g‘;21 + %‘: (1:21d)
- :g‘: + %‘Z’: (1:21¢)

_0u. , 0u, (1:21F)

3= 1 _—
0z, 0z,

La deduccion mas general en 3D de las expresiones anteriores puede consultarse en
un texto de Mecanica del Medio Continuo.
Al igual que las tensiones, puede demostrarse que las deformaciones tienen estructura

4Se invita al lector a llegar a esta aproximacién mediante un planteamiento més riguroso, determi-

nando a partir de las expresiones 1.18 y 1.19 la verdadera longitud de A’B? y despreciando términos de
orden superior.
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tensorial, por lo que tiene sentido hablar del tensor de deformaciones

° " 312 3 133
2 2
I\:Q% 12 2 % 23Z (1:22)
% 13 % 23 3

Antes de cerrar este apartado, es util hacer algunas consideraciones acerca de las
deformaciones tanto longitudinales como tangenciales.

En primer lugar, notese que la deformacion longitudinal es extensiva a cualquier
direccion que se elija, es decir que se puede de nir la deformacion longitudinal segun
una direccion N como el incremento unitario de longitud que experimenta un elemento
diferencial de longitud situado en la direccion N (ver Fig. 1.14), es decir:

_AB AB
N AB

Zy

21

Fig. 1.14 Deformacion de un elemento diferencial de longitud en la direccion N

Asimismo, las deformaciones tangenciales vendr an asociadas a la direccion N y a
su perpendicular. Matematicamente, su determinacion consiste en un cambio de ejes
de referencia en el tensor de nido por la expresion (1.22).

En segundo lugar, es muy interesante distinguir en el distinto caracter de las de-
formaciones longitudinales y de las deformaciones tangenciales. Para ello, supongase
un cuerpo rectangular (Fig. 1.15) en el que idealmente se dibuja en su interior una
malla arbitraria tambien rectangular. Si despues de la deformacion los rectangulos se
han transformado en otros rectangulos cuyos lados tienen distintas longitudes, pero
cuyos angulos siguen siendo rectos, solo existen deformaciones longitudinales. Por el
contrario, si despues de la deformacion todos los lados son iguales que antes, pero sus
angulos han dejado de ser rectos, se esta en presencia de deformaciones tangenciales
(Fig. 1.16).



Resistencia de Materiales y Estructuras

18

I

la”y”v"]"f’7

Fig. 1.15 Deformaciones longitudinales
Fig. 1.16 Deformaciones tangenciales
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En tercer lugar, es conveniente insistir en que el tensor de deformaciones se de ne
con respecto a tres planos en el espacio tridimensional (dos cuando se esta situado en
el plano). Ello signi ca que respecto a unos determinados planos es posible que solo
existan deformaciones longitudinales mientras, que respecto a otros pueden coexistir
deformaciones longitudinales y tangenciales.

Para profundizar mas en el estudio de las deformaciones, notese que si en un solido
elastico es conocido el campo de movimientos, a traves de las expresiones 1.21 se deter-
mina el campo de deformaciones. Supongase, sin embargo, que es conocido el campo
de deformaciones y se quiere obtener el de movimientos. Las ecuaciones 1.21 repre-
sentan entonces un sistema de seis ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con
unicamente tres incognitas. Ello indica que las deformaciones no son independientes,
sino que estan ligadas entre s mediante una serie de ecuaciones, conocidas con el nom-
bre de ecuaciones de compatibilidad. Dichas ecuaciones proceden de la eliminacion de
los movimientos en las ecuaciones 1.21. Su expresion es:

=", + @2", _ 0% 1

0zz2 0z 02,02 (1:23a)
%zgz M %z; - @@22@2;3 (1:23b)
%z; N %zgl - @@21@1;3 (1:23¢)
2@%2 . et (1:23d)
2@%223 - @@22 %2213 @@2123 + %21: (1:23¢)
2@(212:@;322 - @@23 @()@2213 N %2123 %2132 (1:23F)

conocidas, como se ha dicho, como ecuaciones de compatibilidad de deformaciones.

1.9 Relacion tension-deformacion. Ley de Hooke

Se esta ya en condiciones de establecer el tercero de los pilares basicos del Calculo
de Estructuras. Se ha estudiado hasta ahora el concepto de tension asociandolo inme-
diatamente al equilibrio. En el apartado anterior se han de nido las deformaciones (o,
hablando con mayor propiedad, el tensor de deformaciones) asociandolas a su vez a
la cinematica de la deformacion. En este apartado se establecera una relacion entre
ambos tensores que permitira completar la formulacion del problema fundamental del
Calculo de Estructuras: la determinacion de las tensiones y movimientos a partir de
las caracter sticas del material y de las acciones existentes en el cuerpo.

Tal relacion es caracter stica del tipo de material, de tal forma que a las relaciones
entre T y ™ (bien en forma total o diferencial) se las denomina ecuaciones de compor-
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tamiento del material o ecuaciones constitutivas. Dichas ecuaciones deben cumplir una
serie de relaciones termodinamicas y estar de acuerdo con los datos aportados por la
experimentacion, constituyendo en la actualidad un campo de trabajo e investigacion
muy importante. En Elasticidad Lineal se postula una relacion lineal entre tensiones y
deformaciones, conocida como ley de Hooke, la cual se expresa:

A=CT (1:24)

en donde C es el tensor de elasticidad. Bajo las hipotesis de isotrop a y teniendo en
cuenta la simetr a de ™~y de T, la relacion 1.24 puede escribirse:

V=2l (o ) (1:252)
w=als (o o (1:250)
“=als (o o)l (1:250)
2= 1,=G (1:25d)
13 = 157G (1:25€)
23 = 237G (1:25F)

Las expresiones 1.25 constituyen la forma mas habitual de la ley de Hooke para
materiales estructurales. En adelante se va a suponer que los materiales con los que se
va a tratar se ajustan a ellas. En dichas expresiones aparecen tres constantes E; y G,
de las cuales se demostrara mas adelante que solamente dos son independientes. Estas
constantes de nen el material y constituyen un dato cuyo valor es proporcionado por
la experimentacion. Estas tres constantes son de importancia fundamental en toda la
Resistencia de Materiales, pudiendose a rmar:

Existe una relacion lineal entre las tensiones y las deformaciones, viniendo dada
dicha relacion por la ley de Hooke

A la constante E se la denomina modulo de elasticidad del material. Tambien es
conocido con el nombre de modulo de Young. Sus unidades son las mismas que la
tension, es decir fuerza dividido por super cie. En la tabla 1.1 puede verse el valor que
toma para algunos materiales. Para comprender mejor su signi cado, supongase una
barra recta de longitud L y seccion recta A (Fig. 1.17), en la que actua una fuerza de
traccion F. Si F actua en el centro de gravedad de la seccion se vera en el Cap tulo
3 que la distribucion de tensiones que se produce en la seccion recta es uniforme y de
valor

= F=A

Si se hace coincidir el eje z, con el eje de la barra, se tendra que

1= =F=A (1:26a)
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Acero E =210GPa
Hormigon E =30GPa
Aluminio E=70GPa

Vidrio E =66GPa

Bronce E =106 GPa

Laton E=92GPa

Tabla 1.1 Valor del modulo de elasticidad E para algunos materiales.

F 3 - F
— | —
AL/2| | L | |aLr

Fig. 1.17 Deformacion de una barra recta
2= 3= 1= 3= =0 (1:26b)
Si la barra experimenta un incremento de longitud L, la deformacion "; valdra
1= — (1:27)

por lo que, de acuerdo con 1.25a, se tendra

_ 1_ F=A _
", L=sL  L=L

(1:28)

Cuanto mayor sea el valor de E, mas r gido es el material, por cuanto, de acuerdo
con 1.28, el incremento de longitud L es menor.

Por lo que respecta a la constante , es conocida con el nombre de modulo de Poisson
y puede demostrarse que su valor debe ser inferior a 0,5, oscilando generalmente entre
0,12 y 0,30. Para aproximarse mejor a su signi cado f sico, observese la gura 1.18, en
gue un elemento rectangular de longitud L, altura unidad y anchura tambien unidad
esta sometido a una tension de traccion , = . Se puede ver que, ademas de un
alargamiento longitudinal L, tiene una contraccion lateral (en la Fig. 1.18) en sentido
vertical de valor total . De acuerdo con 1.25b

N SN .
=2( )= (1:29)
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G, G,
7777777777777777 —10/2

[ 1
|

—13/2

] |
| :
L L | |aLe

AL/2

Fig. 1.18 Elemento rectangular sometido a una tension

Si se tiene en cuenta que, de acuerdo con 1.25a

== (1:30)

se tendra "
= (131)

expresion que indica claramente el signi cado f sico del modulo de Poisson.

Por lo que hace referencia a la tercera de las constantes introducidas en las ecuaciones
1.25, la constante G, es conocida con el nombre de modulo de Elasticidad transversal
y relaciona las tensiones cortantes con las deformaciones tangenciales. Su valor no es
independiente de E y de , sino que es funcion de ambos. Para demostrarlo, supongase
una pieza cuadrada de lado unidad con un estado de tension uniforme (Fig. 1.19).

Sobre los planos verticales actua una tension de compresion ; de modulo j ,j =
de modulo igual a

De acuerdo con 1.13 thnien%) enjcuenta que para el plano BC, inclinado 45°, el

vector normal vale N = = 2=2;" 2=2 , la tension en dicho plano inclinado 45° valdra:
t, = i
L= _“
2
Lo 2
22

con lo que a partir de 1.15

=Nt= _-—-_— 2 =
v =Nt 2 2 V2 0
2
="grg=
h i
Analogamente, si N* = \f; @ , es decir, para el plano AB
t, = i
= =
2
P3
t, =

™)
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Fig. 1.19 Pieza cuadrada sometida a un estado de tension uniforme

v =NTt=0

Es decir, que si se considera el cuadrado ABCD, inscrito en el primer cuadrado y

cuyos lados forman 45°, en el solo actuan las tensiones tangenciales dibujadas en la
gura 1.19, y de valor

En consecuencia, la deformacion dibujada puede ser vista como la deformada del
cuadrado exterior debida a las tensiones ;; ,, 0 bien, como la deformada del cuadrado
interior debida a las tensiones . En el primer caso, los movimientos se calcularan a
partir de las expresiones 1.25a a 1.25c, mientras que en el segundo sera a partir de
1.25d a 1.25f.

Considerando el cuadrado exterior, se tendra:

S 1 1
BB'+DD':"2:":E[ 2 l]:E( + ):E(l"' ) (1:32)
Considerando el cuadrado interior, se tiene (Fig. 1.20)
BB// BB/@ n
—=——=—pP==2 BB’ =2_-=" 1:
2 B 12 2 (1:33)
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18/2

Fig. 1.20 Calculo de en funcion de "

Es decir,
2
=" = E(1 + ) (1:34)

Por otra parte, de acuerdo con 1.25d se tiene

= =— 1:35
Igualando las expresiones 1.34 y 1.35, se obtiene nalmente
E
G= 20+ ) (1:36)

expresion que relaciona el modulo de elasticidad transversal con el modulo de Young y
el coe ciente de Poisson.

Por otra parte, si se invierten las expresiones 1.25, se obtienen las tensiones en
funcion de las deformaciones

1= e+2G"; (1:37a)
, = e+2G", (1:37b)
s = e+2G"; (1:37¢)
12=G 1, (1:37d)
13=G 43 (1:37¢)

23 =G 2 (1:37F)
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siendo E

@+ H)a 2)
e="1+"9+";

Las anteriores expresiones se denominan ecuaciones de Lame.

Para concluir con este apartado, es util analizar el comportamiento real de los ma-
teriales y su relacion con la ley de Hooke. Se estudiaran concretamente el acero y el
hormigon por ser dichos materiales los mas utilizados en la construccion. Supongase
en primer lugar que una probeta de acero de longitud L y seccion A se somete a un
ensayo de traccion (Fig. 1.21) mediante la aplicacion gradual de una fuerza F. Si se
esta en un caso de traccion pura las tensiones valdran

=
= N (1:38)
Gj
Gm
Or
ol o
| | F F
| \ L
| E=tan a |
o | |
| | -
I I
8e 8R &

Fig. 1.21 Ensayo de traccion (acero)

Al mismo tiempo que se aplica F, se producen unos incrementos de longitud Ly
unas deformaciones longitudinales de valor " = L=L. Si en unos ejes cartesianos se
representan en ordenadas la tension y en abcisas la deformacion, se obtiene la curva
dibujada en la gura 1.21. Se distinguen claramente tres zonas. La primera de ellas
comprende la zona limitada por el punto de tension y deformacion nulas y el punto

"o; ). Esta es la zona propiamente elastica, en donde existe proporcionalidad entre
la tension y la deformacion longitudinales. De acuerdo con 1.25a, se tendra que E =
=" = tan . Al valor de . se le denomina | mite elastico. En segundo lugar, se
puede observar una zona en que, sin practicamente aumento de tension, se produce un
incremento notorio de las deformaciones. Aparece, en tercer lugar, una zona en que
primeramente se produce un endurecimiento por deformacion hasta llegar a la tension
maxima ,, Yy, posteriormente, un ablandamiento hasta llegar a la deformacion de rotura
", ala cual le corresponde una tension ",. Se observa, por tanto, que unicamente en
la primera zona se cumple la ley de Hooke, mientras que en las zonas segunda y tercera
tiene lugar el fenomeno conocido con el nombre de plasticidad. De hecho, estas dos
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ultimas zonas constituyen una reserva de resistencia que la teor a de Resistencia de
Materiales no tiene en cuenta.

Por lo que respecta al comportamiento del hormigon a compresion, supongase ahora
una probeta de hormigon de longitud L y seccion A que, al igual que antes, se somete
de forma gradual a una fuerza F de compresion (Fig. 1.22) y nuevamente se dibuja
el diagrama tension-deformacion. El comportamiento es elastico hasta el valor .,
el cual resulta ser del orden del 40% de la tension de rotura , . A partir de . el
comportamiento yo no resulta elastico, por lo que no se cumplira estrictamente la ley
de Hooke.

(¢

Fig. 1.22 Ensayo de compresion en el hormigon

Sin embargo, y a pesar de lo apuntado, la gran mayor a de estructuras de hormigon
se calculan mediante un analisis elastico en que se admite como buena aproximacion la
ley de Hooke. Ello es debido a varias razones. En primer lugar, el valor de la tension de
rotura se minora por un coe ciente de seguridad del orden de 1,5; al mismo tiempo las
cargas se mayoran a su vez por otro factor tambien del orden de 1,5. Si a ello se anade
que las cargas rara vez alcanzan su valor maximo, el comportamiento del hormigon a
compresion es, en servicio, practicamente elastico (el comportamiento a traccion es mas
complejo y no se entra ahora en el). Ademas el calculo elastico es mas rapido y comodo
gue el anelastico, y sobre el existe una enorme experiencia acumulada mediante la cual
se sabe que el analisis elastico proporciona, en general, buenos resultados. Por todo
ello la ley de Hooke se admite en la gran mayor a de los casos como una aproximacion
aceptable.

1.10 Condiciones en la super cie del solido

El tratamiento del contorno (o contornos) del solido reviste una considerable impor-
tancia en el Calculo Estructural. Desde un punto de vista matematico, por cuanto dara
las condiciones de contorno a aplicar a las diferentes ecuaciones que rigen el problema.
Desde una perspectiva mas f sica, el contorno representa aquella super cie en la cual
se aplican buena parte de las cargas externas actuantes y cuyas tensiones en el inte-
rior del cuerpo debidas a las mismas interesa determinar. Asimismo en los contornos
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se encuentran las vinculaciones y enlaces externos que sustentan al solido impidiendo
sus desplazamientos mediante la jacion, bien de una serie de puntos, bien de unas
determinadas zonas en la super cie (Fig. 1.23).

||
CARGAS
CONOCIDAS

MOVIMIENTOS
IMPEDIDOS
N ”

Fig. 1.23 Ejemplos de cargas y vinculaciones en distintas estructuras

En general, por tanto, las condiciones a aplicar en los contornos seran de dos tipos:

- Una zona de la super cie en que todos o algunos de los movimientos son conocidos.
Dichos movimientos pueden ser nulos (caso de apoyos jos), o bien, tener un deter-
minado valor (caso de asiento de apoyo). En ocasiones, incluso el movimiento se
supone proporcional a la reaccion (apoyos elasticos).

- Otra zona de la super cie en que son conocidas las tensiones segun la super cie
0 cargas externas que actuan. En este caso, las cargas externas deben estar en
equilibrio local con las tensiones que en cada punto de la super cie se produciran.
Es decir, debe veri carse la ecuacion 1.14 como condicion del contorno en tensiones.
En este caso, N sera el versor normal a la super cie del cuerpo en cada punto.

Es interesante notar que, en aquellas zonas del contorno del solido en que se im-
ponen condiciones de contorno en tensiones, son desconocidos los desplazamientos. La
rec proca es tambien cierta, es decir, en aquellas zonas en que los movimientos son
conocidos, las tensiones constituyen una incognita a determinar.

1.11 Solucion general del problema elastico. Planteamiento

Segun lo estudiado en los apartados precedentes, es posible plantear las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales que rigen la solucion del problema elastico. Es decir,
es posible plantear las ecuaciones a partir de cuya integracion ser a posible obtener las
tensiones, deformaciones y movimientos de una determinada estructura sometida a una
serie de acciones.

Si las anteriores ecuaciones se plantean de forma que las incognitas sean los movi-
mientos, se llega a un sistema de tres ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
conocidas con el nombre de ecuaciones de Navier. Alternativamente, si las incognitas
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fueran las tensiones, el numero de ecuaciones diferenciales es de seis. Dicho sistema
de ecuaciones es conocido con el nombre de ecuaciones de compatibilidad de Beltrami.
Ambas expresiones se desarrollan a continuacion.

1.11.1 Ecuaciones de Navier

Si en las expresiones 1.37 se sustituyen las deformaciones por sus expresiones en
funcion de los movimientos, se tendra

1= r u+ ZGngjll (1:39a)
»= r u+ ZGgLZJj (1:390)
3= r u+ ZGngJ: (1:39¢)
L=G %‘Z‘: + g‘z‘: (1:39d)
=G %)sz: + g;‘: (1:3%)
=G %‘ZJ:‘ + g‘z‘z (1:39F)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones de equilibrio interno 1.9,
se obtiene

( +G)%(r u)+Griu,+hbh, =0 (1:40a)
( +G)%(r u)+Griu,+h, =0 (1:40b)
( +G)%(r u) +Griu;+bh; =0 (1:40c)

lo cual constituye la expresion de las ecuaciones de Navier.

1.11.2 Solucion en tensiones

Para obtener las ecuaciones de Beltrami, se toma la Laplaciana de las ecuaciones de
Lame 1.37, obteniendose

r’ ;= r’(r u)+2G6r, (1:41)

y lo mismo para todas las demas ecuaciones.
Si se deriva respecto a z, la primera de las ecuaciones 1.40, respecto a z, la segunda,
respecto a z; la tercera, y se suma, se obtiene

( +G)r’3(r W+Gr’(r uy+r B=0 (1:42)
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siendo B” = [by; b,; bs]
De la expresion anterior se deduce

1
2 j— .
r’(r u)= +ZGr B (1:43)
Por otro lado, a partir de 1.40a
@b, @°
Gro', = — +G)—(r u 1:44
e L) L) (1:44)
y lo mismo para 1.40b y 1.40c.
Sustituyendo 1.43 y 1.44 en 1.41
@b, 0
2 = =~ = + ~ .
re, pTe r B 0z, ( G)@Z%(r u) (1:45)

La ecuacion anterior se repite igualmente para el resto de las tensiones.
A partir de las ecuaciones de Lame se deduce

s= ,+ ,+ ;=B +2G)r u (1:46)
Sustituyendo 1.46 en 1.45 y suponiendo que las fuerzas by; b, y b; son constantes

@+ Hr 1+g2 =0 (1:473)
@+ )r? z+gz =0 (1:47b)
1+ )r? 3+SZ =0 (1:47c)
1+ )r? ,+ @z@:@; =0 (1:47d)
1+ )r? ,+ @f'):@fz3 =0 (1:47e)
1+ )r? 5+ @2@:@523 =0 (1:47F)

gue son las llamadas ecuaciones de Beltrami.

1.12 Acciones

En el contexto del analisis estructural, se pueden de nir las acciones como aque-
llos elementos capaces de producir una variacion del estado tensodeformacional de un
cuerpo deformable. En cierta medida se podr a tambien decir que constituyen los datos
externos del problema.

La de nicion y cuanti cacion de las acciones constituye uno de los apartados fun-
damentales previos al analisis estructural, ya que los resultados que se obtengan seran
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consecuencia directa de las mismas. Consecuentemente, la seguridad nal de una es-
tructura dependera de manera principal de cuales sean las hipotesis de carga (y de
sus combinaciones) bajo las cuales ha sido diserada. Asimismo, en su jacion inter-
vienen conceptos estad sticos, economicos, sociales, etc. tales como la importancia de
la estructura, per odo de retorno de una accion determinada, etc.

En general, para las estructuras mas usuales existen normas y codigos que prescriben
las distintas acciones a considerar, sus valores, las combinaciones que deben realizarse,
coe cientes de seguridad, etc. En el presente texto no se analizara todo ello, sino que
solamente se presentara una breve panoramica gque acerque a su estudio, as como a las
formas en que estructuralmente pueden ser tratadas.

Y aunque es sabido que en cualquier clasi cacion hay cierta componente de arbi-
trariedad, las acciones se pueden agrupar, a efectos de claridad expositiva, en varios
grupos:

a) Cargas dadas por fuerzas. Dichas cargas pueden actuar en la super cie del solido o
bien en su interior. A su vez se pueden dividir en:

- Cargas puntuales debidas a fuerzas 0 momentos. Como ejemplo, se citan las
fuerzas que ejercen las ruedas de un veh culo sobre una estructura.

- Cargas por unidad de longitud que actuan a lo largo de una | nea.

- Cargas repartidas por unidad de super cie. Son las mas usuales. Entre ellas
estan el empuje del agua, del viento, etc.

- Cargas repartidas por unidad de volumen. EIl caso mas importante es el corres-
pondiente al peso propio.

b) Movimientos prescritos en ciertos puntos o zonas. En muchas ocasiones es necesario
conocer en toda la estructura el estado de tensiones y movimientos producido por
un movimiento dado de un punto o una zona. Un ejemplo caracter stico corres-
ponde a movimientos dados en los apoyos debidos a asientos del terreno. En otros
casos forman simplemente parte del analisis, como corresponder a a un calculo por
subestructuras.

¢) Acciones provocadas por deformaciones impuestas, es decir, deformaciones conocidas
gue se le imponen al solido. Los dos casos mas conocidos corresponden a los efectos
termicos (tensiones producidas por variacion de la temperatura) y a los efectos
debidos a la retraccion del hormigon.

d) Acciones de tipo mixto. Es decir, acciones en que interviene una relacion de fuerzas
y movimientos como puede ser el caso de apoyos elasticos. Existen, en efecto, casos
en que debido a las especiales caracter sticas del terreno de apoyo no es posible
garantizar que algunos de los apoyos de la estructura sean jos, sino que por el
contrario sufriran un movimiento proporcional a la reaccion (hipotesis de Winkler),
es decir

R= k

siendo R la reaccion y el movimiento de apoyo en la direccion de R. EIl signo
negativo proviene de que R y tienen la misma direccion y sentido contrario. La
constante de proporcionalidad k da una idea de la rigidez del apoyo. Si k = 0
practicamente es como si el apoyo no existiera, y si kK = 1 el apoyo es jo, puesto
que para que R sea nito es preciso que sea cero.
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e) Existen, ademas de las ya comentadas, otro tipo de acciones que, si bien de hecho se
engloban en la clasi cacion anterior, es util comentarlas por separado: las acciones
gue se presentan durante el proceso constructivo. En efecto, durante la etapa de
construccion pueden en general producirse dos tipos de situaciones:

- Por una parte es preciso resistir unas acciones por parte de una estructura que
no es la estructura nal, sino solamente una parte de la misma. Imag nese, como
ejemplo (Fig. 1.24), que una viga mixta de hormigon y acero se construye de la
siguiente forma: Se deposita la viga de acero sobre dos apoyos y a continuacion
sobre ellas se dispone la capa de hormigon de la viga mixta. Es evidente que el
peso del hormigon fresco debe ser resistido en su totalidad no por la estructura

nal, sino solamente por una parte de ella: la subestructura formada por el acero.

- Por otro lado, existen en ocasiones acciones que tienen solamente lugar durante
la construccion desapareciendo una vez nalizada la misma. Como ejemplo,
imag nese un forjado de una estructura de edi cacion que debido al efecto de los
apuntalamientos debe soportar todo el peso del forjado superior mientras este se
esta construyendo.

ety a4y 51— Hormigdn

——+— Acero

2 Vi

Fig. 1.24 Proceso constructivo de una viga de hormigon y acero

1.13 Energ a de deformacion

Supongase (Fig. 1.25a) una viga biapoyada y que en un punto de la misma se aplica
una carga puntual vertical descendente F. Se realiza la hipotesis de que dicha carga se
aplica gradual y lentamente (a n de evitar que se produzcan efectos dinamicos).

A medida que se aumenta el valor de F, aumentara tambien el de la echa de
forma proporcional (Fig. 1.25b). Si el valor nal de la fuerza F es F; y el valor nal
de es 4, el trabajo realizado en todo este proceso vendra dado por el area sombreada
de la gura 1.25b, es decir

1
U, = EFl 1 (1:48)

Si se retira la fuerza, la viga vuelve a su posicion inicial.

Durante el proceso de carga, se ha producido por tanto un trabajo que se ha al-
macenado en la estructura en forma de energ a elastica. Si en un punto cualquiera los
tensores de tensiones y deformaciones nales valen respectivamente T, y ©,, la energ a
elastica acumulada por unidad de volumen valdra:

a1
W= 5T1 TN (1:49)
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Fig. 1.25 Proceso de carga de una viga biapoyada

siendo la energ a elastica total

Z A 1Z
W= Wdv == T:/~dV (1:50)
1% 2 v
y por el principio de conservacion de la energ a, es evidente que U, = W, es decir,
z
1 1
W=-F ,=- T:™dV (1:51)
2 2 v

La expresion 1.51 indica que el trabajo producido por las fuerzas externas es igual
a la energ a elastica de deformacion, la cual en su forma general viene dada por 1.50.

La expresion 1.50 es muy importante para muchos de los desarrollos posteriores,
constituyendo la base de los metodos energeticos, por lo que sera ampliamente utilizada,
si no directamente, s en alguna de sus formas derivadas.

1.14 Cuestiones nales

Se puede recapitular brevemente lo estudiado hasta ahora destacando aquellos as-
pectos considerados mas relevantes y diciendo que se han analizado las caracter sticas
fundamentales de un cuerpo deformable con pequenos movimientos tanto respecto a
su estatica (tensiones) como respecto a su cinematica (movimientos y deformaciones).
Asimismo, para el caso particular de un cuerpo elastico lineal, se ha establecido medi-
ante la ley de Hooke el nexo de union entre ambos aspectos fundamentales.

Se puede a rmar que de la conjuncion de las hipotesis establecidas nace la solucion
del problema elastico, y que tal solucion es unica.® Es decir, que, dado un campo
de tensiones tal que garantice el equilibrio y de lugar a un campo de movimientos
compatible, este campo de tensiones es solucion del problema. Ademas tal solucion es
unica.

S5Puede verse su demostracién en los textos cldsicos de Elasticidad.
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Por otro lado, existe linealidad no solo entre tensiones y deformaciones, sino tambien
entre estas ultimas y los movimientos, por lo que puede a rmarse que se esta en pre-
sencia de un problema lineal. Es por ello muy importante tener en cuenta que es
valida la superposicion de efectos, que reporta tanta utilidad a todo el Calculo de
Estructuras. Para la mejor comprension de tan importante aspecto, se introduce un
simple ejemplo (Fig. 1.26). Supongase una estructura cargada con una serie de fuerzas
que, de forma completamente arbitraria, se dividen en el conjunto de fuerzas F; y el
conjunto de fuerzas P;. Si se analiza la estructura, se obtendra un campo de tensiones,
deformaciones y movimientos de valor respectivamente T;/ y u, funcion todos ellos de
(z1;2,; 23). Asimismo, se obtendra un conjunto de reacciones R.

b) c)

Fig. 1.26 Ejemplo de superposicion de efectos

Supongase ahora que se analiza la misma estructura solo con las fuerzas P;, obte-
niendo a su vez:

Tensiones: T,
Deformaciones:  ,
Movimientos: U,

Reacciones: R,
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De nuevo se calcula la misma estructura, pero solamente con las fuerzas F;

. En este
caso se obtendra:
Tensiones: Tr
Deformaciones: g
Movimientos: Up
Reacciones: Rr

Pues bien, de acuerdo con la superposicion de efectos, se puede a rmar:

T=T,+Tp
A=A AL
u=u,+up
R=R,+Rp

Dicha superposicion de efectos se utiliza ampliamente en la practica del analisis
estructural.
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2 La pieza elastica: fundamentos de analisis

2.1 Introduccion

En el cap tulo precedente se ha realizado una breve exposicion de algunos de los
conceptos fundamentales e hipotesis basicas del cuerpo elastico. Tal como ha podido
observarse, el planteamiento del problema conduce a la formulacion de un sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de dif cil solucion por metodos anal ticos.
De hecho, las ecuaciones alla planteadas se resuelven solo anal ticamente para problemas
de geometr a muy sencilla, o bien, utilizando tecnicas numericas tales como el metodo
de los elementos nitos.

En el presente texto se va a restringir el campo de estudio, abandonando la gene-
ralidad del cuerpo elastico, para centrarse en el estudio de piezas mas sencillas, esto
es, las formadas por vigas, bien sean estas rectas o curvas. Ello conducira a una
mayor simplicidad de exposicion, a la vez que a un mayor conocimiento conceptual
de la forma resistente de una estructura. Para tal n, se aprovecharan la mayor a de
los conceptos expuestos en el cap tulo anterior, al mismo tiempo que se formularan
hipotesis adicionales que simpli caran el estudio.

Por otro lado, aunque se realizaran algunas incursiones en el espacio tridimensional,
el estudio se centrara preferentemente en el plano bidimensional.

2.2 La pieza elastica

Para de nir la pieza elastica, imag nese una seccion plana A y un punto cualquiera
de la misma G/, respecto al cual se de nen unos ejes ortogonales (X,; X;), situados en
el plano de la seccion, que se supondran jos en la misma. Se denomina pieza elastica
al solido engendrado cuando el punto G’ recorre una curva alabeada , denominada
directriz, de forma que:

- La seccion A esta siempre situada en el plano normal a la curva en cada punto.
- Las dimensiones maximas de la seccion A son pequeRas en comparacion con la
longitud total de la curva (Fig. 2.1).
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Fig. 2.1 Pieza elastica

La curva sera, en general, tal como se ha dicho, una curva alabeada en el espacio.
Vendra por tanto de nida por sus coordenadas parametricas
8

<z, =z,()
_2,=12()
T 2,=125()
o bien
z=2z()

siendo el parametro de la curva . Asimismo, en cada punto habra de nidos unos ejes
locales (X3; X,; X3), los cuales llevan asociados un triedo local unitario e = [e;; e,; es],
de nido de forma que:

- El versor e, es tangente a la curva y viene dado por
o = dz
YT ds
siendo s el parametro de longitud®.
- El versor e, esta situado en el plano perpendicular a la curva en el punto que se

considera y en principio existe un grado de libertad en su de nicion.
- El versor e; tambien esta situado en el plano perpendicular y se de ne mediante

€; =€ €

dA _ dA

IN6tese la equivalencia G T din siendo A cualquier funcién escalar, vectorial o tensorial.
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Notese que el vector unitario e,, tangente a la curva , as como los vectores tambien
unitarios e, y es;, perpendiculares a e;, forman un triedro local de referencia en cada
punto de la pieza elastica as de nida. El cambio de sistema de referencia entre los ejes
locales y globales vendra dado por la matriz E de nida por

2 3
€1 € €43
E=4 € € €y = (2:1)
€ €5 g3

de forma que un vector cualquiera V de componentes V; = [v,;V.;V5]T en el sistema
local, se expresara como V, = ETV, en el sistema global (z,;2,;2z;). Como puede
observarse e,; es el coseno director (o componente) del vector e, respecto al eje global
j.

Como casos particulares de la pieza elastica y que revisten un considerable interes
pueden citarse:

- Piezas planas: Son aquellas en las cuales la directriz  esta situada en un plano.

- Piezas de plano medio: Son aquellas piezas planas en las cuales un eje de simetr a
0, mas generalmente, un eje principal de inercia de la seccion esta contenido en el
plano (una de nicion mas completa se dara en el apartado 2.5.4).

La pieza elastica as de nida (recta o curva) estara en general unida a otras piezas
elasticas, dando lugar a la formacion de estructuras planas o espaciales, las cuales
se idealizan representando exclusivamente la directriz de las mismas. A los puntos
de union entre diversas piezas elasticas se les denomina nudos, y juegan un papel de
especial importancia en el calculo de estructuras (Fig. 2.2).

Aunque el punto G’ no tiene, en general, que coincidir con el centro de gravedad G
de la seccion A, lo mas habitual es que s lo haga. Se considerara, pues, si no se indica
lo contrario, que la directriz pasa por el centro de gravedad G de la seccion en cada
punto.

2.3 Reacciones y vinculaciones

En el apartado anterior ha podido verse que una estructura es el cuerpo formado por
la union de varias piezas elasticas. Sin embargo, para que tal de nicion sea completa
es preciso hablar de las condiciones de vinculacion, esto es, de la forma en que dicha
estructura esta unida al terreno de cimentacion o bien a otras estructuras. En el
primer caso se hablara de vinculaciones externas, y en el segundo de internas. En
dichas vinculaciones actuaran las reacciones de la estructura, las cuales representaran
las fuerzas externas o acciones que la cimentacion u otra estructura ejerce sobre la
estructura que se esta considerando.

Existen tres tipos fundamentales de vinculaciones externas (Fig. 2.3):

- Empotramiento. En este caso esta impedido cualquier tipo de movimiento, bien sea
traslacion, bien sea giro. Las reacciones a considerar en este caso seran por tanto
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2 2
a) b)
Clave
Rifiones
vz 7
Arranques Arranques
7, 7
c) d)

Fig. 2.2 Diversos tipos de estructuras formadas por piezas lineales: a) Viga bi-
apoyada, b) Portico plano, ¢) Arco, d) Estructural espacial

!

: +

=

B

Fig. 2.3 Diferentes tipos de vinculaciones: a) Empotramiento, b) Apoyo simple,
¢) Apoyo deslizante

los tres momentos (uno solo en el caso de estructura plana) y las tres fuerzas (dos
en el caso de estructura plana) en la direccion de cada uno de los ejes coordenados.

- Apoyo jo. Se impide en este caso unicamente los movimientos de traslacion, por lo
que los momentos reaccion seran nulos, existiendo unicamente fuerzas.

- Apoyo deslizante o deslizadera. EI unico movimiento impedido es el normal al plano
de actuacion de la deslizadera. Al igual que en caso anterior tampoco existiran
momentos. La unica reaccion posible consiste en una fuerza cuya direccion es la
normal al plano de la deslizadera.
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Por lo que respecta a las vinculaciones internas, la mas importante es la rotula, la
cual permite el giro relativo entre las partes de la estructura que en ella concurren
(Fig. 2.4). Como contrapartida, las reacciones que ejerce una parte de la estructura
sobre la otra consisten unicamente en tres fuerzas (dos en el caso de piezas planas), sin
gue exista ningun momento.

a)

b)

Fig. 2.4 Ejemplos de rotula y condiciones de vinculaciones externas

2.4 Esfuerzos en una seccion

Considerese la pieza elastica de la gura 2.5 en la que actuan unas cargas conocidas,
y sea A un punto cualquiera de ellas. Es evidente que dichas cargas deben estar en
equilibrio. Si idealmente por este punto se corta la pieza por un plano perpendicular a la
directriz, la pieza quedara dividida en dos partes: la parte | y la parte 1l. Logicamente,
tanto para | como para Il es preciso introducir en la seccion de corte unas tensiones
(en principio desconocidas) y tales que:

- Garanticen la compatibilidad cinematica entre ambas partes.
- Garanticen el equilibrio de cada parte de la pieza, tanto a nivel local como global.

Las anteriores tensiones que actuan en la seccion pueden reducirse estaticamente a
una unica fuerza F y a un momento M que actuen en el punto G, punto de inter-
seccion de la seccion con la directriz de la pieza. A este conjunto de vectores se les
denomina esfuerzos. Por consideraciones de equilibrio, ambos esfuerzos, considerados
pertenecientes a la seccion de la parte I, son la resultante de todas las fuerzas que
actuan en la parte Il y viceversa. Asimismo, la suma de todas las fuerzas externas y
del esfuerzo F que actua en cada una de las ambas partes debera ser cero, y lo mismo
para los momentos. Escribiendo la resultante de las fuerzas que actuan en la parte I,
se obtiene la siguiente expresion general

<
F = pdS + F;

II I
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-

$

Fig. 2.5 Esfuerzos en una seccion de una pieza elastica

z < <
M= (z Zg) pds + (z; Zg) F;+ M;

I i, I i, 11

siendo (ver Fig. 2.6):

p las fuerzas por unidad de longitud que actuan en la parte 11 de la pieza.
F; las fuerzas concentradas que actuan en la parte 1l de la pieza.

- M, los momentos concentrados que actuan en la parte Il de la pieza.

Z la coordenada de un punto cualquiera.

z; la coordenada de los puntos de aplicacion de las fuerzas F;.

z, la coordenada del punto respecto al cual se toman momentos.

Los esfuerzos F y M pueden ser expresados, bien mediante sus componentes referi-
das a los ejes globales Oz,; Oz,; Oz;, bien mediante sus componentes referidas a los ejes
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Fig. 2.6 Vectores de posicion de la pieza elastica

locales Gx,; GX,; GX;. Para evitar confusiones, se designara por F, y M, a las compo-
nentes globales de los esfuerzos, y por F, y M, a las componentes de dichos esfuerzos
en los ejes locales (ejes de la seccion). De esta forma se podra escribir:

2 3
M

gl
M, :4|\/|g25

g3

y tambien

2 3 2 3
F,=4F,5=4Q,5
Fl3 Q3

0 Sea

F =Fg.i, + Fgi, + Fysis
M =My,i; + My,i, + My;i,
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y tambien en ejes locales:
F =Ne, + Q,e, + Qze;
M :Tel + Mszz + Mf3e3

Normalmente se trabaja con las componentes de los esfuerzos referidos a los ejes
locales, lo que da lugar a la siguiente nomenclatura:

A la componente N del esfuerzo F sobre el eje local e, se le denomina Esfuerzo axil.
A las componentes Q, y Q; del esfuerzo F sobre los ejes locales e, y e; se les
denomina Esfuerzos cortantes.

A la componente T del momento M sobre el eje local e; se le denomina Momento
torsor.

A las componentes M;, y M;; del momento M sobre los ejes locales e, y e, se les
denomina Momentos ectores.

Los esfuerzos as de nidos juegan un papel de primordial importancia en todo el
calculo de estructuras y su determinacion constituye uno de los problemas fundamen-
tales del mismo.

Para aclarar los importantes conceptos de nidos, considerese la mensula plana de
la gura 2.7 sometida a una fuerza F; actuando en el punto B. Supongase que dicha
mensula se corta en el punto A por un plano perpendicular a la directriz. Sean | y 1l
las partes en que quedara dividida la pieza.

F,

Fig. 2.7 Pieza recta cortada por un plano perpendicular a su directriz
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Observando la parte I, en el punto A aparecera una fuerza F y un momento M
resultantes de todas las fuerzas y momentos que actuan a la derecha de A, es decir,

F=F,
M=(z; z,) Fz;=AB jFjsin e,

Notese que en el trozo Il aparecen una fuerza y un momento iguales y contrarios a
los anteriores, de forma que 11 este en equilibrio.

Descomponiendo F y M en los ejes locales del punto A, se obtienen los esfuerzos
en dicho punto (Fig. 2.8):

N =jFzjcos
Q =jFzjsin
M; =AB jFzjsin
Si en vez de cortar por un plano se cortara por dos in nitamente proximos, se obtiene

el sistema de esfuerzos de la gura 2.9, logicamente equivalente al de la gura 2.8 (para
este caso particular dQ =0; dN =0y dM; = jFgjsin ds).

FB
Q
714 B
VN, @
Me | b |
t ?
Fig. 2.8 Esfuerzos en un punto de una mensula
Q Q+dQ
- «‘ ; N E ‘ * ;N-FdN E } iﬁ'ectrii
@ My MM, ()

Lds |

Fig. 2.9 Esfuerzos en una dovela
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Por lo que hace referencia a los signos de los esfuerzos, se adoptara la convencion que
se describe seguidamente: Considerese la dovela de la gura 2.10. En dicha dovela, se
denominara cara positiva (o cara frontal) a la de coordenada parametrica +d ,y cara
negativa (o cara dorsal) a la de coordenada parametrica . Un esfuerzo cualquiera sera
positivo si en la cara positiva de la dovela tiene el sentido positivo del correspondiente
eje local, y negativo en caso contrario.

Fig. 2.10 Equilibrio de una rebanada

2.5 Ecuaciones de equilibrio interno

2.5.1 Caso general

Supongase una pieza cualquiera en el espacio y sean N; Q,; Qs el esfuerzo axil y los
dos esfuerzos cortantes, y T; M,; M5 los momentos torsor y ectores respectivamente
en un punto cualquiera G de una pieza elastica cualquiera (Fig. 2.10). Dichos esfuerzos
pueden escribirse en coordenadas locales:

F =Ne, + Q,e, + Qse; (2:2a)
como 2 3
y N
F, = 4Q2 S (2:3)

Qs
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y
2 3
T
Ml = 4Mf25 (24)
Mf3
las expresiones 2.2 pueden escribirse
F =[e.; e, e:]F, = eF, (2:5a)
M =[e;;e,;e:]M, = eM, (2:5b)

Notese que cuando el conjunto de vectores e se expresa como combinacion lineal
de los vectores i = [i,;i,; i3], entonces como e = iE”, la matriz de componentes de e
coincide con E”.

Considerese una rebanada diferencial situada entre las coordenadas parametricas y

+d (Fig. 2.10). Los esfuerzos que actuan en la cara anterior (coordenada ) vendran
dados por F y M, los cuales se designan por F, y M, si sus componentes se expresan en
coordenadas locales y por F, y My si se expresan en coordenadas globales. En la cara
posterior (coordenada +d ) los esfuerzos seran F + (dF=d )d y M+ (dM=d )d .

Sean, por otra parte, p y m la fuerza y el momento por unidad de longitud que
actuan en la pieza curva. Realizando el equilibrio de la rebanada diferencial se tendra:

- Suma de fuerzas en la rebanada
dF

F+d—d F+pds=0 (2:6)
0 sea
dF ds
—_ — =0 2:7
i TPy 2:7)
- Suma de momentos en la rebanada
M+O:\Ad M+mds+dz F=0 (2:8)
es decir

dM ds dz
T rm2+Z F=0 2:9
d d d (2:9)
Las expresiones 2.7 y 2.9 constituyen las ecuaciones de equilibrio interno en esfuerzos
de una pieza cualquiera en el espacio. Para el caso particular en que el parametro de
la directriz de la pieza se tomara igual a la longitud s de la curva en cualquier punto,
las expresiones 2.7 y 2.9 se reescriben

— +p=0 (2:10a)

M o m+e, F=0 (2:10b)
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En las expresiones anteriores, y tal como se ha seralado anteriormente, los esfuer-
zos F y M pueden venir expresados en coordenadas locales o globales, siendo mas
conveniente la primera opcion. Por tanto:

dCF) , ep, =0 (2:11a)
% +em,+e;, (eF)=0 (2:11b)
y desarrollando
de dF
e ed—sl +ep, =0 (2:12a)
de dMm
ng +e dsl +em,+e, (eF)=0 (2:12b)

siendo p, = [p1; p2; ps]T y m, = [my; m,; ms]” las componentes en las coordenadas de la
seccion de las fuerzas y momentos externos, respectivamente. Teniendo presente que la
derivada de=ds expresada en los propios ejes locales e = [e,; e,; 5] vale?

de  de, de, de;

—= ——=:— =g 2:13
ds ds ' ds ' ds (2:13)
siendo = EdE”=ds
2 3
de, de, de 11 12 13
T;;T;;T; :[61;62;63]4 21 22 235
31 32 33

2Para demostrarlo, derivando e = iET con respecto a s se obtiene

de  dET
ds ~ ds
y como i = eE, sustituyendo:
de dET
— =¢€eE
ds ds

Noétese ademds que, al ser la derivada de un vector base e; normal a dicho vector, debe cumplirse que
Qi = 0, es decir, la diagonal principal de € estd formada por términos nulos. Ademds, puesto que
e;-e; =0sii#j:

d de]' dei
0=—(e;-ej)=¢e;- — + ce; = Qi+ Qi
ds( it ej) s s ij Ji
por lo que Q;; = —€;;. Es decir que la matriz £ es antisimétrica

0 Q12 s
Q= Q2 0 Q23
-3 —Q23 0
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Las expresiones 2.12 quedan nalmente (en componentes locales)

dF
e Fl+ed—sl+epl=0

dM
e Ml+edsl+eml+e1 (eF) =0

0 tambien
dF,
e F+——+ =0
1 ds &1
M
e Ml+ddsl+ml +e, (eF)=0

gue constituyen la expresion de las ecuaciones de equilibrio interno.

47

(2:14a)

(2:14b)

(2:14c)

(2:14d)

2.5.2 Pieza curva espacial en que los vectores locales vienen dados por el

triedro de Frenet

Como es sabido, el triedo de vectores intr nseco de Frenet viene dado por e = [t; n; b],
siendo t el vector tangente, n el vector normal y b el vector binormal. Es decir:

e, =t €, =n e;=Db
De acuerdo con las formulas de Frenet®:

dt

£=kn

dn

E_kt b
®_
ds

(2:15a)

(2:15b)

(2:15¢)

en donde k y  son respectivamente la curvatura y la torsion de la curva en el punto

considerado.
De acuerdo con 2.15:

3D.J. Struik: Geometr a diferencial clasica, Ed. Aguilar

(2:16)
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La expresion 2.14a se escribira

2 dN 3
2 3 2 2 3
[tn;b]4k 0 54Qn5+[tnb "7 +[t;n;b]4p,2=0 (2:17)
0 0 ds D
dQy
ds
Expresion, que desarrollada
dN
- + = .
s kQ,+p;=0 (2:18a)
kKN + di” + Qp+p,=0 (2:18b)
Q. + % +p, =0 (2:18¢)
Analogamente para la expresion 2.14b
2 3
ar
2 32 2 3
0 k 0 d'fl/ls m;
[t;n;b]4k 0 54|v|f 5+[tnb] —=Jn 7 +[t;n;b]4m, 5
0 0 ds m;,
deb
ds
o 2 31
N
+t @[t;n;b]4Q,5A =0
Qb
Y desarrollando la expresion anterior
dT
4 KMp+m =0 (2:18d)
kT + M Mp+m, Q,=0 (2:18e)
My, + d'(\j/'sf” +my+Q,=0 (2:18F)

Las expresiones 2.18 constituyen las ecuaciones de equilibrio interno cuando el triedo
local viene dado por el triedo de Frenet.
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2.5.3 Pieza espacial recta

Para una pieza espacial recta, al ser constantes los vectores locales e, el tensor
sera identicamente nulo, por lo que las ecuaciones 2.14 se escribiran

dF,
4 = .
e *ep 0 (2:19a)
ed('j\;ll +em,+e;, (eF)=0 (2:19b)

Expresiones que desarrolladas conducen a:

CL—ZI +p, = (2:20a)
2 4 p, = (2:200)
dd% +ps = (2:20c)
((j; +m, = (2:20d)
dI;/Isz +m, Q;=0 (2:20e)
dl;/lsfs +m;+Q,=0 (2:20F)

Expresiones que constituyen las ecuaciones de equilibrio interno.

Es util hacer notar que en las piezas rectas los ejes locales de cada uno de sus puntos
son paralelos entre s y tienen el mismo sentido.

Por ello, en lo sucesivo, en dichas piezas rectas se colocaran unos ejes locales unicos
para cada barra y con origen en uno de sus extremos, de forma que resulten equivalentes
las coordenadas s y X;.

2.5.4 Pieza de plano medio

Se denomina pieza de plano medio a aquella pieza elastica que cumple las siguientes
condiciones:

- La directriz de la pieza esta contenida en un plano.

- Uno de los ejes principales de la seccion recta de la pieza esta situado en el mismo
plano.

- Todas las cargas constituidas por fuerzas que actuan sobre la pieza estan situadas
en el plano. Si existen momentos repartidos o concentrados, sus correspondientes
vectores son normales al plano.
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Zy

7

Fig. 2.11 Equilibrio en una rebanada de una pieza de plano medio

Bajo las anteriores condiciones, se tomara de ahora en adelante al eje 3 (tanto local
como global) perpendicular al plano de la pieza y de tal forma que el eje 3 se dirija

hacia el lector (ver Fig. 2.11). Asimismo, el eje 3 sera un eje principal de inercia de la
seccion. Ademas:

Q:=0 X T=0 X Mf2=0

p3=0 ; m1:O ; m2=0

Para el resto de los esfuerzos no nulos, y dado que no existe confusion en los
sub ndices, se escribira:
m; =m

En este caso la matriz  se escribe®:

2 3
0 » 0
=4 5 2:21
- 12 0 0 ( . )
0 0 O
4Nétese que para este caso [Q12] = }2 siendo R el radio de curvatura de la directriz en el punto

considerado.
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es decir

de,

o 1562 (2:22a)
de

(TSZ: € (2:22b)
de,

—_— = 2:22
s 0 (2:22¢)

Las ecuaciones de equilibrio 2.14 se escribiran por tanto:

2 3
2 0323 s
12
[es;e565]4  , 0 054Q5+[e1;e2;e3]§dQ§+

0 0 0 0 ds
2 3 0
P
+[es; e, 65]4p,5=0 (2:23a)
0
2
2 32 3 0

0 . 0
[er;es;e5]4 ., 0 0540 S+[e; e, e de...mz+
0 0 0 M ds
(@) 2N31 0

+e;  @fejje,e,]4Q5A=0 (2:23b)
0

Prescindiendo de las ecuaciones identicamente nulas, las expresiones anteriores que-
dan reducidas a tres:

dN
E + 12Q + pl =0 (224&)
d
2N+ g +p, = (2:24b)
dg"sf +m+0Q=0 (2:24c)

Las expresiones anteriores constituyen las ecuaciones de equilibrio interno para las
piezas de plano medio.

Es interesante notar que, para el caso bidimensional, no es conveniente adoptar el
triedro de Frenet como sistema local de ejes. Ello es debido a que el vector base e, va
siempre dirigido hacia la concavidad de la curva, por lo que al cambiar esta, el eje 3
cambia de sentido.
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| Problema resuelto P2.1 Determinar el

Resistencia de Materiales y Estructuras

momento ector, esfuerzo cortante y esfuerzo

axil en un punto cualquiera en la pieza de la gura P2.1.1 y comprobar que cumpla las

ecuaciones de equilibrio interno.

Fig. P2.1.1 Estructura correspondiente al problema resuelto P2.1

Solucion

Se elijen unos ejes globales que pasen por
tados en la gura P2.1.2.
Los ejes locales vendran dados por

o = sin
Y7 cos
con lo que
ET =[e,;e,] =
_2dET _ 1 sin cos
ds R cos  sin
con lo que
de, 1 o )
ds R

O. Asimismo, los ejes locales son los represen-

o = cos
2 sin
sin cos
cos sin
cos sin _1 0 1
sin  cos R 10
de, 1
—*el
ds R

expresiones que pueden obtenerse directamente.
Para obtener las leyes de esfuerzos en un punto cualquiera de coordenada
obtener la contribucion de un elemento diferencial

sera preciso

dN = pRsin d
dQ= pRcos d
dM;= pRd Rsin = pR?sin d
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pds=pRd o

Fig. P2.1.2 Sistemas de ejes para el problema resuelto P2.1

E integrando

N = pRsin d =pR(sin 1)
0

Q= pRcos d = pRcos
0

M; = pR%sin d =pR?*@sin 1)

0

y como facilmente puede comprobarse, los anteriores esfuerzos cumplen las ecuaciones de
equilibrio interno.

2.5.5 Pieza recta de plano medio

En el caso de que la pieza de plano medio fuera una recta (ver Fig. 2.12), la
curvatura k es nula y el radio de curvatura R in nito, por lo que las expresiones 2.24
se transforman en

dN

s +p, =0 (2:25a)

dQ _ .

P =0 (2:25h)
M/ m+Q=0 (2:25¢)

ds
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Las mismas expresiones 2.25 se obtienen a partir de 2.20, o bien, directamente, a
partir de la rebanada de la gura 2.12 realizando el equilibrio de fuerzas y momentos.

Q+dQ

\

€
N+dN
M +dM

Fig. 2.12 Equilibrio de una rebanada de una pieza recta de plano medio

2.6 Leyes de esfuerzos

2.6.1 Concepto

De acuerdo con los visto en los apartados anteriores, en cada seccion de una pieza
espacial se tendran seis esfuerzos: un esfuerzo axil, dos esfuerzos cortantes, un momento
torsor y dos momentos ectores. Para una pieza de plano medio, los anteriores esfuerzos
se reducen a tres: esfuerzo axil, esfuerzo cortante y momento ector. Tales esfuerzos
no pueden ser independientes, sino que estan ligados entre s mediante las ecuaciones
de equilibrio de la seccion. El valor de los mismos dependera de las caracter sticas de
la estructura y de las acciones actuantes en la misma.

La importancia de los esfuerzos actuantes en una seccion radica en el hecho de que
constituyen un paso intermedio para la determinacion de las tensiones en la seccion. En
efecto, los siguientes cuatro cap tulos estan dedicados a analizar cual es la distribucion
de tensiones y deformaciones que provoca cada uno de los esfuerzos, por lo que conocidos
los valores de estos, es posible determinar las tensiones y los movimientos.

Es por tanto de capital importancia para todo el calculo de estructuras, la deter-
minacion de los esfuerzos en cada una de las secciones de la estructura, es decir, la
determinacion de las leyes de esfuerzos.



2 La pieza elastica: fundamentos de analisis 55

2.6.2 Isostatismo e hiperestatismo

Para la determinacion de tales leyes de esfuerzos se utilizaran en primer lugar los
recursos de la estatica. Ahora bien, en determinados tipos de estructuras dichos recursos
no son su cientes, por lo que sera necesario recurrir a la compatibilidad cinematica
de movimientos. Es, por tanto, importante antes de seguir adelante, establecer las
siguientes de niciones:

- Estructuras isostaticas son aquellas en las cuales es posible determinar todas las
leyes de esfuerzos en cada punto utilizando unicamente los recursos de la Estatica.

- Estructuras hiperestaticas son aquellas en las cuales no es posible determinar todas
las leyes de esfuerzos con los solos recursos de la Estatica, siendo preciso tener en
cuenta ademas la compatibilidad cinematica de desplazamientos.

- Grado de hiperestatismo de una estructura es el numero m nimo de reacciones ex-
ternas o internas (enlaces) que es preciso conocer para transformar la estructura en
isostatica.

F F
F B CH» F B C H,
s S5m S5m
4
A —
v
. 4m
b)
F
F
—_—

Fig. 2.13 Estructuras isostaticas e hiperestaticas

En la gura 2.13a puede analizarse una estructura isostatica, ya que es posible
determinar las reacciones y todas las leyes de esfuerzos. Si en la misma estructura el
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apoyo C se convierte en jo (Fig. 2.13b), entonces la estructura es hiperestatica. El
grado de hiperestatismo es uno, ya que, conocida una reaccion (por ejemplo la reaccion
horizontal en C), ser a posible determinar las leyes de esfuerzos. A la reaccion horizontal
en C se la denominar a incognita hiperestatica. Las estructuras de las guras 2.13c y
2.13d son respectivamente dos y seis veces hiperestaticas. Hay que seralar ademas que
las estructuras hiperestaticas, a su vez, pueden ser hiperestaticas externas, hiperestaticas
internas o ambas cosas a un tiempo.

Una estructura se denomina hiperestatica externa si sus unicas incognitas hiper-
estaticas son reacciones externas. Analogamente, una estructura sera hiperestatica in-
terna si sus unicas reacciones hiperestaticas estan constituidas por reacciones internas.
De esta forma, las estructuras de las guras 2.13b y 2.13c son hiperestaticas externas,
mientras que la estructura de la gura 2.13d sera hiperestatica interna.

A partir de todo lo anterior, es posible ver que el hecho de calcular una estructura
supone determinar sus leyes de esfuerzos y en ocasiones tambien sus movimientos.

En los ejemplos que siguen se determinan las leyes de esfuerzos de estructuras
isostaticas planas. La determinacion de las leyes de esfuerzos de estructuras hiper-
estaticas es el objeto de los cap tulos siete y siguientes.

| Problema resuelto P2.2 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos de la mensula
de la gura P2.2.1.

X
F
Mg C
B ‘ A *
}

1 a
I
Vi

Fig. P2.2.1 Pieza recta correspondiente al problema resuelto P2.2

Solucion

Las reacciones valdran Vg = F ; Mg = aF.

Para determinar las leyes de esfuerzos, se corta idealmente la estructura por un punto
arbitrario C de abcisa x, (Fig. P2.2.2). La fuerza resultante sera vertical e igual al
cortante, mientras que el momento de las fuerzas situadas a la derecha de C valdra
M= F(a X;). Las leyes de esfuerzos seran por tanto

Q= F
M= F(a X))

Dichas leyes pueden verse representadas en las guras P2.2.3ay P2.2.3b, respectivamente.
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X

F

N
\m / =%

@

.

Xy l
¢

Fig. P2.2.2 Corte por C de la estructura de la gura P2.2.1

) 1]
|

|
Q=-F

M= -F(a-x,) b)

i

Fig. P2.2.3 Leyes de esfuerzos. a) Esfuerzos cortantes b) Momentos
ectores

| Problema resuelto P2.3 Determinar las leyes de esfuerzos en la pieza de la gura

P2.3.1.
X
P F=pL
A B
Xy
7 7 C
1
2L L
R, Ry

Fig. P2.3.1 Viga biapoyada del problema resuelto P2.3
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Solucion

Por equilibrio, se obtienen los valores de las reacciones en Ay B
R. =0;5pL
Rs = 2;5pL

Cortando idealmente la pieza por un punto situado entre B y C, y de coordenada X, los

esfuerzos valdran )
Mejs = (BL xi)pL

Q= pL
Njs =0
Cortando nuevamente la pieza por cualquier punto entre A y B y de coordenada X, se
obtiene
. 2L 2 2
M2 = (BL x.)pL %p+(ZL x,) R = p% +0;5p x, L

Qin= PL+Rs p@L Xx,)= 0;5pL+px,
NjR =
En la gura P2.3.2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos.

pL2
© !
0,5L I:l
il
A I .
0.125 pL
Q)
1,5 pL
# - 1]
T 0
P i

pL

Fig. P2.3.2 Leyes de esfuerzos. a) Momento ector b) Esfuerzo cortante
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| Problema resuelto P2.4 Determinar las leyes de esfuerzos del portico de la gura

P2.4.1
p=15kN/m
D
2m
B
v
2m
R
Ve
Im | 105
* ¢ *
Fig. P2.4.1 Portico isostatico correspondiente al problema resuelto P2.4
Solucion

En la gura P2.4.2 pueden verse dibujadas las reacciones, as como los ejes locales de
cada barra.
Las tres ecuaciones de equilibrio se escriben:
P
- Suma de momentos respecto al punto R: Mgz =0

67;5 1;25 20 1;5+V.5 H;0;5=0

es decir

10V Hy =228;75

F)
- Suma de fuerzas verticales: F, =0

Vg +V;: =67;5

p
- Suma de fuerzas horizontales: F,=0

Hs +H: =20
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p=15 kN/m

Fig. P2.4.2 Reacciones y ejes locales

La rotula en C proporciona una nueva ecuacion: Suma de momentos respecto al punto
C de todas las fuerzas y reacciones que hay en CT

2V 4H.+2 20=0
Vi 2H= 20

Las expresiones anteriores proporcionan un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro in-
cognitas. Resolviendolo:

V; = 25;13kN
H, = 22;57kN
Vi = 42;37kN
He= 2;57kN

A partir de estos valores es posible obtener las leyes de esfuerzos.
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a) Momentos ectores

ML = 40+8;94s kNm
M,j2 = 8;94s kNm

M5 = 65> kNm

MG =23;3s 12;64 65> kNm
M2 = 1,88+6;71s 6s> kNm
M8 = 2;57s kNm

b) Esfuerzos cortantes

Qjt = 8,94 kN
Qj2 =8;94 kN

Qjf =12s kN
Qj$ =12s 23;3 kN

Qi = 67+12s kN

¢) Esfuerzos axiles

NjL = 32,6 kN
Nj2 = 23;65 kN
Nj5 =6s kN

Nj§ = 14;54 +6s kN
NjZ2 = 3;3+6s kN
Nj2 = 42;37 kN

En las guras P2.4.3, P2.4.4. y P2.4.5 pueden verse representadas las leyes anteriores.

2.7 Principio de Saint-Venant

Las tensiones, deformaciones y movimientos, en una estructura formada por piezas
lineales, pueden ser calculadas utilizando los principios y desarrollos generales de la
Elasticidad expuestos en el Cap tulo 1. Sin embargo, tal como se vio, su aplicacion
directa conduce a ecuaciones excesivamente complejas para su utilizacion en la practica
de la ingenier a.

No obstante, estableciendo unos pocos principios adicionales (su cientemente con-
trastados por la practica) acerca del comportamiento de las piezas lineales, es posible
llegar a expresiones mas sencillas, directas y facilmente resolubles. El primero de tales
principios es el de Saint-Venant, el cual establece que el estado tensodeformacional de
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16,92

>
>
>
"
[TITTTTTTTT T TN

Fig. P2.4.4 Leyes de esfuerzos cortantes

una pieza lineal depende exclusivamente de los esfuerzos. Es decir, que diferentes sis-

temas de acciones o cargas que produzcan los mismos esfuerzos daran lugar a tensiones

y deformaciones iguales. Este principio es fundamental en el Calculo de Estructuras.
Logicamente, el principio no sera cierto en las proximidades de cargas puntuales que
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556 D
3,30

PAR S
AT

S A\B B\ys 23.65

32,60

R 4237
%

Fig. P2.4.5 Leyes de esfuerzos axiles

den lugar a concentraciones de tensiones, pudiendose no obstante ser aplicado a una
distancia prudencial del punto de aplicacion de tales cargas (del orden del canto).

Si se aplica de forma indiscriminada (como sucede en la practica usual del calculo
de estructuras, y como se aplicara a lo largo de este texto), es preciso posteriormente
tomar en el disero las disposiciones constructivas necesarias para absorber o minorar
las mencionadas tensiones concentradas (colocando por ejemplo rigidizadores, refuerzos,
etc.). De hecho, este es el proceso habitual de calculo de una estructura.

2.8 Ejercicios propuestos

I Ejercicio propuesto EP2.1 Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos en las tres vigas
que se representan en la gura EP2.1.

Valores de control:

a) Para la viga superior:
- Momento en el empotramiento: 280kN m
- Reaccion vertical en el empotramiento: 70kN (descendente)

b) Para la viga inferior:
- Momento ector en el apoyo izquierdo: 90kN m
- Reaccion vertical en el apoyo izquierdo: 120kN (ascendente)
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60 KNm ‘40 KN 20 kKN/m
q A |
—; z
7 7 7
4 m 2m 2m S5m S5m
20 kN/m ‘ 50 kN 30 kN/m ) 60kN 90 kNm

6 m 2m|2m|2m| 3m 4m 2m2m| 4m [2m

50 kN
20kN/m | 30kNm 10 kN/m

N

3m | 3m 2m|2m|2m 6 m 6 m 2 m

Fig. EP2.1

| Ejercicio propuesto EP2.2 Determinar las reacciones y leyes de esfuerzos en todos los
puntos de la estructura de la gura EP2.2.

Valores de control:

- Reaccion horizontal del apoyo izquierdo: 7;4kN (hacia la izquierda)
- Reaccion vertical del apoyo derecho: 130;2kN (hacia arriba)

| Ejercicio propuesto EP2.3 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en el
portico de la gura EP2.3.

Valores de control:

- Momento ector en el punto de aplicacion de la carga puntual My = 16;4kN m
(tracciona el exterior del portico)

- Axil en el apoyo derecho: 83;1kN (compresion)
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20 kN/m
3m
6m 10 kN/m %Nm
) 5m
5m %
%
J 5m l 5m l 3m J
T A A T
Fig. EP2.2
10 kN/m
2m
/ 6m
3m
20 kN
—_—
" N
20 kNm
2
2 m 4 m 6 m 2m | 2m

Fig. EP2.3

I Ejercicio propuesto EP2.4 Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos en el portico
de la gura EP2.4, acotando los puntos mas signi cativos.

Valor de control:

- Momento reaccion en el empotramiento: 450kN m
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. 10 m . 4m N
N\ |
- §I
4m
J Circulo
9 kN/m
6 m
Fig. EP2.4

| Ejercicio propuesto EP2.5 En la estructura de la gura EP2.5, hallar la expresion
anal tica y el dibujo de las leyes de esfuerzos.

30 kN/m
40 kKN
2m
20 kN
2m
6m
% %
2m 4m 4 m 2 m

Fig. EP2.5
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Valores de control:

- Reaccion horizontal en el apoyo derecho: 13;0kN (hacia el interior)
- Reaccion vertical del apoyo izquierdo: 127 kN (hacia arriba)

- Momento ector en el punto mas elevado del soporte derecho: 78;0kN  m (tracciona
el exterior del portico)

I Ejercicio propuesto EP2.6 Determinar las leyes de esfuerzos y las reacciones en la
estructura de la gura EP2.6.

Valores de control:

- Momento de empotramiento: 173kN  m (sentido horario)
- Momento ector en el punto de aplicacion de la fuerza concentrada de 40kN: 40kN m

20 kN
——
2m
40 kN I'm
4 m | ———
20 kNm 1m
45° %%
7
2m 2m 2m
Fig. EP2.6

I Ejercicio propuesto EP2.7 Calcular las reacciones y las leyes de esfuerzos en la es-
tructura de la gura EP2.7.

Valores de control:

- Reaccion vertical del apoyo izquierdo: 31;5kN (sentido ascendente)
- Reaccion horizontal en D: 5;3kN (dirigida hacia la izquierda)

- Momento ector en B: 53kN  m (tracciona el exterior del portico)
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7 kN/m

-

2m

10 m

10m

Fig. EP2.7

I Ejercicio propuesto EP2.8 En la estructura de la gura, determinar y dibujar (aco-
tandolas debidamente) las leyes de esfuerzos.

Valor de control:

- Momento ector en B de la pieza AB: 33;2kN m (tracciona el interior del portico)

15 kN/m

3m

l 5m l 1,5m l 2m l
T T

Fig. EP2.8
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I Ejercicio propuesto EP2.9 En la estructura que se acota en la gura, hallar y dibujar
las reacciones y las leyes de esfuerzos.

Valores de control:
- Reaccion vertical del apoyo izquierdo: 0;67 kN (sentido ascendente)
- Momento ector en la parte superior del pilar: 165;92kN m (tracciona la bra izquier-

da)
10 kNm 3 kN/m 20 kKN
(é/% 10 kN
8 m
%
l 15m L 5m L 10m l
Fig. EP2.9

I Ejercicio propuesto EP2.10 En la estructura que se acota en la gura EP2.10, deter-
minar las reacciones y las leyes de esfuerzo.

Valores de control:
- Reaccion horizontal del apoyo izquierdo : 3;25kN (dirigida hacia la izquierda)
- Momento ector en la parte superior del soporte derecho: 34;63kN  m (tracciona la
bra derecha)

/ .

/ 2m
—— —
- SN[ |2sm

IkNm | |
7 4m
2 éfk
| 7,5m | om |
T hd T

Fig. EP2.10
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3 Esfuerzo axil

3.1 Hipotesis basicas

Se dice que una seccion de una pieza esta sometida a esfuerzo axil cuando la resul-
tante de todas las fuerzas que actuan sobre dicha seccion es normal a ella (y por tanto
tiene la direccion de la tangente a la directriz) y pasa por el centro de gravedad.

Para iniciar el estudio de los efectos producidos por el esfuerzo axil en una seccion,
considerese, en primer lugar, el caso de una pieza recta de seccion constante y longitud
L sometida a un esfuerzo axil constante de valor N (Fig. 3.1).

Fig. 3.1 Pieza recta sometida a un esfuerzo axil constante

Por efecto de dicho esfuerzo axil, la pieza experimentara un incremento de longitud
de valor v,. Si se observa la deformacion de la seccion media de la pieza, es evidente que
por condiciones de simetr a debe permanecer plana y perpendicular a la pieza despues de
la deformacion. Si seguidamente se separa idealmente la pieza en dos mediante un plano
perpendicular a la misma por el punto C (punto medio de AB), por las mismas razones
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expuestas anteriormente, las secciones medias de CA 'y de CB deben permanecer planas
y perpendiculares a la pieza. El proceso anterior puede repetirse realizando sucesivos
cortes ideales a los distintos trozos en que va quedando dividida la pieza original,
llegandose a la conclusion de que las correspondientes secciones permanecen planas.
Ello constituye la hipotesis de Navier. La hipotesis de Navier, tambien denominada
hipotesis de Navier-Bernouilli, establece que en el caso mas general de una pieza elastica
sometida a un esfuerzo axil las secciones permanecen planas despues de la deformacion.

La hipotesis de Navier constituye el punto de partida para el estudio de los efectos
producidos por el esfuerzo axil en una seccion. Constituye asimismo una de las hipotesis
fundamentales de la Resistencia de Materiales.

La hipotesis de Navier, aunque ha sido formulada y justi cada para piezas rectas, es
tambien aplicable a piezas curvas. Toda la formulacion que se desarrolla en este cap tulo
se realiza para elementos diferenciales de piezas rectas, admitiendose no obstante su
validez para el caso de piezas curvas de radios de curvatura grandes.

3.2 Distribucion de tensiones y deformaciones

Supongase una pieza elastica de seccion cualquiera, de la que se aisla una rebanada
de longitud ds. Supongase asimismo que esta rebanada esta sometida exclusivamen-
te a un esfuerzo axil N. De acuerdo con la hipotesis de Navier, la distribucion de
deformaciones en una seccion valdra

"X X)) = X+ X+ (3:1)
y por tanto las tensiones
="\ E= EX,+ EXx;+ E (3:2)
siendo , vy , parametros a determinar.

Es decir, la distribucion de tensiones en la seccion esta contenida en un plano.

Dado que las unicas tensiones y deformaciones normales que apareceran en lo suce-
sivo son las que hacen referencia al eje X;, se usaran indistintamente y ; as como
y 1, siempre que no de lugar a confusion.

Notese ademas que el s mbolo "', hace referencia a la deformacion en cualquier punto
de la seccion, mientras que , se re ere a la deformacion en el punto de corte de la
directriz de la pieza con la seccion recta considerada.

Dado que los momentos ectores My, y My; deben ser nulos, por equilibrio debera
cumplirse que:

Z Z Z Z
N = ,dA= E x,dA+ E x;dA+ E dA (3:3a)
? 4z 4z 4z
M= X, ;dA= E x3dA+ E X%x;dA+ E X, dA=0 (3:3b)

A A A A
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z z z z
A A A A

Dado que los ejes X,; X; pasan por el centro de gravedad, se cumplira que
Z VA

X, dA= x;dA=0 (3:4)
A A
Por lo que, a partir de las ecuaciones 3.3b y 3.3c se deduce que = =0.
Se deduce, por tanto, que en una pieza sometida a esfuerzo axil las deformaciones

", en una seccion cualquiera son constantes. Analogamente, tambien seran constantes
las tensiones, es decir:

1= .E (3:4)
Por lo que a partir de 3.3.a
N= ,EA= A (3:5)
y tambien
l N
= - = __ 3:6
1= E T EA (3:6)
y el alargamiento de la rebanada valdra
N
dv, = ,ds = ﬁds 3:7)
El alargamiento total de la pieza puede escribirse
ZL
N
vV, = ads (3:8)

0
y si el esfuerzo axil en la misma es constante, entonces el alargamiento valdra

_NL

VvV, = —
YT EA

3:9)

| Problema resuelto P3.1 Supongase dos piezas OA y OB de longitudes Lo, = 4m
y Loe = 6m. Ambas piezas estan unidas entre s por uno de sus extremos mediante
una rotula, existiendo un apoyo jo en el otro extremo (Fig. P3.1.1). Los modulos de
elasticidad valen respectivamente Ep4 = 210 GPa, Eogz = 180 GPa, siendo las areas
Acr =4cmz, Agcs = 5cmz.

En el punto O actua un esfuerzo F de valor F =40 kN. Se desea determinar:
a) Ley de esfuerzos axiles en cada una de las barras

b) Tensiones en cada barra
¢) Movimiento del punto O
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L p=6m

F=40 kN

Ly =4m

z
e >
o

Fig. P3.1.1 Barras sometidas a esfuerzo axil

Solucion

Primeramente se homogeneizan todas las unidades:

Eoa =210GPa=210 10°Pa

Eos = 180GPa =180 10°Pa

Ao, =4cmz2 =4 107*m?

Aos =5cmz2 =5 107*m?
Sean Nga ¥ Nog los esfuerzos axiles de cada una de las barras. Evidentemente por
equilibrio

Noa + Nog = F = 40kN = 40000 Newton (a)

Los desplazamientos Vo Y Vo de cada una de las barras deben ser iguales por condiciones
de compatibilidad, es decir
NOA LOA NOA 4

Vi, = Vo, = = =4;76 108N
% EoaAoa 210 100 4 104 on

NogLlos Nos 6 -8
= = = = 6; 66 107°N
VimVoe T B A, 180 10° 5 104 os

Igualando se obtiene

4,76 10" 5Noa =6;66 10 °Nog (b)

Las expresiones (a) y (b) de nen un sistema de ecuaciones que permite obtener los valores
de Noa Y Nog.

Noa =23327 Newton = 23; 33 kN
Noe =16672 Newton = 16;67 kN
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Las tensiones producidas por el esfuerzo axil valdran en cada barra

_ Noa _ 23;33 e — Ea
AT A T 7 101 = 58250kN=m2 = 58;25MPa
Nos 16; 67

o = A = 5 104 = 33400kN=m? = 33;4MPa

Por lo que respecta al corrimiento del punto O, este valdra

v, =476 108Ny, =4;76 1078 23327 =0;0011m =0;11lcm
o bien

v, =666 107 8Nos =6;66 1078 16672=0;0011m =0;11lcm

| Problema resuelto P3.2 La pieza recta de la Figura P3.2.1 tiene longitud total 2L.
En el tramo AB el area de la seccion recta vale A, mientras que en el BC vale 2A. El
conjunto esta sometido a un esfuerzo axil N de traccion. Determinar:

a) Distribucion de tensiones
b) Movimiento de los puntos B y C

2A
A | N
§>7 - e
A l
B C
} L l L |

Fig. P3.2.1 Pieza correspondiente al problema resuelto P3.2

Solucion
En ambos tramos la distribucion de tensiones sera constante en el interior de la seccion
y de valor:
N
- Tramo AB:. g = A
N
- Tramo BC: = —
BC 2A

. NL .
Por lo que respecta a los movimientos, el del punto B valdra (v,)s = EA’ mientras que
el del punto C sera:
). = NL, NL _3NL
VST EA  2EA 2EA



76 Resistencia de Materiales y Estructuras

3.3 Analisis de las deformaciones no mecanicas

Sea ' la deformacion longitudinal de una barra producida por causas distintas a
las tensionales, como por ejemplo: retraccion, temperatura, etc.
Las deformaciones totales en cada punto seran

=+ (3:10)

por lo que el alargamiento total de una rebanada valdra

dvi = ,ds+ ;‘tdszéds+ ftds=%d5+ " ds (3:11)
e integrando
t Z v N Z v t
V] = ) ﬁds+ ) S (3:12)
y si la pieza es recta y el esfuerzo axil constante
Z L
A ) Ttds = % (3:13)

expresion mas completa que 3.9.

| Problema resuelto P3.3 Considerese una pieza recta biapoyada de longitud L, seccion
recta constante A y modulo de Elasticidad E (Fig. P3.3.1a). Dicha viga esta sometida a
una deformacion longitudinal de acortamiento 7* producida por la retraccion, y de forma

gue ™ = 0;0035. Determinar las tensiones en la pieza as como el valor del esfuerzo
axil.
A E, A B
7 7 a)
| L |
T T

B N b)

=

Fig. P3.3.1 Pieza biapoyada sometida a retraccion

=
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Solucion

Al tener la pieza ambos extremos impedidos y no poder desarrollarse el acortamiento
debido a la retraccion, aparecera un esfuerzo axil. Para calcularlo, se libera el punto B
introduciendose el esfuerzo axil N (Fig. P3.3.1b). Logicamente el movimiento total del
punto B debe ser nulo, por lo que de acuerdo con 3.13

z
L NL
0 ( 0;0035) ds= =~

o

es decir

N = 0;0035EA

Como puede verse, el valor del esfuerzo axil es independiente de la longitud de la pieza.

3.4 Secciones compuestas por diferentes materiales

En la practica de la construccion, aparecen con cierta frecuencia piezas compuestas
por diversos materiales, cada uno de ellos con sus propias caracter sticas tensodefor-
macionales, como por ejemplo las estructuras mixtas de hormigon y acero, el hormigon
pretensado, etc.

Para analizar los efectos producidos por el esfuerzo axil en este tipo de secciones,
supongase que, en el caso mas general, el modulo de elasticidad en la seccion es funcion
del punto, es decir

E = E(X2; X3) (3:14)

De acuerdo con la hipotesis de Navier, la ley de deformaciones sera la misma que la
dada por 3.1, mientras que las tensiones vendran dadas por

1 = "1E(Xz; X3) (3:15)
Las expresiones 3.3 quedaran
Z Z Z
N = X E (X35 X3) dA + XsE(X2; X3)dA + 1 E(Xz; X3) dA (3:16a)
Az 7 4z
M= XZEMX2X3) dA+  XoXsE(Xo; X3)dA+ 1 X,E(X2; X3)dA =0 (3:16b)
V4 4z ya
My = XoXsE(Xo; X3)dA+  X2E(Xy; X3)dA+ 1 X3E(X2;%X3)dA =0 (3:16¢)
A A A

Observese que la diferencia entre las expresiones 3.16 y 3.3 radica en el hecho de que
los valores del modulo de elasticidad E no pueden sacarse fuera de la integral al no ser
constantes.
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Si por comparacion con el caso de seccion de material homogeneo se admite la
hipotesis de que las deformaciones son constantes en toda la seccion, es preciso que
las siguientes integrales se anulen

z z
X E(X; X3) dA = X3E (X5, X3) dA =0 (3:17)

A A

Ello implica que el origen de los ejes y el punto de actuacion del esfuerzo axil debe
ser el centro de gravedad mecanico de la seccion. Dicho centro de gravedad se obtiene
dando a cada punto de la seccion una densidad

= E(Xz; X3) (3:18)
Al igual que anteriormente, se cumplira que = = 0. Analogamente,
Z VA YA
N = ,dA = 1ECGX)dA = | E(X; x3)dA (3:19)
A A A
por lo que
N
=R 2
! E(X,; X3) dA (3:20)
A
Las tensiones en cada punto vendran por tanto dadas por
N E(X,; X
001 %5) = E(Xei %) 1 = Rz (x(2;§< 3)33A (3:21)
A
y el alargamiento de la rebanada
N d
dv,= ,ds=R-— > (3:22)

E(X,; x3) dA
A

Las expresiones 3.20 a 3.22 proporcionan la respuesta en deformaciones, tensiones y
movimientos al problema planteado. Dichas expresiones suelen sin embargo escribirse
en muchos casos en forma ligeramente diferente. Para ello, supongase que se ja un
modulo de elasticidad de referencia E (en general coincide con el modulo de elasticidad
menor de entre todos los materiales que forman la seccion), y sea por de nicion

E .
= (x3 X3)

3:23
E (3:23)
Se tendra entonces que
z z z
E(X;;%)dA= nEdJA=E ndA=EA* (3:24)
A A A

. R . .
siendo A* = ndA el area mecanica de la seccion.
A
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Con estas nuevas de niciones las expresiones 3.20 a 3.22 quedaran

N
EA*
n N
1= A*
Nds
EA*

dv, =

y el alargamiento total de la seccion en el caso en que la pieza sea recta
Z
_ 7 Nds
EA*

A

79

(3:25)
(3:26)

(3:27)

(3:28)

| Problema resuelto P3.4 Una determinada viga de hormigon pretensado de 30 30cmz2
(seccion cuadrada) se fabrica de la siguente forma: Se tensan cuatro cables de acero de
0;8cmz2, cada uno de ellos dispuestos en las esquinas de un cuadrado de lado 25¢cm. La
tension de cada cable es de 1400 MP a. Posteriormente se hormigona la seccion y una vez
endurecida se cortan los cables, con lo cual el hormigon queda comprimido (Figs. P3.4.1

y P3.4.2). Se desea conocer:

a) Tensiones de compresion nales en el hormigon
b) Tensiones nales en el acero
¢) Acortamiento de la pieza al cortar los cables

Una vez fabricada la pieza, se la somete a un esfuerzo axil de traccion de valor N =

720kN . Se pregunta:

d) Tensiones nales en el acero y en el hormigon

e) Alargamiento de la pieza como consecuencia de la aplicacion de la carga N de

720kN.
- Modulo de Elasticidad del acero E, =210GPa
- Modulo de Elasticidad del hormigon E;, =30GPa
- Longitud de la pieza L = 4 metros
Solucion

La seccion as formada esta compuesta por dos materiales: hormigon y acero. Sea E = E,,

y E, = nE; = nE. Obviamente

noEo_20
T E, 30

Por otro lado, el area del hormigon (descontando la porcion de acero) sera

A,=30 30 4 0;8=2896;8cm?
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Cables de acero\ ( Hormigén

| |
Gl ! - ——
— — - .
F : e q.'/.az L4 : F
—— Wl ° oem <o 25em - |\ —=
e ea e
2 - g 4 I
LA | 4 ol | %
| k |
Corte de Cables de acero Corte de
los cables los cables

Fig. P3.4.1 Barras sometidas a esfuerzo axil

25 cm
® °
25 cm 30 cm
® °

30 cm

Fig. P3.4.2 Pieza de hormigon pretensado

Se enfocara la resolucion de la primera parte del problema (apartados a), b) y c)) uti-
lizando dos procedimientos diferentes:

Procedimiento 1
Los esfuerzos iniciales en cada uno de los cables valdran

F,.=F,=F,=F,=1400MPa 0;8cm2? = 112kN

con lo que la fuerza total sera

F =4 112 = 448kN

Cuando se cortan los cables, parte de este esfuerzo sera transmitido al hormigon, con lo
gue el hormigon se acortara una cantidad  (Fig. P3.4.3). El hormigon quedara por tanto
comprimido y sometido a un esfuerzo axil de valor N. Obviamente, por consideraciones
de equilibrio, al no existir ninguna fuerza externa, la fuerza nal total que actuara sobre
el acero sera tambien N. Ademas, por compatibilidad, el acortamiento del hormigon
debe ser el mismo que el del acero. Es decir:
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A2 A2

i i

E—

30 cm

-
I
=

R

Fig. P3.4.3. Acortamiento de la pieza una vez cortados los cables
- Acortamiento del hormigon

_ NL _ N 4m _ N 4m
" E,A, 30GPa 896;8cm= 30 105kN=m= 896;8 10—“m=

=1;487 10°N (metros)
- Acortamiento del acero

_(F N)L _ (448kN N) 4m _ (448kN  N) 4m
- E,A, 210GPa 4 0;8cmz 210 105kN=m2 4 0;8 10—*mz

=0;02667 0;5952 10~*N(metros)

Observese que el acortamiento del acero viene dado por la perdida de tension, es decir,
por la diferencia entre el esfuerzo inicial F y el esfuerzo nal N.
Como ambos alargamientos deben ser iguales

1;487 107°N =0;02667 0;5952 10~*N

de donde se obtiene N = 437; 16 KN.
Las tensiones nales de compresion en el hormigon valdran

_ N _ 437;16kN
PTA, T 8968 10-4me
Las tensiones nales en el acero seran

= 4;874MPa (compresion)

_ N 437;16kN
T A, 4 0,8 10-*me
Como puede observarse

=1365;9MPa (traccion)

AR = A, =437;16kN
Por lo que respecta al acortamiento de la pieza, puede determinarse bien a partir del
hormigon, bien a partir del acero.
A partir del hormigon:
_ NL
T ExA,

=1:487 10°% 437;16=0:65 10~3m =0;65mm
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A partir del acero

_(F N)L
T EJA,
= 0;02667 0;5952 10~* 437;16=0;65 10~3m =0;65mm

=0;02667 0;5952 10~*N

Obviamente ambas cantidades coinciden.
Procedimiento 2

El hecho de cortar los cables puede mirarse bajo el punto de vista de mantener las fuerzas
de pretensado sobre los mismos y aplicar sobre la seccion mixta de hormigon y acero una
fuerza F, igual a la suma de las fuerzas de pretensado, cambiada de signo y aplicada en
el punto de aplicacion de la resultante de dichas fuerzas de pretensado.

El centro de gravedad geometrico y mecanico de la seccion coinciden en este caso.

La resultante F vale

F =4 112 = 448kN

A partir de 3.26 se obtienen las tensiones sobre el hormigon y sobre el acero debidas al
hecho de cortar los cables

A" =n,A,+nA, =1 896;8+7 4 0;8=919;2cm? = 0;09192 m?

por lo que
=n F_ 1 448 4873;8kN=m? = 4;8738 MPa (compresion)
RS T pogrez T OIS P
=n F_ 7 448 34116 KN=m? = 34; 116 MPa (compresion)
« =Nl =1 B00102 ~ o= P

El valor anterior  , representa la perdida de tension en los cables como consecuencia
del pretensado.
Por lo que las tensiones nales en el acero valdran

« = 1400 o« = 1400 34;116 = 1365;884MPa (traccion)

Por lo que respecta al acortamiento de la pieza al cortar los cables, de acuerdo con 3.28
se tendra

ZFgs & 448

S
= — = ds=0;65 10°m = 0;65mm
EA* 30GPa 0;09192 mz2

o o

valor que coincide con el obtenido anteriormente.

Para contestar a los apartados d) y e), se aplican directamente las formulas vistas ante-
riormente:
Las tensiones debidas al esfuerzo de 720 kN valdran
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- En el hormigon

_ N _ 720 T i
h=Nhas =1 0- 09192 = 7833kN=m? = 7;833MPa (traccion)
- En el acero
_ N _ 720 T )
a=Napy = 7 0: 09192 = 54830kN=m? = 54;83MPa (traccion)

Por lo tanto, las tensiones nales valdran

- En el hormigon

}{ = 4;8738+7;833 =2;959MPa (traccion)

- En el acero

J = 1365;884 + 54;83 = 1420; 714 MPa (traccion)

Por ultimo, para ver el alargamiento de la pieza debido a la carga de 720 kN, se utiliza
la expresion 3.28

z Nd z 720kN
S
— — _l 4 1 —3m_1. 4nnm
EA* 30GPa 0;09192m2 ds 0 0 0

o o

3.5 Energ a de deformacion

El objetivo de este apartado es obtener una expresion que permita expresar la energ a
de deformacion de una pieza en funcion de la ley de esfuerzos axiles de la misma. Para
ello, se parte de la expresion 1.49 que proporciona la energ a de deformacion de un
cuerpo elastico en funcion de las tensiones y deformaciones existentes en el mismo.
Partiendo de esta expresion, se puede escribir que la energ a de deformacion por unidad

de volumen vale A1
W= é ij g (3:29)
%)
y puesto que las unicas tensiones existentes son las tensiones , = , la anterior ex-
presion se escribe
a1
W = > " (3:30)

Si 3.30 se integra para toda la seccion, se obtendra la energ a de deformacion por
unidad de longitud. Y puesto que tanto las tensiones como las deformaciones son
constantes en la seccion

A 1% 1 1. 1IN?

W= WdA=§ dA=§ 1 1A= =N

>N =SEA (3:31)

A A
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A
La energ a elastica de deformacion de toda la pieza, se obtendra integrando W, a
lo largo de la misma
zr zr zr
i~ 1 N? 1~ N2
Wy= W, ds= Eﬁds =5 ﬁds (3:32)

0 0 0

En el caso de piezas compuestas por diversos materiales, la expresion anterior se
escribira

= ——ds 3:33

2 EA* (3:33)

Las anteriores expresiones 3.32 y 3.33 seran utilizadas posteriormente cuando se
estudien los teoremas generales acerca de la deformacion de piezas elasticas.

3.6 Ejercicios propuestos

| Ejercicio propuesto EP3.1 Una pieza de hormigon de 6 m: de longitud, tiene una
seccion rectangular de dimensiones 0;3 0;4m?2. En su centro de gravedad se aplica una
fuerza F.

Determinar:

a) Valor maximo de F si las tensiones no pueden superar los 12; 7 MPa
b) Movimiento de un extremo de la pieza respecto al otro
¢) Energ a de deformacion de la pieza

Nota: ElI modulo de elasticidad del hormigon se tomara igual a E;, = 30GP a.
Valores de control:

F =1524kN ; =2;54mm ; W, = 1935;48julios

I Ejercicio propuesto EP3.2 Una pieza de hormigon pretensado de longitud L =5 me-
tros, y seccion cuadrada de 0;4 0;4m? se construye de la siguiente forma:

1. Se tensan cuatro cables de seccion ! cada uno a una tension ,, = 800 MP a.
2. Una vez tensados los cables, se hormigona.
3. Una vez endurecido el hormigon se cortan los cables por AA’ y BB’ (ver Fig. EP3.2).

Determinar:

a) Seccion ! de cada uno de los cables de forma que la tension nal en el hormigon sea
de 5MPa

b) Tension nal en cada uno de los cables

¢) Energ a elastica del conjunto
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1A =C B,
w1 : —
:“~ o e a9 a i 9 :

< . .

W . e 1 v |
| PN S |
_4' - A A I_‘
1A' — C' B'l
[ ] [ ]

0,4 m
[ ] [ ]
0,4 m
SECCION C-C'
Fig. EP3.2

Una vez se ha fabricado la pieza, se aplica una fuerza F de compresion de 260 kN.
Hallar

d) Tension nal en el hormigon y en los cables
e) Energ a elastica total

Se descarga la fuerza F de compresion y el conjunto se somete a un incremento de
temperatura de valor t = 30° C. Determinar los incrementos de tension que se producen
como consecuencia de dicha variacion termica.

E, =210GPa

E, =30GPa
=12 10°°Cc!
h = 1075 ocfl

Valores de control:

- Seccion w de cada uno de los cables: 2;6cm?
- Tension nal en cada uno de los cables: 765 MP a
- Tension nal en el hormigon y en los cables:

m =6;56 MPa compresion
ra = 754;02MPa traccion
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I Ejercicio propuesto EP3.3 Una pieza de hormigon tiene las siguientes caracter sticas:

- Area de la seccion de hormigon: A,

- Area de la seccion de acero: A,

- Modulo de elasticidad del hormigon: E.
- Modulo de elasticidad del acero: E,

Si el acortamiento que experimenta por retraccion el hormigon en masa es ., demostrar
gue el acortamiento de la pieza de hormigon armado, por efecto de la retraccion, vale:
" ="c=(1+n7)

siendon=E.,=E. y * = A,=A..

Determinar asimismo las tensiones que se producen en el hormigon y en el acero como
consecuencia de la retraccion.

Valores de control:

- Tensiones en el acero , = E,=(1+n~)
- Tensiones en el hormigon , = "E,=(1+n~)

Ejercicio propuesto EP3.4 La seccion de hormigon que se representa en la gura se
postensa en dos fases:

- En la primera, se tensan los tendones 1 y 2 con una fuerza F, anclandose a continua-
cion.

- En la segunda, se tensan los tendones 3 y 4 con la misma fuerza F, anclandose a
continuacion.

.4 2.
0,4m
ol e
0,4 m
Fig. EP3.4

Si se desea que la maxima tension en el hormigon sea de 10 MPa y en los tendones de
postensar sea de 500 MP a.

Hallar:

a) Valor de la fuerza F
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b) Area A, de cada uno de los tendones
¢) Tension nal en cada uno de los tendones 1, 2, 3y 4
d) Tension en el hormigon despues de realizada la primera fase de postensado

E, =35GPa
E, =210GPa

Valores de control:

- Valor de la fuerza F: 403; 64 kN
- Area A, de cada uno de los tendones: 8;07 cm?
- Tension nal en cada uno de los tendones:

(' =471;18MPa ; (2 =471;18MPa
G)=500MPa ; W =500MPa

- Tension en el hormigon despues de realizar la primera fase de pretensado: j =
5;07MPa

I Ejercicio propuesto EP3.5 Se da la pieza prismatica de la gura, en la cual se efectua
un pretensado con unos cables de secciones !, y 1,. La tension en el hormigon al nal
del proceso de pretensado es uniforme y vale 10 MP a. Sabiendo que en los cables de igual
seccion el esfuerzo de pretensado es el mismo, calcular las fuerzas de pretensado en cada
uno de los cables.

1, =10cm?
1,=15cm?
=
n=—=10
Ex
.(D] (DI ®
0,7 m
.(D] 0)2.
0,7 m
Fig. EP3.5

Valores de control:

- Fuerzas de pretensado en cada uno de los cables uno: 1315kN
- Fuerza de pretensado en el cable dos: 1360kN
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I Ejercicio propuesto EP3.6 Sobre un soporte vertical de hormigon armado actua una
fuerza centrada y vertical de 1000kN. EI soporte de 2,5 metros de altura es de seccion
recta, cuadrada de 30 cm. de lado, y esta armado con ocho redondos verticales de 20
mm., segun se indica en la gura adjunta. De esta forma, la seccion neta de hormigon
es de 875 cm? y la del acero de 25 cm?.

ALIOOO kN

o« o o
2,5m o o 0,3 m
« o o
0,3m
A SECCION
u 0,3 m
Fig. EP3.6

Teniendo en cuenta que los modulos de elasticidad del hormigon y del acero son 25GPa
y 210 GP a, respectivamente,

Hallar

a) Tensiones a que esta sometido el hormigon y el acero
b) Acortamiento del soporte por efecto de la fuerza aplicada

Valores de control:

- Tensiones a que esta sometido el hormigon: 9;2MPa
- Tensiones a que esta sometido el acero: 77;4MPa
- Acortamiento del soporte: 0;924 mm

I Ejercicio propuesto EP3.7 Una pieza recta esta constituida por una viga de hormigon
de seccion cuadrada de 20 cm de lado, pretensada por unos cables de seccion ! = 0;5cm?
cada uno.

Hallar

a) La tension con que se debe tensar cada cable para que la pieza recta pueda soportar
una traccion de 80 kN, quedando entonces el hormigon a una compresion de 0,4 MPa,
con el n de evitar suras por donde el aire ambiente pueda atacar el acero.
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) we
20 cm
@ ®e
20 cm
Fig. EP3.7

b) Cuando actua esta fuerza, la tension a que esta sometida el cable.

NOTA: Tomar la relacion E,=E; =7
Valores de control:

- Fuerza a la que se debe tensar cada cable: 24;12kN
- Cuando actua la fuerza de 80 kN la tension a la que esta sometido cada cable vale
479;6 MPa

I Ejercicio propuesto EP3.8 En la estructura de la gura, la pieza AB es de longitud
inde nida e in nitamente r gida. Sobre ella, actua una fuerza vertical de valor F =

200kN .
Z Z Z
¢ % -

C

4m

e

l 3m l 4m
T T
Fig. EP3.8
Las piezas verticales estan articuladas en sus dos extremos, y tienen una seccion de 5
c¢cm? y un modulo de elasticidad E =2 10°MPa.

Hallar

a) Para x = 3;5m esfuerzos en las barras verticales
b) Valor de x para que la barra CD no tenga esfuerzos. En este caso hallar los esfuerzos
en las otras barras
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¢) Valor de x para que el esfuerzo en GH sea de 50 kN de compresion. Valor de los
esfuerzos en las otras dos barras

Valores de control:

-Parax=3;5m: Ncp=62;2kN ; Ngrp=66;2kN ; Ngg =71;6kN
-SiNegp=0: x=1;2m ; Ngr=60kN ; Ngyg =140kN
-SiNgg = 50kN: x=7;59m ; Ngp=172;7kN ; Ngrp =77;3kN

I Ejercicio propuesto EP3.9 La pieza recta de la gura tiene 4 metros de longitud y
su seccion recta es un cuadrado de 30 cm. de lado. En dos de sus caras opuestas se
produce un incremento de temperatura de valor t=20°C, de tal forma que produce una
distribucion de temperaturas en la seccion tal como muestra la gura.

At=20°
At=20°
| 4m |
T hg
At=20°
a=10"°C"
E,=35GPa
At=20°
Fig. EP3.9

Admitiendo que se cumple la hipotesis de Navier, y que =10"°°C-*y E; =35GPa,
Hallar

a) Tensiones que se producen en la seccion
b) Incremento (o decremento) de longitud de la pieza

Valores de control:

- Maxima tension de traccion: 3;5MPa
- Maxima tension de compresion: 3;5MPa
- Variacion de longitud de la pieza: 0;4 mm (alargamiento)
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4 Momento ector

4.1 Hipotesis basicas

Los momentos ectores que actuan en una pieza son en la gran mayor a de los casos
los responsables de las tensiones de mayor importancia que se producen en la misma.
Por ello, el estudio de las tensiones y movimientos producidos por el momento ector
tiene mucha importancia para el estudio resistente de dichas piezas.

A los solos efectos de de nicion se denomina:

- Flexion pura: Se dice que una pieza esta sometida a exion pura cuando en ella solo
actua momento ector. La ley de ectores sera por tanto constante.
- Flexion simple: Una pieza esta sometida a exion simple cuando en ella actua,
ademas de momento ector, esfuerzo cortante. Constituye el caso mas frecuente de
exion.
- Flexion compuesta: Cuando ademas de momento ector actua esfuerzo axil.

Para determinar los efectos producidos por el momento ector, se estudiarala exion
pura en piezas rectas, para seguidamente suponer que los resultados obtenidos son
validos para los otros tipos de exion. En la gran mayor a de los casos dicha ex-
trapolacion es perfectamente aceptable y se procede en general as para el calculo de
estructuras.*

El punto de partida fundamental para el estudio de la exion lo constituye la
hipotesis de Navier, ya anunciada anteriormente. Para exion pura puede visualizarse
dicha hipotesis de la siguiente forma (Fig. 4.1): Supongase una pieza sometida a exion
pura. La deformacion sera de la forma que aparece en la gura. Si idealmente se corta
la pieza por el eje de simetr a, las dos secciones Ay A’ deben cumplir la doble condicion
de ser simetricas y superponibles. Por ello A y A’ deben permanecer planas. EI mismo
razonamiento puede repetirse cortando por el plano de simetr a de cada una de las dos
mitades, y as sucesivamente. Este razonamiento con rma la validez de la hipotesis de
Navier, al mismo tiempo que demuestra que, cuando el momento ector es constante,
la deformada es un c rculo.

1Es preciso advertir, sin embargo, que cuando los radios de curvatura son pequefios, la presente
teoria necesita ser corregida.
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o , ot

(— )
|
M(§ 515 ﬁ)M

Fig. 4.1 Deformacion de una pieza recta sometida a exion pura

Fig. 4.2 Momento ector actuando en el plano de simetr a de una seccion

4.2. Piezas de plano medio

Para iniciar el estudio de la exion, supongase una seccion con un eje de simetr a
(Fig. 4.2) en la que actua un momento extor M, situado en dicho plano de simetr a
(esto es, el eje del momento esta en el eje perpendicular) y dicho eje de simetr a coincide
con el eje local X,.
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X3‘
%
77777777777 €(x3) ds
c C

do

Fig. 4.3 Deformacion de una dovela sometida a momento ector

Si se corta idealmente la pieza en un punto cualquiera por dos planos perpendiculares
a la directriz y separados una distancia ds, se tendra una dovela diferencial de la que
interesa estudiar su deformacion (Fig. 4.3). Por ello, observese primeramente que no
todas las tensiones normales en el interior de la seccion pueden tener el mismo signo,
ya que al ser nulo el esfuerzo axil, por equilibrio
z

,dA =0 4:1)
A
De acuerdo con la hipotesis de Navier, las deformaciones deben ser lineales dentro
de la seccion y ser funcion exclusivamente de X;, es decir

L= (X) = Xe + (4:2)

Al ser lineales las deformaciones, tambien lo seran las tensiones, de acuerdo con la
ley de Hooke. Si las tensiones son lineales y no todas del mismo signo, debe existir una
recta que separe las compresiones de las tracciones. A tal recta se le denomina bra



94 Resistencia de Materiales y Estructuras

neutra o tambien eje neutro. Obviamente por razones de simetr a dicho eje debe ser
paralelo al eje local x,. De acuerdo con 4.2, la ley de tensiones sera

1= (%) =E X3 +E (4:3)

Introduciendo 4.3 en 4.1

Z Z
E  xdA+E dA=0 (4:4)

A A

y puesto que los ejes pasan por el centro de gravedad de la pieza, el primer termino
de 4.4 es nulo, por lo que tambien debe serlo el segundo, es decir =0, 0 sea, que de
acuerdo con 4.2 y 4.3, la bra neutra pasa por el centro de gravedad de la seccion.

Asimismo, en la gura 4.3 puede observarse la deformacion de una dovela, estando
representados los movimientos de una seccion respecto a la seccion anterior. Observando
gue el movimiento de una bra cualquiera C vale ",(X;) ds, se tiene

d, — "1(X3) ds — dj (45)
X '
siendo = GB el radio de curvatura de la dovela. A partir de 4.5 se obtiene
g7 = 10%) 4o (4:62)
X3

1_ "i(xs)

- = 4:6b

v (4:6b)

Es decir, que el valor de de la expresion 4.2 vale = 1=, es decir

X

") == @7)

Asimismo y dado que la curvadura , de cualquier curva es igual a la inversa del
radio de curvatura, , = 1=, a partir de 4.6 y 4.7 se puede escribir

— "1(Xs)
X3

(4:8a)

2

"1(Xs) = 2X3 (4:8b)
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Ademas, por equilibrio

Z Z Z Z
M;,= X;dA= E"x;dA= E Xx;dA=E X3dA=E ,1,=EIl, , (4:9a)
A A A A
y tambien
L - Mf2 .
d’, = El, ds (4:9b)

siendo I, el momento de inercia de la seccion respecto al eje x,. La expresion anterior
establece una relacion lineal entre el momento ector y la curvatura de la pieza pro-
ducida por dicho momento ector. Obviamente si M;, es constante, tambien lo sera
2, por lo que en el caso de exion pura la deformada de la pieza es un c rculo, tal
como se vio al nal del apartado anterior.
Sustituyendo 4.8a en 4.9a

"(Xs) _ _ bk .
x = E|2EX3 = X 1 (4:10)

M, = El, , =El,
y despejando ,, se obtiene la formula fundamental de la exion?
— M;.X3
P

gue proporciona la distribucion de tensiones en la seccion a partir del momento ector.
Las tensiones maximas vendran dadas por

(4:11)

— MfZ(XS)max — Ivle

— Mf2
I, 1,=(X3) max W,
siendo W, = 1,=(X3)max €l modulo resistente de la seccion. La expresion 4.12 da
asimismo una idea de la idoneidad de distintas secciones para resistir el momento ector.

Dado que ..« €s una caracter stica del material, el maximo momento ector que
puede resistir una seccion viene dado por

(4:12)

max

(Mfz)max =W, max (413)

es decir, que es proporcional al modulo resistente. Obviamente, para una misma area
de la seccion recta, diferentes formas de la seccion daran lugar a diferentes modulos
resistentes.

Al alcanzarse la maxima tension en las bras extremas, el material situado cerca
del eje neutro, tiene muy mal aprovechamiento, pues la fuerza que actua sobre una
determinada dA de area es proporcional a X, y el momento de esta fuerza proporcional
a x3.

2Recuérdese lo apuntado en el capitulo anterior acerca de la indiferencia, en lo sucesivo, de la
notacién o1 o o.
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La forma optima sera, pues, aquella que distribuya la mayor cantidad de material
posible en las bras extremas, y que den a la seccion la mayor altura posible. Los
per les normales dobles T de acero laminado estan diserados de acuerdo con esta
doble condicion.

En de nitiva, la mejor forma sera aquella que para un area determinada A de la
seccion, de mayor valor del modulo resistente.

El valor maximo del modulo resistente {para un area y canto dado{ se alcanza para
una seccion, ideal simetrica, en la que la materia esta concentrada en la bras extremas.
Este valor maximo es

I
(X3)max B h 2

siendo h el canto de la seccion.

En una seccion cualquiera se puede escribir 1=(X3)max = R A h=2. Al coe ciente
sin dimensiones R (siempre menor que 1) se le denomina el rendimiento geometrico de
la seccion.

Esta claro, por tanto, que para un area dada, el modulo de resistencia crece propor-
cionalmente con el canto h y con el rendimiento geometrico R. Si A y h son dados, el
modulo es proporcional a R.

Las formas constructivas que dan el rendimiento geometrico mas alto seran aquellas
que concentran la materia en las zonas alejadas del eje neutro, unidas entre ellas por
un alma delgada. Se llega as a los pe les dobles T, laminados (en serie) 0 compuestos.

Se dan a continuacion los rendimientos R para los tipos mas habituales de secciones.

- En las dobles T de acero laminado R * 2=3

- En los per les en U y carriles de ferrocarrill es R = 3=5

- El anillo circular delgado, que es la mejor forma a dar a un tubo, que debe resistir
momentos contenidos en cualquier plano diametral, tiene un rendimiento R algo
inferior a 1=2

- El rendimiento geometrico del rectangulo es bajo R = 1=3

- Mas bajo es aun el del ¢ rculo R = 1=4 y pesimo el del rombo con R = 1=6

Notese, nalmente, que aumentar el area de la seccion recta no motiva necesaria-
mente la disminucion la tension maxima de exion.

Fig. 4.4 Diferentes secciones rectas de una pieza
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Es interesante, nalmente, preguntarse si todas las expresiones anteriores son solo
validas cuando el plano del momento contiene el eje de simetr a de la seccion o si existen
tambien otros casos en que tambien pueden aplicarse. Para ello supongase que los ejes
X, Y X3 son ejes cualesquiera. Todas las formulas deducidas seran validas siempre que
el momento M, de todas las tensiones respecto al eje X, sea nulo, ya que M;; =0

z
M;; = X, dA =0 (4:14a)

A

El motivo por el cual dichas formulas ser an validas viene dado por el hecho de que
cumplir an las condiciones de equilibrio y las condiciones cinematicas de compatibilidad
y que el problema elastico tiene solucion unica. Por lo tanto, a partir de 4.14a

Z Z Z
M M M
25, dA = 2 e dA = S (4:14b)

A A 2 2 I2

La expresion anterior se anula si l,; = 0, es decir, si I, e I; son ejes principales de
inercia. Se puede por tanto a rmar que las expresiones deducidas en este apartado son
validas siempre que el plano del momento ector contenga uno de los ejes principales
de inercia de la seccion.

| Problema resuelto P4.1 La seccion doble T de la gura P4.1.1 esta sometida a un
momento ector M, situado en un plano vertical y de valor My, =70 KN m. El signo del
momento es tal que produce compresiones en la zona superior. Determinar la distribucion
tensiones.

Suponiendo conocido el modulo de elasticidad, hallar: curvatura, diferencial de giro y radio
de curvatura de la seccion.

06cm] | |

0,5 cm 30 cm

06cm] | |

‘ 20 cm ‘

Fig. P4.1.1 Seccion doble T
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Solucion

El momento de inercia vale 1, = 6182;21 cm*. Las tensiones maximas valdran:

_70KkNm 15cm
M T 6182;21 cm#

La distribucion de tensiones puede verse representada en la gura P4.1.2.

=169;84 MPa

,,,,,,,,,, 169,84 MPa

COMPRESIONES

TRACCIONES

l | 169,84 MPa

Fig. P4.1.2 Distribucion de tensiones

De acuerdo con 4.9a, la curvatura valdra

Y 70 KNm
" El, E 6182;21cm*

y admitiendo E =210 GPa =210 10° kN=m?

_ 70 KNm o B
=210 106 618221 10em 0¥ M
El radio de curvatura sera
1= = 185;47 m
, 0;00539 ~

y el diferencial de giro

d”, = , ds=0;00539 ds

4.3 Flexion esviada

Se dice que una seccion esta sometida a exion esviada si el plano del momento no
contiene ninguno de los dos ejes principales de inercia de la seccion. En este caso, las
formulas deducidas en el apartado anterior no son validas, puesto que en general el
plano del momento y la bra neutra no seran perpendiculares. Se van a plantear tres
caminos alternativos para resolver el problema.



4 Momento ector 99

4.3.1 Flexion esviada trabajando con ejes principales de inercia

Considerese la seccion de la gura 4.5 en la que los ejes GR,; Gk, son ejes principales
de inercia. En este caso, el momento ector M, se puede descomponer en sus dos

componentes I4,, y I, siendo
%, = M, cos (4:15a)
%5 = M, sin (4:15b)

Obviamente, a cada una de estas componentes se les pueden aplicar las expresiones
deducidas en el apartado anterior, es decir

%, =EPRDb, (4:16a)
%, =ERb, (4:16b)
y tambien
dn, = ':Fg ds (4:17a)
2
db, = 'ZFF ds (4:17b)
3

Fig. 4.5 Seccion sometida a exion esviada. Los ejes Gk,; Gk, son principales
de inercia
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El giro total valdra

2 EZ S <
_ &ds cos* sin®
EP, EP, E 3 i
(4:18)
En la gura 4.6 puede verse dibujado el giro d” y sus componentes db,, db;. Como
puede observarse, la direccion de los vectores d” y M; no es coincidente, sino que
forman un angulo . Debido al hecho de que el vector d” esta situado sobre la bra
neutra, es evidente, por tanto, que dicha bra neutra no es en general perpendicular al
plano del momento.

q

et
47 = (db,)2 + (dby): = ds ©

Fig. 4.6 Momento ector y giro en una seccion sometida a exion esviada

El angulo que forma el vector d” con el eje k, vendra dado por
_db, _sin =R _ B,

tan =-°>=>_ "3 =12
db, cos =P, P

tan (4:19)

Obviamente tambien el angulo es el que forma la bra neutra con el eje k,, dado
gue la seccion gira alrededor de la bra neutra, por lo que la expresion de la misma
sera )
_ Bsin

k;=k,tan = ~-~—X
3 2 pSCOS 2

es decir

‘P cos ®PBsin =0 (4:20)
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La curvatura total valdra
s

d> _ My cos? sin?
=—=— + (4:21)
ds E P, P,
y el radio de curvatura
1
= - (4:22)
Por lo que respecta a las tensiones
L
.k, [k cos sin
= (RyRs) = JI;Z 2 JI;S 2 =M, b R, ; R, (4:23)
2 3 2 3

Logicamente, la bra neutra puede tambien obtenerse anulando en la expresion
anterior, es decir

cos sin
3| k, =0
B 7 b
y tambien
®,Pcos ®PBsin =0 (4:24)

expresion que coincide con la deducida anteriormente

4.3.2 Flexion esviada trabajando con ejes cualesquiera

Supongase una seccion sometida a un momento ector M, de direccion cualquiera
y en la que los ejes Gx, y Gx; no son en general principales de inercia (Fig. 4.7).

De acuerdo con la hipotesis de Navier, la distribucion de deformaciones vendra dada
por la expresion

"(XaiX3) = X+ X (4:25)

siendo 'y parametros a determinar. Se puede, sin embargo, escribir la expresion
anterior de otra forma, al mismo tiempo que se proporciona una interpretacion f sica
a y . Para ello, observese que el eje de giro de la seccion y la bra neutra nn’
coinciden (Fig. 4.7). EI movimiento dv, de un punto cualquiera P de coordenadas
(X2; X3) respecto a la seccion anterior tendra la direccion perpendicular a la seccion y
valdra d~”, es decir, r d”sin , o0 sea

dv, =d> r (4:26)
y dado que dv, = ",(X;; X3) ds e, , la expresion anterior se puede escribir

"ds=xd7, Xx,d7; (4:27)
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P(x,,x3) Q/

X

Fig. 4.7 Momento ector y giro en una seccion sometida a exion esviada

es decir q° q°
2 3
"I EXg——  Xp—— 4.2
YU ds TP ds (4:28)
siendo d”, y d”; los diferenciales de giro de la seccion respecto a los ejes X, y Xa.
Tambien se puede escribir

1=X3 2 X 3 (4:29)

= (XuX3))=".E=%xE , XE ; (4:30)

Es preciso seguidamente imponer las condiciones de equilibrio

Z

M;, = (X2; X3) X5 dA (4:31)

ZA
My = (X2; %X3) X, dA (4:32)

A

0 sea 5 5 7
Mp= (GE 2 XE )X dA=E , X5dA E ;3 XX dA=
A A A

=E le E 3I232 (4:33)

A A
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A partir de 4.33 y 4.34 se obtiene

d’z — Mf2|3 + Mf3|23

E ,=E—= 4:35
2 ds LI, 12 (4:35)
d’s Mf2|23+Mf3|2
E ;=E—= 4:36
° ds LI, 12 (4:36)
Con lo que a partir de 4.30 la distribucion de tensiones sera
Mf2|3+Mf3|23 Mf2|23+Mf3|2 _
T L0, 12 2ol 1z
1 = 2 (4:37)
= ———— [Mp(Xsls  Xolas) + Mps(Xalas  Xoly)]
LI, 1%

expresion que proporciona la distribucion de la tension normal en ejes cualesquiera. Lo-
gicamente 4.37 coincide con 4.23 cuando I,; = 0. Si My, = M;cos y M;; = M;sin

M .
= (Xsl; Xolp)cos + (Xslus  Xol,)sin (4:38)
LI, 12

La bra neutra se obtendra igualando a cero 4.37 0 4.38, es decir

Xz (Isc0s  + 138N ) =X, (I,sin + 1,3¢08 ) (4:39)

que a su vez coincide con 4.24 cuando I,; = 0.

4.3.3 Flexion esviada directa

La exion esviada puede tambien estudiarse directamente tomando como referencia
la bra neutra. Supongase para ello (Fig. 4.8a) que un momento ector M, actua en
el plano mm’. Como consecuencia de ello se produce un diferencial de giro d”, cuyo
vector coincide con la direccion de la bra neutra nn’ (Fig. 4.8b).

La distribucion de deformaciones en la seccion vendra dada por

".ds=yd’ (4:40)
es decir
"= d—, = (4:41)
1T s y=1Y -

y las tensiones
=E vy (4:42)
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Fig. 4.8 Seccion sometida a un momento ector M,

Tomando momentos de las fuerzas internas (tensiones) y de las externas (momento
ector) respecto de nn’, se obtiene
z z

M,;cos = ydA=E Yy dA=E 1, (4:43)
A

nn
A

siendo 1,0 el momento de inercia de la seccion respecto al eje nn’. Despejando
— d” — I\/If I\/If

=—= = 4:44
ds EI,=cos EE, (4:49)
siendo B, o =1 _0=cos .
Las tensiones valdran
M,
=E y= —Pfy (4:45)
nno

La expresion anterior permite determinar la distribucion de tensiones siempre que se
conozca la posicion de la bra neutra. Para determinarla, se toman momentos respecto
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al eje mm’
Y4 Y4 Y4
M M
0= zdA= —LyzdA=—"L yzdA (4:46)
A A F,0 P,mo A
es decir,
Z
l.,= YyzdA=0 (4:47)
A
De la gura 4.8b se deduce
y =Xc0s +zsin (4:48)
sustituyendo en 4.47
y y z Z Z Z
l..= yzdA= z(xcos +zsin ) dA =cos xz dA +sin 2 dA =
A A A A

=l,,c0s +1_ osin =0

es decir

I
tan = = (4:49a)

La expresion anterior proporciona la direccion de la bra neutra.

La bra neutra puede tambien obtenerse gra camente a partir del ¢ rculo de Mohr
representado en la gura 4.9: Para construir el ¢ rculo de Mohr se lleva sobre el eje x; el
momento de inercia I, (segmento GB) y a continuacion I; (segmento BA). A partir del
punto B y segun una recta paralela al eje x,, se lleva el producto de inercia I,; (segmento
BC), hacia la derecha si es positivo y hacia la izquierda si es negativo. Con centro en
el punto medio de AG y radio AG=2 se traza el c rculo de Mohr. Seguidamente, para
obtener la bra neutra se traza el plano del momento mm’, y desde E se traza a su vez
la | nea EC que corta al ¢ rculo de Mohren D. Larecta GD nn’esla braneutrade
la seccion respecto a un momento ector contenido en el plano mm’. Adicionalmente
se obtiene que el segmento CD es igual a I,,0=cos = E, ..

Sucede en ocasiones, sin embargo, que se conoce la posicion de la bra neutra y desea
conocerse cuanto vale el angulo que forma el eje del momento con la bra neutra.
Para ello, si r r’ es un eje normal a la bra neutra (Fig. 4.8), tomando momentos
respectoar r’

Z Z
M;sin = w dA = E ywdA= E I,

A A

Dividiendo la expresion anterior por la expresion 4.43 se tendra

tan = II i (4:49b)
0

nn

gue es el resultado buscado.
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X3

Fig. 4.9 Determinacion gra ca de la bra neutra en una seccion

| Problema resuelto P4.2 En la seccion que se representa en la gura P4.2.1, actua un

momento ector M, cuyo eje forma 30° con la horizontal hallar en ejes principales:

- Valor de M, de forma que la tension en A valga 20 MP a.

- Posicion de la bra neutra

- Distribucion de tensiones en la seccion, especi cando los valores de dicha tension en los
puntos By C.

- Valores de las curvaturas b, y b,.

Solucion

En primer lugar, se determinaran los ejes principales y los momentos de inercia respecto
a dichos ejes.

El angulo que forman los ejes principales con los ejes coordenados se obtiene a partir de:

21, 2 1292308
tan2 = - = 10842
an I. I, 4554103 2170256
con lo cual
= 47:314°
= 47:314° + 180 = 132: 686°
= 23:657°

=66; 343°
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1,=2.170.256 cm’
1,=4.554.103 cm’

A B Iy;=-1.292.308 cm’
X E =30000 MPa
3
40 cm
M¢
//
- 30°
G X,
40 cm
29,23 cm
D C
30 cm ‘ 70 cm
*
41,92 cm
Fig. P4.2.1 Seccion sometida a exion esviada
A B
X3 X
40 cm 3
40 cm
“D C
30 cm 70 cm
* *

Fig. P4.2.2 Ejes principales de la seccion

Los momentos principales de inercia valdran:

P =1.sin> +1,cos? l,.sin2 =1604129 cm* =1;604 10*m*

P, =1.cos> +1,sin? +1,,sin2 =5120230 cm* =5:12 10~2m*

En la gura P4.2.2 se dibujan los ejes principales de inercia de la seccion.



108

Resistencia de Materiales y Estructuras

Las coordenadas de los puntos A; B y C respecto a los ejes principales se obtendran a
partir de la transformacion de coordenadas

kR, _ cos sin X,
R, sin  cos Xs
es decir:
kR, _ 0;916 0;4013 X,
k, ~— 0;4013 0;916 Xs

por lo que (utilizando los cent metros como unidades)

Punto A: (-58,77 ; 29,68)
Punto B: (-31,29 ; 41,72)
Punto C: (65,39 ; -3,27)

El vector M que actua tendra unas componentes respecto a los ejes principales ®,; &,

%, =M, cos(30 + 23;657) = 0;5926 M,
IF. =M, sin(30 + 23;657) = 0; 8055 M,

De acuerdo con 4.23 las tensiones valen:

_ M, M
b
por lo que las tensiones en el punto A valdran

k,

=2

0;5926 0; 8055
AT 1604 10720’2968 5:12 10-2

y puesto que . =20 MPa=20000 kPa

( 0;5877) M, = 20;2113 M,

20000
7 20:2113

con lo que las componentes del momento segun cada uno de los ejes vale

kNm = 989;55 kNm

%, = 0;5926 M, = 0;5926 989;55 = 586;41 KNm
%, = 0;8055 M, = 0;8055 989;55 = 797;08 kNm

La expresion 4.24 proporciona la ecuacion de la bra neutra

&, P cos53:657 &, P sin53:657 =0

0 sea

3;0342 k;, 1;2920k, =0
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A B 20,124 MPa
X3
40 cm
/(I\/If
ol MOO X,
G I
40 cm

30 cm 70 cm

Fig. P4.2.3 Fibra neutra y distribucion de tensiones

El angulo que forma la bra neutra con la horizontal vale

1;2920
3;0342

= arctan 23;657 = 0;587°
En la gura P4.2.3 puede verse dibujada la posicion de la bra neutra y la distribucion
de tensiones en la seccion

0;5926 0; 8055

0;4172 —F—7—
—2 512 102

5 = 1604 10° ( 0;3129) 989;55 =

20123;67 kN=m? = 20;124 MPa

0;5926 _ 0;8055 o
c= m( 0;0327) 512 10 0;6539 989;55 =

= 11375;41 kN=m?* = 11;375 MPa (compresion)

Por lo que respecta a las curvaturas, se obtendran a partir de las expresiones 4.16

_ M _ 586;41 kKNm 3
" EB ~ 30000 MPa 1;604 10-2m*
586; 41 KNm

=1;219 10°m™*

T30 10°kPa 1,604 10-2m?

b _ Mg _ 797,08 kNm _
°  EP, 30000 MPa 5;12 10-2m*
797;08 kKNm

- —0:519 102 m-*
30 10°kPa 512 10-zm* m
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La curvatura total valdra

o M
= (b)z+ (D)2 =1;3249 10° m™

Problema resuelto P4.3 Responder a las mismas cuestiones planteadas en el problema
resuelto P4.2, pero utilizando los ejes horizontal y vertical Gx, y GXs.

Solucion

Las coordenadas del punto A respecto a los anteriores ejes son: (-41,92 ; 50,77).
Las tensiones normales en dicho punto se obtendran a partir de la expresion 4.38

M .
= —T 005 (Xsls Xolu) +Sin (Xslos  X,l)
LI 1%

Llamando
D= Ll; I223 =2;17 4;554 107* (1;292)> 107 =28;2129 10“*m®

Sustituyendo

M¢

A= gaiag g C0530(0;5077 4554 1077 0;4192 1,292 10°%)+

+sin30( 0;5077 1;292 1072+0;4192 2;17 107%) =20;21 M,

Valor igual al obtenido anteriormente.
Si A, =20 MPa=20000 kPa, sustituyendo

20000
T 20:21

La expresion de la bra neutra se obtiene sustituyendo en 4.39

M¢ kNm = 989;55 KNm

X3(l3c08  + 158N ) =X, (I,8in + 1,5c08 )
Sustituyendo

X3(4;554c0s30 1;292sin30) = X,(2;17sin30 1;292 cos 30)

es decir

3;2979 x; = 0;0339 x,

Como puede comprobarse, la bra neutra es la misma que la obtenida en el problema
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resuelto P4.2. Es decir, el angulo que forma la bra neutra con la horizontal es

0;0339
3;2979

= arctan 0;587°

Las coordenadas de los puntos B y C son

Punto B: (-11,92 ; 50,77)
Punto C: (58,58 ; -29,23)

Sustituyendo en 4.38

989; 55

= - . 2 . . —2y 4
B 82120 10+ cos30(0; 5077 4;554 10 0;1192 1;292 107?)
+sin30( 0;5077 1;292 102+0;1192 2;17 107?)

=20124 kN=m? = 20;124 MPa

989; 55 _ _
= 82129 10+ cos30( 0;2923 4;554 1072+0;5858 1;292 102)+
+5sin30(0;2923 1;292 10°* 0;5858 2;17 10°?)
=11375 kN=m?> = 11;375 MPa (compresion)

La distribucion de tensiones se dibuja en la gura P4.2.3.
Las curvaturas respecto a los ejes X, y X, valdran a partir de 4.35

_11l15c0s +l,sin

= M. =
2 E L1, |223 £
— 1 4;554c0s30 1;292sin30, , o
T30 10° KN=m2 8 2129 10> 989;55 =
=1;3245 10°*m™*
_ 11lc08 +1,sin 3
*TE LI 1z =
— 1 1;292c0s30 +2;17sin30 , .
T30 10° kN=m? 8 2129 10*  989;55 =

=1;3617 10°m™
La curvatura total

=P3350 100 m

valor sensiblemente igual al obtenido en ejes principales.



112 Resistencia de Materiales y Estructuras

~ A B
X
\3 X3 _ /
40 cm ) M;
120 °
oy 0 Xs
40 G\30° =~ — 4 o
cm . : Fibra
N
> : neutra
\9,
) N C
30 cm ‘ 70 cm
*

Fig. P4.4.1 Estudio directo de la exion esviada

I Problema resuelto P4.4 Responder a las mismas cuestiones planteadas en el problema
resuelto P4.2 a partir del estudio directo de la exion esviada.

Solucion

De acuerdo con 4.49a el angulo que forma la bra neutra con el vector momento vale

|
tan = =

Imm

’

siendo

in2 30 in 60
Lo =( 1, + m% +1,,c0(2 30)=( 4554103+ 2170256)5'”2
1292308cos60 = 1678390 cm* = 1;678 10*m*
Lom = 15087 30 + 1, 5in* 30 + 1,,5iN60 =

=4554103co0s*30 +2170256sin*30 1292308sin60 =

=2838970 cm* =2;839 10*m*
por lo que

1,678 102
= — _ =0;5911
tan 2839 10 2 0;59

es decir: = 30;587.
Notese que de acuerdo con las guras 4.8a y 4.8b, el sentido del angulo es el que va

desde la bra neutra al eje del momento.
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El momento de inercia respecto a la bra neutra mm’ valdra

I = l5sin*(30  30;587) + 1,¢0s%(30 30;587) l,.sin[2 (30 30;587)] =
= 4554103sin*( 0;587) +2170256 cos®*( 0;587) +1292308sin( 1;174) =

= 2144089 cm* =2;144 10*m*
y ademas

B, = l.,.=c0s(30;587) =2;491 10°m*
La distancia de los puntos A, By C ala bra neutra vale:

YA = 50;34 cm
Ye = 50;65 cm

Ve = 28;63 cm
por lo que, de acuerdo con 4.45

— Mf _ Mf .
AT VAT gaer 107000
de donde:
20000 kN=m?  2;491 102m*
B 0;5034 m

Las tensiones en los puntos B y C valdran

M, =989;55 kNm

_989;55 0;5065 _ .
5= ST 107 - 20124 KN=m? = 20; 124 MPa
_989;55 ( 0;2863) _
¢ 2:491 102

11375 kN=m? = 11,375 MPa

de acuerdo con 4.43 la curvatura total valdra

_ M _ 989;55 KNm
T EB,, 30 10°kN=m? 2,491 10*m

~=1;33 10°m*

valor igual al obtenido por otros metodos.
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4.4 Secciones compuestas por diversos materiales

En el caso de una seccion compuesta por diversos materiales y sometida a un mo-
mento ector, la distribucion de tensiones y deformaciones sigue las mismas pautas
vistas hasta ahora. Supongase seguidamente una seccion cualquiera (Fig. 4.10) en la
que cada punto tiene un modulo de Elasticidad E(X;; X3). Sea M; un momento ector
situado en el plano mm’ y cuyo vector forma un angulo con el eje x,. El punto G,
a diferencia de antes, no sera el centro de gravedad de la seccion, sino que habra que
determinar sus propiedades.

X3‘

(

Fig. 4.10 Seccion compuesta por diversos materiales sometida a un momento
ector esviado

El punto de partida lo constituyen las expresiones 4.26 a 4.32 que siguen siendo
validas. ZI—|abra quezaﬁadir la ecuacion de equilizbrio de fuerzas .

N = dA= EX; » X, ;3)dA= , Ex;dA s EX, dA=0 (4:50)
A A

A A

Esta igualdad se cumple para cualquier valor de ,y 5 si
Z z
Ex; dA= Ex,dA=0 (4:51)
A

es decir, si el punto G es el centro de gravedad mecanico de la seccion (ver Cap tulo 3).
Si, analogamente al cap tulo anterior, se ja un modulo de elasticidad de referencia E,
se tendra de acuerdo con 3.23

E(X;; X3) = nE (4:52)
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or lo que
p q 7 -
M;, = M;cos = X;dA= (GE , XE )x; dA=
Z A Z A Z Z
=, BEXdA ; ExxxdA=E , nGdA E ; nx;x;dA=
A A A A
=E ,lI; E ;lj
(4:53)
y tambien z
M = M;sin = X,dA= E ,I;;+E 3l (4:54)

A

En las expresiones anteriores los momentos de inercia mecanicos de la seccion vienen
dados por

z

I; = nxidA (4:55a)
ZA

I; = nxidA (4:55b)
ZA

I, = nNXyXsdA (4:55c¢)
A

A partir de 4.53 y 4.54 se obtiene
d”. _ Mpls+ Mgl

E .=E—= = 4:56a
2 ds Il 1,2 ( )
Ed * + *
E =gl = Mels*Msl; (4:56b)
ds A1y 1,2

A partir de 4.30 la distribucion de tensiones sera

=" E=xEn , XEn ;=
n 4:57
1 12 Mp(Xsly  Xol3) + Mps(Xslyy  Xo1)) (4:57)
273 23

viniendo dada la bra neutra por una expresion similar a 4.39, es decir
Xs(13cos + 1;sin ) =x,(1;sin +1),cos ) (4:58)

Logicamente, es tambien posible estudiar en este caso la exion esviada de forma
directa, tal como se hizo en el apartado 4.3.3. Facilmente puede comprobarse que las
mismas expresiones alla deducidas son validas para secciones de diversos materiales sin
mas que sustituir los momentos de inercia por los momentos de inercia mecanicos y
tener presente que las tensiones vienen dadas por

M;X,

(4:59)

0

nn

Asimismo la construccion de la gura 4.9 conserva toda su validez.
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| Problema resuelto P4.5 La seccion mixta de hormigon y acero de la gura P4.5.1
esta compuesta por una cabeza de hormigon de 30 8 cm? de area, siendo el resto acero.
En dicha seccion actua un momento ector situado en un plano vertical de valor M, =
40 KNm y de tal forma que comprima la bra superior. Determinar la distribucion de
tensiones sabiendo que la relacion entre modulos de elasticidad del acero y del hormigon
vale 7.

30 cm

Ps ®
[ |
8 cm
20 cm
[]1 cm
[ ) 1 cm

10 cm 10 cm

Fig. P4.5.1 Seccion correspondiente al problema resuelto P4.5

Solucion

En la gura P4.5.2 pueden verse representados los ejes principales de inercia y el centro
de gravedad mecanico. Ademas, 1} = 61564 cm*.

X3
9,34 MPa

4,14 MPa
28,97 MPa

14,37 cm III

14,63 cm

66,54 MPa
Fig. P4.5.2 Centro de gravedad mecanico y distribucion de tensiones

Las tensiones maximas en el hormigon valdran

(o= JOKNm 01437m _
PmeT 61564 10-"m¢

9336;63 kN=m* = 9;34 MPa
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y las maximas tensiones en el acero
() _74OkNm 0; 1463 m
T 61564 10-°m¢

= 66538;89 kN=m? = 66;54 MPa

4.5 Tensiones y movimientos producidos en una seccion debidos a deforma-
ciones impuestas

Se han analizado hasta ahora las tensiones, deformaciones y movimientos que se
producen en una seccion cualquiera como consecuencia de la existencia de un mo-
mento ector en la misma. Sin embargo, en una seccion pueden producirse tensiones y
movimientos sin que actue esfuerzo externo alguno, sino algunas deformaciones que se
imponen a la seccion. Las mas importantes vienen motivadas por los cambios termicos
y por la retraccion y uencia.

Para analizarlos, se considera una seccion cualquiera de una pieza isostatica®. Si las
deformaciones que se imponen a la seccion son compatibles con la cinematica propia de
la seccion, entonces se produciran movimientos, pero no tensiones, mientras que si, por
el contrario, las deformaciones impuestas no son compatibles con la propia cinematica
de la seccion, se produciran movimientos y tensiones. Dicho en otras palabras: se ha
adoptado como una de las hipotesis fundamentales de la Resistencia de Materiales la
hipotesis de Navier, por lo tanto cualquier deformacion impuesta que sea compatible
con ella (es decir, que mantenga la seccion plana) no producira tensiones, mientras que
si dicha deformacion impuesta no mantiene plana la seccion, sera preciso introducir
unas tensiones que la obliguen a permanecer plana.

Para aclarar lo expuesto, se desarrollan seguidamente varios ejemplos.

| Problema resuelto P4.6 Se considera una seccion rectangular perteneciente a una pieza
recta. El canto es h y el ancho b (Fig. P4.6.1). La seccion se somete a un incremento
termico no constante en la seccion y cuya ley de variacion es la siguiente:
- En AB el incremento termico es t,.
- En CD se produce un decremento termico de valor t,.
- En cualquier otro punto de la seccion, el incremento termico var a linealmente entre los
valores anteriores.
Determinar los movimientos y las tensiones producidas en la seccion.

Solucion

La ley de variacion termica puede verse representada en la gura P4.6.1. Su expresion
anal tica sera

2t,
t= Tx3 (a)

3Las tensiones y movimientos producidos en piezas hiperstéticas por deformaciones impuestas serdn
estudiadas en capitulos posteriores.



118

Resistencia de Materiales y Estructuras

X3‘
A B t,
h ——————
G X,
C D
b

X3 ‘
8? ds
d(Pm
G X,
-Sgt ds

Fig. P4.6.2 Defo!’magiones y movimientos producidos por una variacion
Los movimientos quel§iibiaciiaeah #eRBQidh MepidAados por (ver Fig. P4.6.2)

2"tds. 2 t,ds

") ds = S8 = S (®)
Por lo que el diferencial de giro valdra
nnt 2t
d’nt: 1 (;((3) dS — h()ds (C)
3
y la curvatura
L_drt 204,
=& T h @

siendo el coe ciente de dilatacion lineal.
Como puede observarse, la distribucion de deformaciones debidas a la variacion termica
es compatible con la hipotesis de Navier, por lo cual no se produciran tensiones.
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| Problema resuelto P4.7 Considerese una seccion rectangular compuesta por dos mate-
riales (Fig. P4.7.1), cada uno de ellos con sus propias caracter sticas elasticas y termicas.
Se somete la seccion a un incremento de temperatura constante t. Determinar la dis-
tribucion de deformaciones y tensiones en la seccion. Se tomara E, = E y E, = 2E, =

2E.
0,3m @ Material 1: E., o
0,5m @ Material 2: Ez, o,
| Lm |
T T
Fig. P4.7.1 Seccion compuesta de dos materiales sometida a una varia-
cion termica constante t
Solucion

Sin perdida de generalidad, se supondra que , > ,. Sicada bra de la seccion pudiera
deformarse libremente, se producir an los movimientos dados por la | nea ABCDGH de
la gura P4.7.2.

Como puede observarse en dicha gura, los movimientos producidos no son compatibles,
por lo que se produciran tensiones. Puesto que la seccion debe permanecer plana, sea '
el plano de la seccion deformada. Las deformaciones que se produciran como consecuencia
de ello son las senaladas con echitas en la gura P4.7.2. Asimismo, las tensiones seran
iguales a estas deformaciones multiplicadas por su correspondiente modulo de Elasticidad.
Para que el plano ' este completamente determinado, es preciso conocer su valor en un
punto y su inclinacion  respecto a un plano vertical. Se pueden tomar por tanto como
incognitas el valor de la deformacion BL y el angulo . Para determinarlas se imponen
las sabidas condiciones de equilibrio.

Sea: BL =y,
Por tanto:

RC =y,

DR=( . Ot Y,

SG =y,
Se plantean seguidamente las ecuaciones de equilibrio. Primeramente el equilibrio de
fuerzas Z z

N = dA= "EdA=0

A A
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0,5m HG=(x2t
777777 % DC = AB - HG = (0t,-a,) t
H G

Fig. P4.7.2 Deformaciones producidas en una seccion rectangular de dos
materiales por una variacion termica constante t

es decir
1 BL RC 03 E,+1 DRZSG

5 0,5 E,=0 (@)

y sustituyendo

y12y2 03 24+ 2 2); Y: Y2 5= ®)
0;3y, 0;55y, 0;25y.+0;25( , ,)t=0 ©

lo cual constituye la primera ecuacion.
La segunda ecuacion vendra dada por el equilibrio de momentos. Tomando momentos
respecto al punto G.

BL RC 0;32 BL RC
- . o
1 5 0;3 E, 0;5 3 BL RC
(d)
DR SG 0;52 DR SG
Lo % B e s T
y sustituyendo y reordenando terminos
Yo Y2 g3 2 05402020 Y2 4
2 Y1 Y2
(e
;2
+0' 52 ( 2t 2y, y. =0

6
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O sea

0;21y, 0;2633y, 0;0417 y,+0;0833 ( , ) t=0 ()

gue constituye la segunda ecuacion.
La tercera ecuacion se obtendra de imponer que las pendientes sean iguales, es decir

BL+RC _ DR+SG
03 05

()]

0 Sea
Yi+Y. _ (2 DU Ya+ys

0;3 0;5

es decir
0;5y,+0;8Y, 0:3)/3:0;3( 1 z)t
Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene

y, =0;1638 ( , 2) t

Yy, =0;3952 ( , 2) t

ys =0;3271 ( , 2) t

Conocidos los valores de las deformaciones, las tensiones se obtienen multiplicandolas
por sus correspondientes modulos de Elasticidad. Por lo tanto, si se denomina k =
E( . 2)t, en la gura P4.7.3 viene representada la distribucion de tensiones.

— —— 7 0,3276 k
0,3m /4

S 0,7904 k 0,6048 k

— - 0,3271 kg

Fig. P4.7.3 Distribucion de tensiones
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4.6 Energ a de deformacion

De acuerdo con lo estudiado en apartados anteriores, la existencia de un momento
ector actuando en una seccion de una pieza provoca una distribucion de tensiones
normales a dicha seccion. Al mismo tiempo, provoca unas deformaciones contenidas
en un plano, lo que da lugar a que una seccion de una dovela gire una cantidad d~
con respecto a la anterior. Ello provoca una curvatura en la bra neutra de valor
=d~=ds.

En este apartado, se tratara de obtener el valor de la energ a de deformacion de una
pieza, en funcion del valor (o valores) del momento ector y de la curvatura (denomi-
nada tambien deformacion generalizada). Para ello, notese que la unica componente
no nula del tensor de tensiones es , = , siendo el resto iguales a cero.

A partir de la expresion 1.49, la energ a de deformacion por unidad de volumen se
escribe

A 12X
W= 2 i (4:60)
2¥)
y eliminando los productos nulos, la energ a de deformacion por unidad de volumen
debida al momento ector se escribe

A
W= % " (4:61)

En los subapartados que siguen, se integra la expresion anterior en la seccion de la
pieza para obtener la energ a de deformacion en funcion de las variables generalizadas.

4.6.1 Energ a de deformacion en piezas de plano medio

Teniendo en cuenta que, si el momento esta situado en el eje OXx,, las tensiones valen

— Mf2X3
(P}
y las deformaciones son
"= X
sustituyendo en 4.61 se obtiene
a1 X2
W= M, ,-=2 (4:62)
e integrando en la seccion
7 R
i~ 1 x2 1 x2dA 1
W]wz ~ Mf2 273dA = 7Mf2 2% = 7Mf2 2 (4638.)
2 I, 2 I, 2

A
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expresion que tambien puede escribirse

A 1 M?2
W, = 5 E(z (4:63b)
2
o bien
A 1
W ,,= QEIZ 2 (4:63c)

La energ a de deformacion para toda la pieza se obtiene integrando en toda la lon-
gitud cualquiera de las expresiones 4.63, es decir

z z z z
1 1 .17 M2
Wy =3 My 2ds=E M;, d 2= 5 Elf;dsz5 El, 2ds (4:64)

L L L L

Las expresiones anteriores de la energ a de deformacion pueden asimismo obtenerse
artir del producto escalar del vector momento por el vector giro multiplicado por

ap
1=2

4.6.2 Energ a de deformacion en ejes principales

De acuerdo con lo analizado en el apartado 4.3.1, si se tiene un momento ector M;

de componentes I%,, = M;cos y I%;; = M;sin segun los ejes (principales) locales
Gx, y GX;, se produce un giro d” en la seccion de valor
1

\%3 \%3
d” =db,b, +dbb; = —2b,+ —b; ds 4:65
2¥2 3¥3 Epz 2 Eps 3 ( )
por lo que la energ a de deformacion vendra dada por
Z
1 db
W, = 2 [MfZ ; IVFfs] dbz (4:66)

L

por lo cual, la energ a de deformacion debida al momento ector puede expresarse por
las formas alternativas

172 172 12 172
W]w =§ Mfgd bz + 5 Mf:gd b3 = é Mfz b2 dS + é Mfg b3 dS =
L L L L
z z z z
14 42 1% 42 1 1
== 24 + = Bgs=> ERbZds+= EPRb2ds (4:67)

2

L L

2L EPR 2L EPR 2
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4.6.3 Energ a de deformacion con ejes cualesquiera

A partir de los resultados obtenidos en el apartado anterior, la energ a de defor-
macion puede escribirse

172 172 17 17
WJM :§ Mfzd,2+§ Mfgd,3=§ Mfz 2 dS+§ Mf3 3 ds =
2 L L Z L
1 Mf2|3+M?3|2+2Mf2Mf3|23 1
== ds== E(3i, 2 s+ 3lI5) ds
2 E(lls 13) 2 212 2 sl + 3ls

(4:68)
A la misma conclusion anterior puede llegarse a partir de la integracion de 4.61 en
todo el volumen, teniendo presente la expresion 4.37.

4.7 Flexion compuesta

Cuando sobre una seccion recta de una pieza cualquiera actua simultaneamente
un momento ector y un esfuerzo axil, se dice que la seccion esta sometida a exion
compuesta. Como ambas solicitaciones M, y N solo producen tensiones normales, en
virtud del principio de superposicion, en el caso de exion compuesta se produciran
unicamente tensiones de este tipo.

La exion compuesta es equivalente asimismo a la actuacion de un esfuerzo axil N
en un punto P de la seccion (denominado centro de presiones) distinto del centro de
gravedad G (Fig. 4.11), y es de tal forma que las excentricidades valgan

M
e, = Wfs (4:69a)
M
e, = Nf 2 (4:69b)
de tal forma que se cumpla la igualdad vectorial
| |
M; =GP N (4:70)

4.7.1 Flexion compuesta recta

La exion compuesta se denomina recta cuando el vector M, (Figura 4.11) -y por
tanto tambien la fuerza N- estan contenidos en uno de los ejes principales de inercia.
Sin perdida de generalidad se puede suponer que dicho eje principal de inercia es el
GXs.

Para calcular las tensiones, se sumaran los efectos debido a N y los debidos a M,

A 1,

(4:71)
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Fig. 4.11 Seccion sometida a exion compuesta

Las secciones normales, conservandose planas y manteniendose normales a la bra
media para cada una de la solicitaciones, cumpliran esta propiedad al actuar simulta-
neamente.

Ademas, como por efecto de la actuacion de N y M3, una cara de una rebanada
experimenta una traslacion y un giro (alrededor de Gx,) respectivamente, esta cara
efectuara en exion compuesta recta un giro alrededor de un eje paralelo a Gx, y cuya
posicion se determinara mas adelante.

Las tensiones maximas se produciran en las bras extremas y vendran dadas por
(ver Figura 4.12)

N Mgy,
=— + 21 4:72
TAT T, (4:722)
N Mf2y2
=— 4:72h
=A (4:72b)
siendo y, e y, las distancias del eje Gx, a las bras extremas de la seccion.
Teniendo en cuenta 4.69, la expresion 4.71 puede tambien escribirse
N Ne; N €5Xs
= _— + Xo=— 1+ 4:73
A LT A r2 (4:73)

. P—— . . . .
siendo r, = ° 1,=A al radio de giro de la seccion alrededor del eje GX,.
La posicion de la bra neutra, o eje de giro de la seccion mencionado previamente,
se obtendra anulando la expresion 4.73

€3X5

1+ = =0 (4:74)
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¥ | Y, = Y | Yy
Q—/ Q—/
N
Ci=0= %
_l’_
. My
o= I m

G,=G,+0G;

! ‘ G,=G;+0)'

Fig. 4.12 Distribucion de tensiones en exion compuesta

siendo x§ la distancia del eje Gx, a la bra neutra ff’, con lo que

s

Xg = —=
€;

3

(4:75)

En la gura 4.13 puede verse representado gra camente el eje neutro, as como su
situacion. Observese que dicho eje no depende del valor de N, sino unicamente de su
posicion e;.
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X3 ‘
X3
— . f'
eje neutro
Fig. 4.13 Posicion del eje neutro
X3
Gl

—o N

3

h G % | _
s | ©2
Fig. 4.14. Distribucion de tensiones en una seccion rectangular
En el caso de una seccion rectangular (Fig. 4.14) se tendra

N Ne,; N 6e;

= —+ =— 1+ — 4.7

= bh "% ~ bn h (4:762)

N Ne3 N 6e3

= — =— 1 — 4:76b

?  bh " bhz " bh h (4:76b)

Las expresiones anteriores son de gran utilidad en multitud de estructuras tales como
pilares, etc.
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| Problema resuelto P4.8 Resuelvase nuevamente el problema P4.7 pero bajo el punto
de vista de la exion compuesta.

Solucion

La solucion de este problema puede obtenerse alternativamente utilizando los conceptos
de exion compuesta. Para ello, observando la distribucion de tensiones dada en la gura
P4.7.3, esta claro que, en cada una de las porciones 1 y 2 de la seccion, la resultante de
dichas tensiones es un esfuerzo axil N que actua en un punto a determinar. Por considera-
ciones de equilibrio, el esfuerzo axil N, de la porcion 1 debe ser igual y de signo contrario
al esfuerzo axil N, correspondiente a la porcion 2. Ademas, el punto de aplicacion de N,
y de N, coinciden (ver Fig. P4.8.1).

0,3 m

T T N,=N Ie
#
—— =N

N, =
0,5m

Fig. P4.8.1. Resultante N, N y N, N de las tensiones que actuan en
lyen?2

Las dos incognitas del problema lo constituyen los valores de N y e. Las dos ecuaciones
se obtendran de:

a) lgualdad de deformaciones en T
b) Igualdad de giro en 1 y en 2, ya que la seccion debe conservarse plana

a) lgualdad de deformaciones en T
Las tensiones en T considerando que T pertenece a 1 valen

0;3 0;3
()= N AR (@)
1 03 1,

siendo I, = (1 (0;3)*)=12 = 0; 00225 m*. Sustituyendo en a

(+).= 13;33N 66;67 N e (b)
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Considerando seguidamente que T pertenece a 2 se obtendra

0;5 0;5
(=N +N > ¢ 7
27105

I,

siendo I, = (1 (0;5)*)=12 = 0; 0104 m*. Sustituyendo en ¢

(+)2=8N 24Ne
Debido a la igualdad de deformaciones, es obvio que debe cumplirse

;tds+("y), ds= ,tds+ ("), ds
O sea

E(, .)t=1467N+9335Ne

Lo cual constituye la primera ecuacion.

b) Igualdad de los angulos de giro (o tambien de las curvaturas)

Dado que =d”,=ds = M=EI, es inmediato obtener que
N 23 N O
_ 2
E.l, B E.l,
Es decir

N (0;15+¢e) N (0;25 )
2 0;00225  0;0104
lo cual constituye la segunda ecuacion.

De h se obtiene que e = 0;029 metros. Por lo que a partir de f se obtendra

N=006944E (, )t

129

©

(d)

(®)

(")

()]

(h)

(M

A partir de los valores de N y e obtenidos, es posible hallar la distribucion de tensiones:

N 0;3 +e
N 2 0:06944E ( , )t
= + 0:15 = +
A 1 0:3 1, 0:3
0:06944 E ( , ) t(0;15 0;029)
+ . — .
0 00025 0:15=0;3487E ( , )t
0;3
+
(o= N N —-+e 5 O0B94E (. )t
1 03 , T 0;3
0:06044 () t(Q15 0:029) o\ oo EC. ot

0; 00225
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[

N 2 0;5 0;06944 E t

()= = S
1 05 I, 2 0.5

" 0;06944 ( , ,) t(0;25 0;029)
0;0104

0;25=0,6046 E ( , )t

N > ° 05 _006044(, )t

"1 05 1, 2 0;5

0;06944 ( , ,)t(0;25 0;029)
0;0104

0;25= 0;3269E (., )t
Como puede comprobarse, la distribucion de tensiones as obtenida coincide con la pro-

porcionada en el problema resuelto P4.7. Las diferencias corresponden a errores de
redondeo.

4.7.2 Flexion compuesta esviada en ejes principales
Sean GR, y GR; los ejes principales de la seccion considerada y sea N un esfuerzo axil
de traccion situado en un punto de coordenadas (&,; &;) respecto a los ejes anteriores.

En tal caso se dice que la seccion esta sometida a una exion compuesta esviada.
Los momentos ectores actuantes valdran

%, =Nb, (4:773)

F.= Nb, (4:77h)

por lo cual, la distribucion de tensiones en la seccion vendra dada (de acuerdo con 4.23)
por

N Mfz Mfs N Nb3 NbZ
= 4 K, Tk, =—+—R,+—-R 4:78
A pz 3 ps 2 A pz 3 ps 2 ( )

La bra neutra se obtendra igualando a cero la expresion anterior, es decir
8 e,

1+ ZRk.+ =k =0 4:79
et ke (4:79)
siendo b, = R=Ay b, = R=A los radios de giro de la seccion con respecto a los ejes

Gk, y GX;, respectivamente.
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Si &Y y & son los puntos de corte de la bra neutra con los ejes Gk, y GRj, respec-
tivamente, de 4.79 se obtiene

(4:80a)

(4:80b)

B
b,
B
8,

Fibra neutra

Fig. 4.15. Fibra neutra y distribucion de tensiones normales sobre una seccion
cuando actua un esfuerzo axil en el centro de presiones P

A partir de las expresiones 4.80 es claro que si el centro de presiones P se acerca al
centro de gravedad G, al ser en valor absoluto las excentridades &, y &; pequenas, los
valores &9 y &g seran grandes (tambien en valor absoluto) por lo que la bra neutra se
alejara del centro de gravedad G. Si los valores &, y b; siguen disminuyendo, la bra
neutra saldra fuera de la seccion, estando entonces toda ella sometida a traccion.

Una propiedad muy importante de la bra neutra es que cuando el centro de pre-
siones P se desplaza a lo largo de una recta, las bras neutras correspondientes a cada
una de las posiciones del centro de presiones pasan por un punto R. Para demostrarlo,
considerese la seccion de la gura 4.16, en la que una fuerza N se desplaza a lo largo de
la recta ’. Dicha fuerza N se puede descomponer en dos fuerzas N’ y N” situadas
respectivamente en los ejes Gk; y GR, (puntos A y B). Logicamente los valores de N’
y N” variaran al variar el punto de aplicacion de N. La bra neutra correspondiente
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a una fuerza N’ (cualquiera) aplicada en A es la recta f f’, construida de acuerdo
con lo visto anteriormente. Analogamente, f” f” es la bra neutra de una fuerza N”
aplicada en B. Ambas bras neutras se cortan en R, siendo este por lo tanto el punto
por el que pasan todas las bras neutras cuando una fuerza N recorre "

f’

Fig. 4.16. Fuerza N recorriendo una recta

4.7.3 Flexion compuesta esviada en ejes cualesquiera

Supongase seguidamente que los ejes GX; y GX, de la seccion no son principales de
inercia, y en la seccion actua un esfuerzo axil N de traccion aplicado en un punto P de
coordenadas (e,, e;). Al igual que anteriormente, los momentos ectores valdran

M;, = Ne, (4:81a)

M;s = Ne, (4:81b)
De acuerdo con la expresion 4.37 las tensiones normales valdran:

N 1
= —+—— Mp(Xsls Xolps) +Mps(Xsls Xol) =
A LIz 13

N

N
—+
A Ll; 12

23

(Xl Xolxs) (Xl Xslh) (4:82)
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Al igual que anteriormente, la bra neutra se obtendra anulando la expresion anterior
2 2 2 2
+ €xr; esrzgx + €l €l

r3r; ri, 0 rar3 o ori,

1 X; =0 (4:83)

siendo r3;, = l,5=A.
Los puntos de corte de la bra neutra con los ejes Gx, y GX; valdran:

SN
(V)

T

2
r2rz  r? rs

0 — 2°3 23— .
X5 = 2 2 (4:84a)
€7 &l e,

<
NN

@D
w
‘%
NN
(&

<
NN

<
N
(¥}

22 4 r2
rars s 2

€3 e,r5, e, e

(4:84b)

ﬁ
:
RAE
(e8]

N
<
WN

En la gura 4.17 pueden verse representados los anteriores valores.

X3

Fibra neutra

Fig. 4.17. Centro de presiones, bra neutra y distribucion de tensiones nor-
males en una seccion con ejes cualesquiera sometida a exion com-
puesta esviada
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4.7.4 Estudio directo de la exion compuesta esviada

El estudio de la exion esviada parte de los resultados obtenidos en el estudio directo
de la exion esviada (Apartado 4.3.3).

Supongase que en el punto P de la gura 4.18 actua un esfuerzo axil N de traccion.
Dicho esfuerzo es equivalente a un esfuerzo axil N situado en G mas un momento ector
M;, situado en el plano GP y cuyo vector es perpendicular a dicho plano, y de valor
M, = Ne, siendo e = GP.

Fig. 4.18. Estudio directo de la exion compuesta esviada

Si nn’ es la bra neutra correspondiente al momento M; = Ne, las tensiones en un
punto cualquiera R distante y de nn’ valdran
N Ne
= 4+ - 4:85
A 1,0=cCo0s y ( )
y la distancia y° desde G a la bra neutra f f’ se obtendra igualando a cero la
expresion anterior

0=1+ r‘il yO (4:86)
nno
siendo r, o = Iolmo:A ye =e cos .
Despejando y° .2
yo= ol (4:87)
€1

En la gura 4.19 puede verse representada la posicion de la bra neutra f /.
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Fig. 4.19. Fibra neutra y distribucion de tensiones en una seccion sometida a
exion compuesta esviada (estudio directo)

| Problema resuelto P4.9 En la seccion dada por el problema resuelto P4.2 actua un
esfuerzo axil N de traccion en el punto P cuyas coordenadas (ver Fig. P4.9.1) expresadas
en cent metros son P( 30sin30 ; 30cos30). El esfuerzo N vale N = 2800 kN. Hallar:
a) Maximas tensiones de traccion y compresion y punto en el que se producen
b) Fibra neutra
c¢) Distribucion de tensiones

A B
40 &
cm
PQ Mf
& \
3% 30°
G X,
40 cm
) C
30 cm 70 cm
1

Fig. P4.9.1 Seccion sometida a exion compuesta
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Solucion

El esfuerzo N actuando en P es equivalente a un esfuerzo N actuando en el centro de
gravedad G mas un momento ector M, de valor My = 0;3 N = 840 kN'm, y cuyo vector
momento forma un angulo de 30° con la horizontal.

Se resolvera el problema utilizando tres procedimientos.

Primer procedimiento. Utilizando ejes principales de inercia.

Las componentes del momento ector M, respecto a los ejes principales valen:

I, =M, c0s53;657 = 840 c0s53;657 = 497;8 kN m
.. =M, sin53; 657 = 840 sin53;657 = 676;6 kNm

De acuerdo con 4.77 las excentridades valen

F., 497;8 kNm

& =N T 280kN oL78m
_ Mk, _ 676;6 KNm _
&.= N T 2s0kN . 248m

Los radios de giro de la seccion respecto a los ejes principales valdran

b 1,604 10-2m?

2 _ —q. 2,2

B == 052 m? 3;0846 10~°m
. —2m4

b§ :E = —5’ 1200 521r?12 m =0;8462 10 *m?

La bra neutra sera logicamente paralela a la obtenida cuando unicamente exist a exion.
Su posicion se puede obtener a partir de la ecuacion 4.78 igualando a cero las tensiones, o
bien obteniendo los valores de su interseccion con los ejes coordenados (ecuaciones 4.80):

kB 9,8462 102

0= 2= - - - =04

k2 b, 0: 2413 0;408 m
,_ B _ 30886 10° _

RS = B 01778 = 0;1735m

En la gura P4.9.2 puede verse dibujada la bra neutra. En la misma gura puede
observarse que el punto de mayor tension a traccion sera el B y el de mayor tension a
compresion el D.

Las coordenadas de los puntos B y D respecto a los ejes principales valen (en cent metros)

B (-31,29 ; 41,72)
D (-26,67 ; -43,59)
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X3 A
¥
A B 7
40 cm
.~
40 cm L_ f
Fibra
D C neutra
{ 30 cm J 70 cm
T T

Fig. P4.9.2 Flexion compuesta en ejes principales

A partir de 4.78 las tensiones en estos puntos valdran

N M (%
A p2 s p3 2
2800 497;8 676:6
- + : 4172 ——2 (0 0;3129) =
° =052 " 1604 102 517 10¢ %3129)

=22 467 kN=m? = 22; 467 MPa (traccion)

2800 497;8 676; 6
b= + . 0;4357) ————
0;52 1,604 10*2( ) 5,12 10-2
= 4613 kN=m*>= 4;613 MPa (compresion)

( 0;2667)

La distribucion de tensiones puede verse dibujada en la Figura P4.9.3.
Segundo procedimiento. En ejes cualesquiera.

Las excentridades e, y e; valen

e, = 30sin30= 15cm= 0;15m
e; = 30c0s30 = 25;98 cm = 0; 2598 m

y los momentos asociados

M, = Ne, = 2800 0;2598 = 727;44 kNm
Me; = Ne,= 2800 ( 0;15) =420 kNm
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A B 22,467 MPa
x? |
40 cm 3
TRACCIONES
G »
40 cm £ «YQ
R /| COMPRESIONES
D C 4,613 MPa
J 30 cm J 70 cm
' !

Fig. P4.9.3 Fibra neutra y distribucion de tensiones

Los radios de giro de la seccion respecto a los ejes valen:

| 2;170 10—2m*
2 —"2 . — A —24n2
r AT 0Bm 4;1731 107*m
| 4;554 107*m*
2 73 _ — Q. —2m2
rs = A 052 m? 8;7577 107°m
| 1,292 10—2*m*
2 =728 v F T = 9 -2m32
r, = A 052 m2 2;4846 107°m

Los puntos de corte de los ejes con la bra neutra valen:

4

2:4846 10-2)2
rz = 8:7577 10-2 ( )
o rz 41731 10-2 .,
X5 = 5= > agas 10— = 15549 107°m
e, €% 0;15+0;2598 = —— —
o ’ ’ 41731 102
r 2:4846 10-2)2
rz = 4:1731 102 ( )
Y rz 87577 10-2 -
X3 = 2= 54846 102 15;96 102m
& €% 0;2598 0;15 ————— —
3 8:7577 10-2

Como puede comprobarse, la bra neutra coincide con la obtenida anteriormente.
Las tensiones maximas tienen lugar en los puntos B y D de coordenadas (en cent metros):

B( 11;92; 50;77)
D( 41;42; 29;23)
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A B
X3
40 cm e,
Pq‘fﬁf 7777777777 My
! M3 /
4 %) :
1 0° .
G M X
40 cm 2"
C
30 cm J 70 cm
T T

Fig. P4.9.4 Flexion compuesta en ejes cualesquiera

La distribucion de tensiones viene dada por 4.82

N N
==+t — e3(x3|3 X2I23) eZ(X3I23 X2|2)
|2|3 |23

es decir

_ 2800 2800
=7 0,52 2,17 4,554 104 (1,292 10-2)

0;2598(0;5077 4;554 102 0;1192 1;292 10 %)+

+0;15( 0;5077 1;292 10°*+0;1192 2;17 107?) =
= 22467 kN=m?* = 22; 467 MPa

_2800 2800
P0;52 2,17 4554 10+ (1;292 10-2)°

0;2598( 0;2923 4;554 1072 0;4142 1;292 10?)+

+0;15(0;2923 1;292 10°>+0;4142 2;17 107?) =

= 4613 kN=m® = 4;613 MPa
Logicamente las tensiones son las mismas que las obtenidas anteriormente.
Tercer procedimiento. Estudio directo.

En este caso, la posicion de la bra neutra f f’ vendra dada por la expresion 4.87, en
donde y° es la distancia de la bra neutra ff’ a la recta nn’ obtenida en el problema
resuelto P4.4.
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De dicho problema se sabe que

=30; 587
I =2;144 10°m*

por lo que
. 2:144 10—2°m*

2 — nn — il — . 2

r2, = A oBm 4;1231 m
Ademas

e, =ecos =0;3 cos30;587 =0;2583 m
con lo cual

rz2, 4:;1231 102m?

0= oo = = 0;1596 m = 15;96 cm
y e, 0;2583 m

valor que coincide con lo obtenido anteriormente.
La distancia de los puntos B y D ala bra nn’ (paralela a la bra neutra ff’ pero que
pasa por el centro de gravedad) vale

Ve = 50;65 cm
Vo = 29;65cm

por lo que, de acuerdo con 4.85

2800 2800 0:3
B = +
0;52 2:491 10-2
2800 2800 0;3
®70:;52 2:491 10-2

0;5065 = 22467 kN=m? = 22; 467 MPa

0;2965 = 4613 kN=m?* = 4;613 MPa

Como se ve, los valores anteriores coinciden con los obtenidos anteriormente.

4.8 Nucleo central

En ciertos materiales cuya resistencia a traccion es baja (tales como hormigon, mam-
poster a, etc.), interesa conocer la zona en que un esfuerzo N de compresion puede
moverse dentro de una seccion para que toda ella este a compresion, es decir, para que
no existan zonas traccionadas. A esta zona se le denomina nucleo central de la seccion.
Evidentemente es independiente del valor de N. Adviertase, en primer lugar, que no
todo el nucleo central debe necesariamente estar dentro de la seccion, aunque s dentro
de su envolvente externa. Ademas, el centro de gravedad debe pertenecer al nucleo
central. Por ultimo, el nucleo central debe estar limitado por una curva convexa, pues
en caso contrario (ver Fig. 4.20) una fuerza N de compresion en P producir a tracciones
en la seccion. Ahora bien, la fuerza N puede descomponerse en dos fuerzas tambien de
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Nucleo
central

Fig. 4.21 Obtencion del nucleo central de una seccion. a) Seccion cualquiera,
b) Seccion con contorno poligonal

compresion N; y N,, situadas dentro del nucleo central y que, por tanto, no producen
tracciones en la seccion, lo cual contradice lo anterior.

La metodolog a general para obtener el nucleo central consiste en envolver el con-
torno de la seccion mediante tangentes a dicho contorno (Fig. 4.21a). Cada una de
estas tangentes t; corresponde a una bra neutra, la cual viene dada a su vez por una
fuerza N de compresion aplicada en un punto P,. El lugar geometrico de los puntos P,
constituye el contorno exterior del nucleo central. El proceso habitualmente se simpli-

ca, dado que el contorno exterior de muchas secciones es una poligonal (Fig. 4.21b).
En tales casos, sea P, el centro de presiones correspondiente a la bra neutra 1y P,
el correspondiente a 2. Se ha visto anteriormente que cuando un conjunto de bras
neutras pasan por un punto, los correspondientes centros de presiones describen una
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recta, por lo que los correspondientes centros de presiones del haz de bras neutras
que pasan por B (sin cortar la seccion) son el segmento P,P,. De la misma forma, los
correspondientes centros de presiones del haz de bras neutras que pasan por C son los
puntos del segmento P,P; (siendo P; el centro de presiones correspondiente a la bra
neutra 3). Prosiguiendo con este razonamiento, se obtiene que el nucleo central es el
area delimitada por el pol gono P,P,P;P,. Como puede observarse, es su ciente con
obtener en este caso cuatro puntos del nucleo central para de nirlo completamente.
Unos cuantos ejemplos aclararan la forma de obtenerlo.

| Problema resuelto P4.10 Determinar el nucleo central de un c rculo de radio R.

Solucion

Por simetr a, esta claro que el nucleo central debe ser un ¢ rculo concentrico con el ¢ rculo
dado. El radio a se obtendra escribiendo que, cuando el punto de aplicacion de la fuerza
N esta en el contorno, la bra neutra es tangente al ¢ rculo de radio R.
El radio de giro de la seccion circular respecto a un eje cualquiera vale:

Ri=4 _R
2

R
4

| Problema resuelto P4.11 Determinar el nucleo central de una seccion rectangular de
canto a y ancho b.

Solucion

En este caso, la envolvente de la seccion (que coincide con el contorno de la propia
seccion) son las cuatro rectas AB; BD; CD; AC (Fig. P4.11.1). Por lo tanto, el nucleo
central sera un cuadrilatero (cuatro vertices). Ademas dado que la seccion es doblemente
simetrica, el nucleo central tambien lo sera.
Cuando la bra neutra coincide con CD, el centro de presiones es un punto P tal que
4.75: 2 o210
. rz_ a*=12 _ a
GP=e= x¢ a2 6

Igualmente, cuando la bra neutra coincide con AC, el centro de presiones es un punto
Q tal que
r2 h?=12 b
GO =e, = == = _
Q=e X9 h=2 6

De la misma forma (ademas de por simetr a) se obtienen los puntos S y R, con lo cual
se concluye que el nucleo central es el rombo de la gura P4.11.1.
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| Problema resuelto P4.12 Determinar el nucleo central de la seccion del problema

resuelto P4.2.

Solucion

La seccion tiene cinco envolventes: las rectas AB;BH; HC; CD; AD. A cada una de
ellas correspondera un centro de presiones, por lo que el nucleo central tendra cinco
vertices. Cada uno de dichos vertices se obtendra por uno de los procedimientos vistos

anteriormente.

a) Obtencion del centro de presiones correspondiente a AB (Fig. P4.12.1): Punto P,. Se

trabajara en ejes principales.

La interseccion de la recta AB con los ejes principales tiene lugar en

k) = 126;53 cm =

1,2653 m

kZ =55;43 cm = 0;5543 m

y a partir de las expresiones 4.80

b, = B 9;8466 10°*
T kg 1;2653

3;0849 102

b3 o E -

R~ 0;5543

102 m=7;782 cm

5;5654
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30 cm 70 cm
¢

Fig. P4.12.1 Centro de presiones correspondiente a la bra neutras AB,
BH, HC, CD y AD: Nucleo central

Respecto a los ejes Gx, y GX; las anteriores excentridades seran:

e, =4;89 cm
e; = 8;23cm
Es decir: P,(4;89 ; 8;23).
b) Obtencion del centro de presiones correspondiente a BH: Punto P,. Se trabajara con

los ejes coordenados Gx, y GX,;. La envolvente BH corta a los ejes coordenados en los
puntos

X3 = 76;93 cm = 0; 7693 m
XJ = 43;96 cm = 0;4396 m
Los radios de giro valen:

I, _ 2,170256 102 m*

N

=4;1736 10 m?

r: =

2
2

A 0;52 m?
| 4;554103 102 m*
2 - 183 _ 1 —q- —2 2
r; = A 052 m? 8;7579 107°m
| 1;292308 102 m*
2 — 128 _ ' — . -2 2
r23 - A O, 52 m2 2, 4852 10 m

A partir de las expresiones 4.84

( 2;4852 10-2)2

4:1736 10-2 _  7,2781 102

e e 2;4852 102 ~ e, +0;5955 e,
2 7% 4:1736 102

8;7579 102

0;7693 =
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c)

( 2;4852 10°2)2

. -2
T 5 T U 7 S
: - e e 24852 102 " e, +0;2838¢e,
® 287579 102
es decir

e, +0;5955 e, = 9;4853 102
0;2838 e, +e,=7;8899 10°*

y resolviendo el sistema de ecuaciones

e, = 5;7604 107>m = 5;7604 cm
e;= 6;2551 10°m = 6;2551 cm
Es decir: P,( 5;7604 ; 6;2551).
Obtencion del centro de presiones correspondiente a la bra neutra HC: punto P, (Fig.

P4.12.2). Se obtendra mediante un estudio directo.
El radio de giro r? , vale:

Lo |
r2, = X =K3=8;7579 1072m?

A partir de la expresion 4.87

8,7579 102
€

0;5808 =

o = 87579 102 _

e 0;5808

Falta obtener el angulo que forma el eje del momento con la bra neutra.
De acuerdo con 4.49b

15;079 10 *m

_ Int _ |23 _ 1,292 1072 _ .
tn = 0T LT s 10 0
= 15;84°
Por tanto el plano del momento formara un angulo de 90 + = 74;16° con el eje nn’.

Ademas

e= = —15674 cm
CcOoS

Las coordenadas de P, respecto a los ejes coordenados Gx, Gx; son P,( 15;079; 4;28).
De la misma forma se obtienen los centros de presiones correspondientes a las rectas DC
y AD, obteniendose respectivamente los puntos P, y P de coordenadas en cent metros:
P.( 8;5;14;28) y P5(20;89; 5;86).

En la gura P4.12.1 puede verse representado gra camente el nucleo central (zona som-
breada).
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30 cm J : 70 cm

Fig. P4.12.2 Centro de presiones correspondiente a la bra neutra HC

4.9 Ejercicios propuestos

| Ejercicio propuesto EP4.1 La seccion de la gura, se fabrica de la siguiente forma:

a) Se coloca la viga de acero sobre dos apoyos procediendo a cargarla con dos fuerzas F,

tal como indica la gura.
b) Seguidamente se coloca sobre AA’ la capa de hormigon y, una vez este ha endurecido,

se retiran las fuerzas F.

Hallar:
El valor de F para que se cumplan las dos siguientes condiciones:

- Tension en el acero al nal del proceso en la seccion centro luz inferior a 50 MP a.
- Tension nal en el hormigon en la seccion centro luz inferior a 5 MPa.

¢) Una vez construida la pieza se carga la misma con una fuerza puntual de valor P
aplicada en el punto medio de AA’. Se pide:

- Valor de esta fuerza para que las tensiones nales en el alma del acero sean cons-
tantes, y valor de esta tension.

NOTAS:

1.- Espesor en la pieza de acero igual a 1 cm
2.- E,=E, =7
3.- Peso espec co del hormigon ;, = 25 kN=m?

Valores de control: F =65;39kN ; P =211;42kN (sentido ascendente)
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Fig. EP4.1

I Ejercicio propuesto EP4.2 Un pilar cuya seccion se representa en la gura esta
sometido a una carga P = 150kN de compresion aplicada en el punto A.

Hallar:

a) Distribucion de tensiones
b) Nucleo central

Valores de control: Las coordenadas de los vertices del nucleo central respecto a unos
ejes horizontal y vertical y que pasan por el centro de gravedad valen: (-8,75 ; 38,25),
(26,92 ; -23,57), (5,85 ; -25,55), (-6,58 ; -6,81), (-7,27 ; 6,37) viniendo dadas las unidades
en cent metros.

I Ejercicio propuesto EP4.3 La viga de la gura tiene 10 m. de longitud. En sus
extremos estan colocadas sendas placas in nitamente r gidas. La seccion de la pieza es
mixta de hormigon y acero y sus caracter sticas pueden verse tambien en la gura.

Dicha viga tiene un incremento de temperatura de t = 30° grados.
Determinar:

a) Distribucion de tensiones

b) Radio de curvatura

¢) Valor y posicion de un esfuerzo axil para que la pieza recupere su posicion inicial
d) En este ultimo caso, distribucion de tensiones
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b,=30 cm
A =]
ftZI cm
h=100 cm H4t=1 cm

L t=1cm
e e |

Al J

b,=70 cm !

Fig. EP4.2

E.coro = 210GPa

Ehormigon = 30GPa
woro =1;2 1075 °C3
hormigon = 107> °C™*

Valores de control: Radio de curvatura R = 1;24 10*m. Valor del esfuerzo axil N =
2624 kN

Ejercicio propuesto EP4.4 La seccion de la gura EP4.4a se pretensa mediante un
cable con una seccion de 25 cm?, situado en el centro de la parte inferior de la pieza.

La tension de compresion en la parte inferior de la seccion, despues del pretensado, debe
ser de 30 MPa. Una vez fabricada, se coloca sobre apoyos, tal como se indica en la gura
EP4.4b.

A continuacion se hormigona la parte superior de la seccion, resultando una viga con la
seccion de la gura EP4.4c.

Una vez endurecido el hormigon, se carga la viga con una fuerza F en el centro de su luz.

a) Hallar dicha fuerza, considerando que la maxima tension de compresion en el hormigon
es de 35MPa y que la tension de traccion es nula.

b) Calcular, asimismo, los esfuerzos en el cable y las tensiones en la seccion central de
la viga, en todas las fases del proceso.

Datos:

- Peso espec co del hormigon: 25kN=m?
- Relacion de los modulos de elasticidad: n = E,=E; =8
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Fig. EP4.3

I Ejercicio propuesto EP4.5 Se desea postensar la viga recta de 35 metros de luz y
seccion que muestra la gura.

El postensado sera curvo, de tal forma que, actuando el peso propio y el postensado, las
tensiones en todas las bras superiores sean nulas y la tension de compresion maxima en
la seccion central sea de 35 MPa.

Hallar:

a) Trazado del cable y esfuerzo de postensado que tendra la viga
b) Area del cable, si para esta fase las tensiones maximas en el acero valen 1200 MPa
¢) A continuacion se inyecta la vaina de forma que haya adherencia perfecta entre el
hormigon y el acero. Se carga la viga con una carga uniformemente repartida de
valor pkN=m. Calcular el valor de p de forma que:
c.1) En la seccion central en el hormigon no existan tracciones
c.2) En la seccion central las maximas tensiones de compresion en el hormigon no
sobrepasen 35 MPa
¢.3) En la seccion central, las maximas tensiones en el acero no sobrepasen 1 700MP a
d) Distribucion de tensiones normales en la seccion central
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Fig. EP4.4

Valores de control:

- Esfuerzo de postensado de la viga: 7588 kN
- Area del cable: 463;23cm?
- Sobrecarga: p = 8;86 kN=m
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5 Tensiones producidas por el esfuerzo cortante

5.1 Introduccion

De acuerdo con el estudio de tensiones realizadas en el Cap tulo 1, en un punto
cualquiera de una seccion se tendran, en general, tensiones normales y tensiones tan-
genciales. Por lo que respecta a las primeras, en los dos cap tulos anteriores se ha
estudiado su distribucion, as como su relacion con los esfuerzos axil y ector.

Este cap tulo y el siguiente estan dedicados al estudio de las tensiones tangenciales.
Dichas tensiones son debidas al esfuerzo cortante y al momento torsor. EIl presente
cap tulo esta dedicado al analisis de las tensiones producidas por el esfuerzo cortante,
mientras que el siguiente tratara de la distribucion de dichas tensiones originadas por
el momento torsor.

Debe advertirse que, al contrario de lo que sucede con las tensiones normales, no
es posible determinar la correcta distribucion de las tensiones tangenciales en un caso
general mediante las herramientas proporcionadas por la Resistencia de Materiales,
siendo necesaria la utilizacion de la teor a de la Elasticidad. Sin embargo, para una
gran parte de las secciones utilizadas en la practica (per les metalicos, secciones rec-
tangulares o en T, etc.) s es posible obtener una formulacion sencilla de la distribucion
de tales tensiones a partir de las hipotesis de la Resistencia de Materiales formuladas
anteriormente. A ello se dedica el presente cap tulo y el siguiente.

5.2 Origen de las tensiones tangenciales

Observese la gura 5.1, la cual representa una seccion y rebanada diferencial en
la que actua un momento ector y un esfuerzo cortante actuando en uno de los ejes
principales de inercia. Como se sabe, las tensiones producidas por el momento ector
valen

_ Mg
P

Supongase que mediante una curva la seccion A se divide en dos partes, Al y A2
(Fig. 5.2). Centrandose en lo que sucede, por ejemplo, en Al, se ve que existira una

X3 (5:1)
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a) b)

Fig. 5.1 Seccion y rebanada diferencial sometidas a un momento ector y es-
fuerzo cortante actuando en un eje principal de inercia

distribucion de tensiones normales, dada por

dm X
st 3
ds I,
Analogamente, considerando la parte dorsal de la rebanada diferencial en la co-
rrespondiente porcion Al de la seccion, las tensiones normales vendran dadas por la
expresion 5.1.

La resultante de todas las tensiones actuantes en Al (parte dorsal de la rebanada)
valdra

+d = M, + (5:2)

Z Z
M M
F= dA = 2y, dA= —2m, (5:3)
Al a b 1,
siendo
Z
m,, = XzdA

Al

el momento estatico de Al respecto al eje X,.
La resultante de las tensiones +d (parte frontal de la rebanada) valdra

z z

F+dF= ( +d)dA= (M, +Me
Al Al

ds

ds)?dA = (M, + 72 gg) M2
2

0 (5:4)

I

A partir de 5.4 y 5.3 es claro que debe existir una fuerza dF (Fig. 5.2) que equilibre
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o O+dO

-1 Al
= [

Fig. 5.2 Tensiones y resultantes de tensiones actuantes en una porcion de la
seccion recta de una viga

la diferencia de resultantes (F +dF) F. Este diferencial de fuerza vale

dM;, m,,

ds I,

y teniendo en cuenta que dM,=ds = Q, la expresion 5.5 se transforma en

Qsm,;
(P}

Al valor R = dF=ds se le denomina esfuerzo rasante por unidad de longitud y, por
razones de equilibrio, debe ser igual a la integral de la componente segun X, de las
tensiones tangenciales que existen en la super cie del corte. Por ello, es posible hablar
de una tension tangencial media dada por

— R — Q3m€2
"™ Longitud de la curva I,L

dF =

ds (5:5)

dF =

ds (5:6)

(5:7)

A partir de las hipotesis de Resistencia de Materiales, no es posible obtener la
distribucion exacta de dichas tensiones tangenciales, sino unicamente el valor medio de
su componente X;.

Observese que por lo estudiado en el Cap tulo 1, junto a las tensiones que apare-
cen en la super cie cil ndrica ABA’B’, paralelas al eje de la pieza, apareceran otras,
contenidas en el plano de la seccion, cuya componente normal a la curva sera en cada
punto igual, en valor absoluto, a la correspondiente contenida en la super cie cil ndrica,
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y ambas estaran dirigidas hacia la curva AB, o se separan de ella (ver Fig. 5.2c). En
este caso, las dos tensiones tangenciales normales a AB tienen sentidos que se separan
de dicha curva.

Esta ultima observacion es muy importante, pues la formula fundamental 5.7 permite
hallar -por ser ambas iguales- tanto la tension tangencial media, que actua sobre la
super cie ABA’B’, segun sus generatrices, como la tension media que se ejerce en la
seccion, a lo largo de AB, y normal a esta curva. Esta misma observacion permite
determinar, sin ambiguedad, el sentido de esta tension cortante.

En los apartados siguientes se estudiaran algunas aplicaciones practicas de cuanto
se acaba de exponer.

Es facil poner de mani esto la existencia de estas tensiones cortantes. Para mas
sencillez supongase una viga de seccion rectangular, simplemente apoyada y cargada,
segun indica la gura 5.3.

Pl Pz P}
a a'

R T, = F=C

) — b
b= = = = =1
a) d)
A A'
7 7 7 7
b) €)
A A'

c)
Fig. 5.3 Vision de las tensiones tangenciales

Considerese una seccion ideal AA’, horizontal, que divide a la viga en dos partes (1)
y (2). Si se carga la viga con una serie de fuerzas P, P, y P, esta se ectara (Fig. 5.3b)
y a lo largo del plano AA’ apareceran una serie de tensiones cortantes que impiden que
el trozo (1) deslice sobre el (2) tal como puede verse en la gura 5.3e. Las tensiones
cortantes que se ejercen a lo largo de AA’, sobre cada una de las partes (1) y (2), se
indican en la gura 5.3c.
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En la gura 5.3d se establecen las tensiones normales y las tangenciales que actuan
sobre el elemento de viga a;b;a’;b’ y que se indica en la gura 5.3b.

Es facil ver, f sicamente, es decir, sin necesidad de reglas o convencion de signos, el
sentido de las tensiones. En efecto: si se supone mayor el momento que actua sobre la
cara ab que el que actua sobre la a’h’, tambien seran mayores las tensiones normales
-de compresion- sobre ab que sobre a’b’. En consecuencia, la tension cortante que actua
sobre bb’ tendra el sentido que se indica en la citada gura 5.3d.

Finalmente, se deduce el sentido de las tensiones cortantes sobre ab y a’b’.

En cuanto al modulo de estas tensiones cortantes, por la formula 5.7 se ve que:

- Sobre la cara ab o a’b’ las tensiones cortantes crecen a medida que el punto en que se
determinan tales tensiones se acerca a la bra neutra, ya que, para una seccion de-
terminada, todos los factores que entran en la citada formula son constantes excepto
m.,, que aumenta parabolicamente con la profundidad z.

- Sobre bb/, la tension cortante se mantiene constante, ya que evidentemente los fac-
tores m_,; 1,; de la formula 5.7 permanecen invariables. En cuanto a Q;, como
Qs = dMy,=ds y My, var a linealmente, sera Q; = constante.

- Si la viga hubiese estado cargada con carga uniformemente repartida (p kN=m), la
tension cortante sobre bb’ aumentar a linealmente de derecha a izquierda, ya que
M, aumenta parabolicamente y por tanto Q; = dM,=ds aumentar a linealmente.
Se analiza en los apartados siguientes la aplicacion de la expresion 5.7 a distintos

tipos de secciones.

5.3 Distribucion de tensiones tangenciales en secciones macizas

5.3.1 Seccion rectangular

Se estudiara en primer lugar como se reparten las tensiones tangenciales en una
seccion rectangular de ancho b y h de canto.

Por lo dicho en el Cap tulo 1, y lo que se ilustra en la gura 5.4, las tensiones en A
y A’ deben estar dirigidas segun el contorno (Fig. 5.4b). Lo mismo ocurre debido a la
simetr a en el punto medio M de AA’. Parece pues natural admitir, para simpli car el
estudio, que en todo punto de AA’ la tension cortante es paralela al esfuerzo cortante
Qs.

Por otra parte, tambien se admitira que la distribucion de tensiones es uniforme a
lo largo de AA/.

Habida cuenta de estas dos hipotesis, se puede calcular facilmente el valor de la
tension cortante que actua a una determinada altura, y sobre la bra neutra, mediante
la formula 5.7.

En este caso particular es:

. h h=2+x, _b hz
Me=h 3 % T Tap %
3
L, =2 =b
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Fig. 5.4 Distribucion de tensiones tangenciales en una seccion rectangular

y sustituyendo en 5.7 se obtiene

_3Q; 2X; 2 )
~ 2bh ! h (5:8)

As pues, la distribucion de tensiones tangenciales, a lo largo de una paralela al eje
GXs, es una parabola, tal como se indica en la gura 5.4c. Las tensiones tangenciales
maximas se producen en el eje Gx, y valen:

_3Qs _3Qs _
" 2bh 2 A (5:9)
Es facil ver el sentido de las tensiones tangenciales, bien aislando el prisma ABA/ B!,
y viendo que sobre AA! las tensiones tangenciales van dirigidas de derecha a izquierda,
bien deduciendo el sentido de Q; sobre la cara AB (sera hacia arriba, si como en este
caso M, aumenta de izquierda a derecha).
Se aconseja al lector deducir, para este caso, dicha formula directamente. Para ello
establecera el equilibrio del prisma AB  A/B!, considerando las fuerzas normales que
actuan sobre AB y A/ B! y las tangenciales sobre AA (todas ellas son horizontales).
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Los valores de , dados por las formulas 5.8 y 5.9, no son exactos, pero tienen una
gran aproximacion siempre que la seccion sea peraltada (h > b). La teor a mas exacta
de la elasticidad muestra que la tension cortante no es constante a lo largo de todos los
puntos del eje neutro (eje Gx,), sino que alcanza sus valores maximos en sus puntos
extremos C y C’ (Fig. 5.4b).

Los valores del coe ciente , por el que hay que multiplicar la tension ,,,,, dada por
la formula 5.9 para obtener su valor mas exacto dado por la teor a de la Elasticidad,
se dan en la siguiente tabla:

PUNTO h=b 2 1 1/2 1/4
X, =0; X3 =0 0,983 | 0,940 | 0,856 | 0,805
X, = % ; Xz =0 1,033 | 1,126 | 1,396 | 1,988

5.3.2 Seccion simetrica

Considerese una seccion cualquiera con un eje vertical de simetr a, segun el cual
actua el esfuerzo cortante Q; (Fig. 5.5). La tension cortante en un punto cualquiera
P tiene dos componentes ,; ¥y i, paralelas al eje Gx; y GX,, respectivamente. Para
la componente vertical se puede utilizar todo el razonamiento expuesto en el apartado
5.2, por tanto es aplicable la formula 5.7 que permite escribir

— Qsm,,
13 LL

en donde, como se sabe, L representa el espesor de la seccion al nivel X3, y m,, el
momento estatico, respecto a Gx, del area situada por encima de AA'.

La tension tangencial ,; variara como m.,=l, y normalmente sera maxima en la

bra neutra, a no ser que L crezca mas deprisa que m., (como ocurre en un rombo 0
en un triangulo isosceles).

Para obtener la componente horizontal ,, de la tension cortante se procede como
sigue. Las tensiones cortantes en los puntos A y A’ seran tangentes al contorno de
la seccion cortandose sus direcciones en un punto B del eje GX;. La direccion de la
tension cortante en un punto P de la horizontal AA’ se supondra tal que este tambien
dirigida hacia B.

Se tiene as

(5:10)

12 = 1ztan (5:11)

y P
_ s _ 13
~ =t J 1= 5+ Z_COS

La tension tangencial maxima se produce en el per metro y valdra

_ 13
Ccos

1



160 Resistencia de Materiales y Estructuras

Fig. 5.5 Seccion simetrica de forma arbitraria

5.3.3 Seccion circular

Como aplicacion de lo anterior, se determinan a continuacion las tensiones tangen-
ciales en una seccion circular cuando Q; actua segun un diametro de la seccion que se

tomara igual al eje Gx; (Fig. 5.6).

Q3m€2
= 5:12
= =0 (5:12)
En este caso
q
L=2 R? x2
R4
I, =
4

R P
m.,= 2y R? y2dy=2=3(R* x3)*°

3

de donde sustituyendo en 5.12

— (5:13)

13

Wl b~
>|9
'_\
X
&

en donde A = R?2.
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X3

Q;

Parabola

Fig. 5.6 Seccion circular

La distribucion de ,; a lo largo de Gx; es, pues, parabolica.
La tension tangencial en el contornoesj j= 5=c0s , 0 sea

wl s

Qs ,
~ ! 7 (5:14)

El maximo de 5y es para Xx; = 0y su valor comun %% excede en un 33% el
valor de la tension media Q;=A.

Puede verse tambien que la distribucion de a lo largo del per metro es una elipse
(cuando viene en funcion de X3).

El estudio riguroso, basandose en que el material es perfectamente elastico, muestra
gue las tensiones cortantes no son iguales a lo largo del eje neutro (eje Gx,), sino que
el maximo lo alcanza en el centro y vale

—3*%2 Q
maz_2(1+ )A

Para = 0;3 (el valor que tiene el coe ciente de Poisson para los aceros de construc-
cion) es ... = 1;385Q;=A, mientras que la formula aproximada da ..., = 1; 333Q;=A.
El error cometido, pues, al utilizar esta ultima es 3,25%, error que sin duda es superado
por no ser el material perfectamente elastico, etc.
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5.4 Secciones abiertas de paredes delgadas

La expresion de las tensiones tangenciales deducida para el caso de secciones macizas
es tal como se advirtio, solamente aproximada. No sucede lo mismo para el caso
de secciones de paredes delgadas, en donde es posible obtener de forma correcta la
distribucion de tensiones tangenciales producida por un esfuerzo cortante actuando en
la seccion.

5.4.1 Cortante actuando en un eje principal de inercia de la seccion

Sea nuevamente una seccion cualquiera (Fig. 5.7) en la que GX,; GX; son ejes
principales de inercia y actua un esfuerzo cortante Q; en la direccion Gx;. A diferencia
de la seccion de la gura 5.1, se trata ahora de una seccion (y rebanada diferencial)
de paredes delgadas, abierta, en la que el espesor e (variable dentro de la seccion) es
mucho menor que las dimensiones de dicha seccion.

X

&3

Fig. 5.7. Tensiones tangenciales en una seccion abierta de paredes del-
gadas

En la anterior seccion es posible de nir en la linea media una nueva coordenada de
longitud (ver Fig. 5.7). Si idealmente se separa nuevamente la parte Al de la parte A2
mediante un plano perpendicular a la seccion y a la linea media de la misma, aparecera
en los labios de dicha separacion una fuerza dF cuyo valor viene dado por 5.6. Al ser la
seccion de paredes delgadas es razonable suponer ahora que las tensiones tangenciales
seran constantes en todo el espesor y de valor

dF _  Qsm,

eds  el,

(5:15)
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siendo en este caso Z, z

3
m,, = Xz dA = Xse d (5:16)
0 0

siendo en general el espesor e una funcion de

De acuerdo con lo visto en el Cap tulo 1, deben existir tambien unas tensiones
tangenciales en el interior de la seccion y paralelas a la linea media de la misma y cuyo
valor viene dado por 5.15.

Al producto = e= Qsm.=I, se le denomina ujo de tensiones tangenciales.

Notese que de acuerdo con la expresion 5.15 las tensiones tangenciales positivas
coinciden con el sentido de las crecientes.

5.4.2 Distribucion de tensiones tangenciales para distintos tipos de secciones

5.4.2.1 Seccion en U

Considerese la seccion en U que se indica en la gura 5.8, en la que actua un esfuerzo
cortante Q; ascendente. Sean:

I,: momento de inercia de la seccion respecto al eje GX,.
e, Yy e,. espesores de las alas y del alma, respectivamente.

B - A B A
N %
€ X3 ﬁ
i ?
2h ‘ G ;2
|
,7C = — — JrD
e
a)

Fig. 5.8 Obtencion de las tensiones tangenciales en una seccion en U
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Para calcular las tensiones tangenciales en un punto del ala superior y situado a una
distancia de A, se utiliza la expresion 5.15

Q3me:2
el (5:17)

En este caso, e =e; ym,, =€, h , por lo que, sustituyendo en la expresion anterior

o= @ (5:18)

JA |2

Como se observa, la distribucion de tensiones tangenciales crece linealmente desde
un valor nulo en A hasta el punto B, en que alcanza un valor igual a Qshb=1I, (Fig. 5.9).

Fig. 5.9 Distribucion y ujo de tensiones tangenciales en una seccion en U
cuando actua un esfuerzo cortante vertical ascendente

Para obtener la distribucion de tensiones tangenciales en el alma BC, se puede
utilizar la misma coordenada local , o bien, de nir una nueva a partir de B. Esto
ultimo es lo que se hara aqu , por lo que

m., =¢e, bh+e, h 5 (5:19)
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y sustituyendo en 5.15

; Q: &
¢ = —=bh+ h - 5:20
JB |2 e2 2 ( )
La distribucion anterior es parabolica y el valor maximo se produce en el centro del
alma y tiene un valor igual a
Q: € h?
= — —bh+— 5:21
e I, e 2 (5:21)
Como puede observarse, a partir de 5.18 y 5.20, las tensiones tangenciales en B de
las paredes BC y BA no son iguales

5i0 = %bh (5:22a)
2

sls = Qapp e (5:22b)
I2 e2

Lo que s se cumple es la igualdad de los ujos de tensiones tangenciales en B, es
decir

Bla = %bhel (5:23a)

I

sis = %bhel (5:23b)

I

Las tensiones tangenciales en CD se determinan de la misma forma. Enla gura5.9
puede verse representada la distribucion de tensiones tangenciales en toda la seccion.

5.4.2.2 Seccion doble T

Considerese la seccion doble T de la gura 5.10, en la cual se pretende determinar
la distribucion de tensiones tangenciales cuando actua un esfuerzo cortante vertical
ascendente Q.

Sea I, el momento de inercia de la seccion respecto al eje GX, y e, Yy e, los espesores
de las alas y del alma, respectivamente (normalmente e, <e,).

A partir de la expresion 5.15, se determina la distribucion de tensiones tangenciales
en las alas:

B — Q3m€2

= 24
JA ellz (5 )
donde
m., = e;h
es decir N Q.

ja= —h (5:25a)
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\ °1 13 , B
+—* A" (b ZN
3 3 éﬂ
.|
2] ] b)
2h G%—z
|
‘C
A SEEe——
4 ; |
a)

y analogamente
in= -—h (5:25b)

ambas distribuciones son lineales con valor nulo en los extremos y maximo en el punto
B

Qs b
~3h=
I, 2

Para hallar la tension tangencial en un punto cualquiera del alma BC, se determina
el valor del momento estatico del trozo de pieza representado en la gura 5.10b

(5:26)

iB _ B _
Bla = Bla0 =

m, =e;bh+e, h 7 (5:27)
valor que sustituido en 5.15
o= = GypnLn L (5:28)
> €5 2
Esta distribucion es parabolica con valor maximo en el punto medio de BC
Q: & h?
.= — —bh+ — 5:29
max I2 e2 2 ( )
el valor en el punto B sera
o= 8pn (5:30)

I, e
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Si
. . hb
sl =61 pjp = %7% (5:31a)
2
. . hb
sla =€1 pJs = %—el (5:31b)
I, 2
iC— iC — Qs .
Bl =€2 Bl = hbel (531C)

1
puede comprobarse la conservacion de los ujos en el punto B

sia + Bji0 = 55 (5:32)

En la gura 5.11 puede verse representada la distribucion de tensiones tangenciales
obtenida anteriormente.

Fig. 5.11 Distribucion y ujo de tensiones tangenciales en una seccion doble T

5.4.2.3 Secciones unicelulares cerradas con un eje de simetr a

Si el esfuerzo cortante actua sobre un eje de simetr a, que se supondra vertical, por
razon de simetr a la tension cortante, en los puntos de interseccion de este eje con la
seccion, sera nula.
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Segun lo dicho, la tension cortante en la seccion de la gura 5.12 en aa’ y cc’ sera
nula. En un punto cualquiera bb’ la tension cortante sera tangente a la bra media y
su valor sera = Qsm.=I,e, siendo m., el momento estatico, respecto a Gx, de la
parte sombreada aa’ hb'.

Considerese como ejemplo la seccion de la gura 5.12b.

En la viga cajon de la gura 5.12b, el valor de las tensiones cortantes sera el que se
indica en el gra co de la misma gura. Si se supone el espesor constante, la tension
cortante en ab’ sera practicamente igual que en b’b”, siendo ligeramente superior en
este ultimo. EIl sentido de las tensiones cortantes puede determinarse de acuerdo con
lo comentado en el apartado 5.4.1.

En la seccion anular de la gura 5.13, el modulo de la tension cortante en la seccion
generica bb’ vale

_ Qs sin
~ eR

En el gra co de la gura 5.13 se indica el sentido de Q; as como el de las tensiones
cortantes.

Pardbola | |

Fig. 5.12 Seccion tubular de pequero espesor
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Fig. 5.13. Seccion tubular sometida a un esfuerzo cortante

5.4.3 Cortante esviado
a) Primer procedimiento
Cuando el esfuerzo cortante Q actua en un plano cualquiera (Fig. 5.14) es siempre

posible descomponerlo en sus componentes sobre los ejes principales de inercia GR,; GXs,
guedando

®, = Qcos (5:33a)
8, = Qsin (5:33b)

Las tensiones tangenciales en cada punto seran las debidas a ®, y a &, por lo que,
de acuerdo con 5.15, se tendra
B, O ) i
o 1 m., . .
M Qe - Q Mz g M (5:34)
epz ep3 e p2 p3

siendo en este caso

., =momento estatico respecto al eje Gk, de la parte de la seccion considerada
m.; =momento estatico respecto al eje Gi; de la parte de la seccion considerada
Z8
m,= Xk;ed
0
Z
m.= Xx,ed
0
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Fig. 5.14 Descomposicion del esfuerzo cortante en sus componentes sobre cada
uno de los ejes principales

Los momentos de inercia B, y B, son los principales de la seccion.
Asimismo el ujo de tensiones tangenciales valdra

= e= Q rlme3cos +m€23in = Q Mes M (5:35)

b, P, P,=cos P=sin

b) Segundo procedimiento

Al igual que se hizo al determinar la distribucion de tensiones normales en el caso
de la exion, es posible tambien determinar directamente las tensiones tangenciales
cuando los ejes X, y X3 son cualesquiera y actua un esfuerzo cortante Q, y un esfuerzo
cortante Q5 en cada uno de los ejes. Para ello, a partir de las ecuaciones 5.3 a 5.6, la
fuerza desequilibrada dF debida a la variacion del momento ector valdra

Z
dF = d dA (5:36)
Al

y sustituyendo en la expresion anterior el valor de la tension normal dado por (4.37)
se tiene

2 3
1 z z
dF = 72 4de2 (X3 |3 XZ |23) dA + deg (X3 |23 X2 |2) dA5 (537)

LI |1
23 Al Al

y teniendo en cuenta que, de acuerdo con lo visto anteriormente,

dF = eds (5:38)
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la expresion 5.37 se transforma en

1 dm dM
€= 4" (Xals  Xalp3) dA + 2 (Xsls  X,1,) dAS
|2|3 |223 dS dS
Al A1
1 -
= T1 12 Q3(|3 m62 |23 mcs) Q2(|23 mﬁz Iz me3) = (539)
L1, 12
1
= T1 12 (Q3|3 Q2|23)me2 + ( Q3 |23 + Qz IZ)me3
LI, 12

expresion que proporciona la distribucion de las tensiones tangenciales en ejes cua-
lesquiera. Como es de esperar 5.39 coincide con 5.34 para el caso en que l,; =0y

Q; =Qcos y Qs =Qsin
¢) Tercer procedimiento: estudio directo del cortante esviado

Supongase una pieza cuya seccion recta en el punto s = s, esta sometida a un
momento ector M, y a un esfuerzo cortante (Fig. 5.15a. El cortante no se dibuja en
la gura). En el punto s = s, + ds actuara un momento ector M; + dM; y tambien
en esfuerzo cortante (Fig. 5.15b). Es claro, a partir de la ecuacion 2.10b de equilibrio
interno, que el esfuerzo cortante Q debe ser perpendicular al vector dM, (Fig. 5.15c)
y tal que se veri que Q = dM,=ds.

Sea por lo tanto una seccion en la que actue un esfuerzo cortante Q, el cual lleva
asociado un momento ector, diferencial, de valor dM;. Dicho diferencial de momento
tendra la traza mm’ (Fig. 5.15c) y le correspondera una bra neutra nn’ de acuerdo
con lo estudiado en el Cap tulo 4. EIl esfuerzo cortante estara contenido en la traza
mm’.

Para determinar las tensiones tangenciales que produce este esfuerzo, en la gura
5.16 se representa una rebanada de espesor ds. Si Al es una parte cualquiera de la
seccion, sobre ella actuan unas tensiones normales producidas por dM, cuya resultante
vale

z Z z
dF = d dA= dM, ycos dA= dPMf yed = dM, m. (5:40)

 J) 0 E o
Al ar " AL nn

en donde, como se sabe, m, es el momento estatico de Al respecto a nn’/, B o =
l,.0=cos ey es ladistancia de un punto de la seccion a la bra neutra nn’.
La fuerza dF tiene que equilibrarse con unas tensiones tangenciales de forma que

M
eds= dF = —L m, (5:41)
nnd
es decir, que el ujo de tensiones tangenciales valdra
m
e= Qm. (5:42)

B0
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s=s,t+ds

a) b) ¢)

Fig. 5.15 Esfuerzo cortante esviado

Fig. 5.16 Tensiones tangenciales en una seccion abierta de paredes delgadas.
Estudio directo

expresion que proporciona la distribucion de tensiones tangenciales en cualquier punto
de la seccion.
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| Problema Resuelto P5.1 Hallar la distribucion de tensiones cortantes cuando en la
seccion representada en la gura P5.1.1 actua un cortante Q que forma 30° con la vertical.

X3

10 cm f
1,501111': _— ——] ——

§7Q 9,25 cm 10 cm

( g
A=47 cm2

I,=2.981,93 cm* | 9,25 cm
I,=858,92 cm*

I,,=-1.248,75 cm*
s

N, Q

10 cm

Fig. P5.1.1 Seccion correspondiente al problema resuelto P5.1

Solucion

Este problema se va a resolver utilizando los tres procedimientos desarrollados anterior-
mente:

a) Resolucion en ejes principales

Se determinan, en primer lugar, los ejes principales de inercia de la seccion(Fig. P5.1.2).

20, 2 124875
tan2 = = = 1:1764
an I. I, 858,92 298193

= 24:82

y los momentos de inercia segun los ejes principales

P =I,cos2 +1,sin> l,sin2 =
=2 981;93 cos®24;82 + 858;92 sin®24;82 + 1 248;75 sin(2 24;82) =
=3 559; 38 cm*

P, =1,sin> +1,cos? l;sin2 =
=2 981; 93 sin®24;82 + 858;92 cos®24;82 1248;75 sin(2 24;82) =
=281;47 cm*

El esfuerzo cortante Q se descompone segun los ejes principales.
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X3

o=24,82°

LS

Fig. P5.1.2 Ejes principales de inercia

Gy,
522cm 4,28 cm

s

/ B=60-24,82=35,18°

Fig. P5.1.3 Descomposicion del esfuerzo cortante segun los ejes princi-
pales de inercia

De acuerdo con 5.35 el ujo de tensiones tangenciales valdra

" #
s ..
= e= -+
Q P, =cos P, =sin

dmeg Itmez _ Im'e?» Itme2

+ _ = Q +
281;47=c0s35;18 3 559;38=sin35;18 344;38 6177;9

= Q
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\ V&
\

Fig. P5.1.4 Determinacion de las coordenadas k,

Determinacion de los momentos estaticos mm., referidos al eje principal Gk,

Las coordenadas &;( ) de los centros de gravedad de los distintos tramos de la seccion
valdran (Fig. P5.1.4):

R,( )j® = 12;383  0;2099
Ra( )jS = 8;396 0;4538
R,( )5 = (8,396 +0;2099 )

Por lo que los momentos estaticos ., se escriben

m..jZ =15 k,()=15 (12;383 0;2093 )=18;575 0;314 2

m.,jS = 1;5 9;5(12;383 0;2099 9;5)+ (8;396 0;4538 )=
= 148;04+8;396  0;4583 2

im..j° = 148;04 + 8;396(2 9;25) 0;4538(2 9;25)?
1;5 (8;396+0;2099 ) =148;04 12;594  0;3149 2
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Yo,
0

A %;

T\

\

Fig. P5.1.5 Determinacion de las coordenadas k,

Determinacion de los momentos estaticos tm., referidos al eje principal Gk,

Las coordenadas ®,( ) de los distintos puntos medios valdran (Fig. P5.1.5)
k,()j5 = 4,738+ 0;4538

k,( )jS = 3;885 0;2099

k,()j2 = 3;885+0;4538

Por lo que los momentos estaticos m.; se escriben

m.js =1;5 Kk, ()=1;5 ( 4,738+0;4538 )= 7;107 +0;6807 2

m.ojS = 7,107 9;5+0;6807 9;52+ (3;885 0;2099 )=
= 6083+3;885  0;2099 2

m..jS = 6;083+3;885 2 9:25 0;2099(2 O;25)*+
+1;5 ( 3;885+0;4538 )= 6;083 5,828 +0;6807 2



5 Tensiones producidas por el esfuerzo cortante 177

Las leyes de tensiones tangenciales valdran

_ 7:107 +0;6807 2 18:575  0;314 2
Oiz= Q : : + : ;
1;5 344;38 1;5 6177;9

= Q( 0;011754 + 0;0012838 2):%(11;754 1;2838 ?)

6;083+3; 885 0;2099 2+148;04+8;396 0;4583 2

Q= Q 344: 38 6177:9
:%[ 6:3 12:64 +0:6837 7]
()= o _Di083 5828 +0,6807 * 148,04 12,594 (0;3149 *
15 34438 15 61779
2%( 4;2+12;641 1,284 ?)

b) Calculo en ejes cualesquiera

Los momentos estaticos respecto a los ejes Gx,; Gx; valdran

mg,j5 =9;25 1;5 =13;875

N

Mejg = 13;875 9;5+ 9;25 7 =131;8125+ 9; 25

m,,jS = 131;8125 9;25 1;5 =131;8125 13;875

meaji: 1,5 9;5 2 = 14;25 +0;75 2

Mejg = (14,25 +0;75 ?)e—g5 = 67,6875
Mesjo = 67,6875+ 1;5 *=2== 67;6875+0;75 *

por otro lado, llamando
=11, 12,=2858;92 2981;93 (1 248;75)> =1 001 862;753 cm®
Descomponiendo Q segun los ejes GXx, y GX,, resulta
Q. = Qcos30 =0;866 Q

Q.=Qsin30=0;5Q
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Se obtendra la ley de tensiones tangenciales:

5 Q
1,5

(0:866 858:92+0:5 1 248;75) m.,+

R
>
Il

+(0;866 1248;75+0;5 2981,93) m, =

% 1368;2 13;875 +2572;38( 14;25 +0;75 2) =
- 9 17672:64 +1929:29 2 =2 (11:76  1:2838 ?)
1,5 ’ ’ 1000 ’

jS Q 1 368;2(131;8125 + 9;25 0;5 ?) 2572;38 67;6875 =

Q 2
_ . 62 40
Togg 62163 12,63 +0;6828
jc= 1_2 1368;2(131;8125 13;875 )+2572;38( 67;6875+0;75 2) =
= 9 gisavi1263  1:284 2
1000 ' ’

¢) Calculo directo del cortante (Fig. P5.1.6)

El angulo que forma la bra neutra con el vector momento dM; viene dado por

tan =

Imm/

y por tanto

i 2 30 i 2 30
L= 1, sin( 4 )+I2 sin( 4 )+|23COS( 2 30)=

0;433(2 981;93 858;92) 1248;75 % = 1 543;665 cm*

I, cos?( 30) + I, sin*( 30) + lzsin( 2 30) =
858; 92 cos?( 30) + 2 981;93sin*( 30)
1 248;75sin( 60) =2 471;12 cm*

por lo que sustituyendo

1543;665 s
tan = oo =0647 > =32

cos 32 = 0; 84812

Ccos

=30+ 32=62°
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X3‘
X 7
~ N\ |k
-~
QA
o %2
0
: B B=62°
/q‘. f— o
\ ./ %\ 0=32
s/ %

-
Fig. P5.1.6 Estudio directo del cortante de la seccion

Ademas

I, = 13sin®( 62) + 1,co8°( 62) lysin( 2 62) =
= 858;92sin*( 62) +2 981;93cos’( 62) 1 248;75sin(124) =
= 291;58 cm*

291; 58

P = lowr=00s = (e

= 343;8 cm*

Momentos estaticos

179

De acuerdo con la gura P5.1.7 las coordenadas de los distintos puntos medios valdran

YOIa= Yot 5C0s28 =

y()is =
y(O)ic =

4;343 0;2347
4;343 + 0; 4415

4: 044 + 0: 4415

Por lo que las tensiones tangenciales se escriben

e _ Qm. _ | L5 (4044+0;4415 )
OR= G, = © 1,5 3438
_Q . o
=g (LLi76 12842 7)




180 Resistencia de Materiales y Estructuras

\’
458 cm | 4,92 cm
\
\

"] 90-62=28°
Y

\.
\.
\.
v

Fig. P5.1.7 Determinacion de coordenadas

2:141+ (4;343 0;2347 )

Hogm—" —
( )JB - Q 343,8 -
_Q . . . 2
=-55( 6:23 12,63 +0;6827 )
(o= o ZML*( 433+04415 )15 _
Je = 1.5 3438 -

Q
= 4;19 + 12;63 1,284 2
1000( )
Las expresiones de las tensiones tangenciales obtenidas utilizando los tres metodos estu-
diados son coincidentes (salvo pequenros errores de redondeo). En la gura P5.1.8 pueden
verse dibujadas las mencionadas leyes. Notese que los valores maximos se alcanzan en
los puntos en que la bra neutra corta a las paredes de la pieza.

5.5 Secciones cerradas de paredes delgadas unicelulares

En el caso de secciones cerradas, no es posible aplicar las formulas deducidas ante-
riormente para determinar las tensiones tangenciales. Ello es debido a que no existe
ningun borde libre en el cual las tensiones tangenciales sean nulas. Se trata por tanto
de un problema hiperestatico que no puede resolverse exclusivamente por considera-
ciones de equilibrio, sino que es necesario establecer condiciones de compatibilidad de
movimientos.
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Fig. P5.1.8 Distribucion de tensiones tangenciales

Para ello (Fig. 5.17) supongase que en un punto cualquiera D de la seccion la tension
tangencial existente en dicho punto vale ,. Si idealmente se corta la pieza a lo largo
de una generatriz DD’, el ujo de tensiones tangenciales en cualquier punto valdra

= e=("+ pe (5:43)

siendo , las tensiones tangenciales en la seccion en el supuesto de que en el punto D
sean nulas (seccion abierta) y ' las tensiones tangenciales provocadas por la tension
tangencial hiperestatica .. El ujo de tensiones tangenciales debidas a . es constante
en toda la celda, es decir

o = o€, = constante

por lo que las tensiones tangenciales en cada punto valdran
€

o

e

siendo e, el espesor de la seccion en el punto de corte.

Por efecto de las tensiones tangenciales, los diferentes puntos de la seccion sufren
un desplazamiento relativo en la direccion de la generatriz de la pieza de valor (Fig.
5.17b)

= +

d = %4 “ d (5:44)

¢=04d=5 e G
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—~ a)

Fig. 5.17 Deformacion de una seccion por efecto de las tensiones tangen-
ciales

El desplazamiento total entre ambos lados del corte valdra

I e d
= ofo o 5:45
SR (5:45)
estando la integral extendida a toda la celda. Y puesto que el anterior desplazamiento
debe ser nulo

| | |
0= oy, Lo e +
e “ G 7% eG G

(5:46)

por lo que

o= (5:47)

y en el caso en que el modulo de elasticidad transversal sea constante en todos los
puntos de la seccion

0= (5:48)

Esta expresion proporciona el valor de la tension tangencial hiperestatica ,. A partir
de 5.43 se puede determinar tanto el ujo de las tensiones tangenciales totales como el
valor de dichas tensiones.
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5.6 Secciones multicelulares de paredes delgadas

La distribucion de tensiones tangenciales en secciones multicelulares de paredes del-
gadas constituye una generalizacion del caso anterior en que se trataban secciones
unicelulares, pero con la peculiaridad de disponer de un numero mas elevado de incog-
nitas hiperestaticas.

Supongase una seccion cualquiera (Fig. 5.18) compuesta por n celdas 1;2 i j

n, y supongase tambien que a efectos de determinar las tensiones tangenciales se
realizan n cortes (uno por celda) en los puntos D;, de forma que la seccion se convierta
en una seccion abierta. En cada uno de dichos cortes la tension tangencial hiperestatica
valdra ?. Debido a dicha tension tangencial y a las tensiones tangenciales correspon-

)

dientes a la seccion abierta, el ujo de tensiones tangenciales en la celda i valdra

siendo

<9

= /e : Flujo de tensiones tangenciales en cada punto de la celda i de la seccion
abierta. Toma el valor nulo en D;.
= fe : Flujo de tensiones tangenciales en cada punto de la celda i debido a la

)

tension tangencial hiperestatica . Dicho ujo debe ser constante en toda la celda.

7

e : espesor de la seccion en cada punto de la celda (en general variable).

<. 0

Fig. 5.18 a) Seccion multicelular de paredes delgadas
b) L neas medias

El ujo total de tensiones tangenciales en cada celda sera el expresado en 5.49 mas
el debido a la contribucion de las tensiones tangenciales hiperestaticas de las celdas
adyacentes a la considerada.
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El movimiento relativo entre ambos labios del corte D; debe ser nulo, es decir

1 1 1 z

0= toti: @l+ 9d7 Odi
S eG . TeG . TeG FeG
fod fd % Ld (5:50)
) 'eG ™eG  JeG '
i m ij

en donde ik;il;im;ij hacen referencia a la pared comun entre las celdas i y k, i y I, i
y m, iy j, respectivamente.

Llamando I z
B
1 ' 7 e (] e

7
1 ' e m 4 e

KA m
Z 4 2%y

ij = Y il = —

ij il

La expresion 5.50 se escribe

[¢] (o]
i Y i ;v ok

La ecuacion anterior puede escribirse para cada una de las celdas de la seccion, por
lo que se llega al sistema de ecuaciones

s mt o+ =0 (5:51)

m m

(o] (o] o —
1 1 + 12 2 + + in n + 1 _O
o o [¢] —_—
21 1 + 2 2 + + 2 n + 0
o o (¢} p— .
nl 1 + n2 2 + + nn n + n _0 (552)

o o

El sistema de ecuaciones anterior tiene como incognitas los ujos correctores ¢ o
Una vez obtenidos los ujos correctores, los ujos de tensiones tangenciales en cada
una de las paredes de la seccion seran la suma del ujo correspondiente a la seccion
abierta mas la suma de los ujos correctores correspondientes a las dos celdas a la que
pertenece dicha pared. As, por ejemplo, para la pared que separa la celda i de la k, el
ujo de tensiones tangenciales valdra:

—_  a o [¢]
= gt it 4

haciendo referencia el super ndice a al ujo de tensiones tangenciales correspondiente
a la seccion abierta.
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|l Problema Resuelto P5.2 Determinar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion que se acota a la Figura P5.2.1 cuando actua un esfuerzo cortante vertical ascen-
dente de valor 100 kN. Se conocen:

Espesor alas : 1;5 cm
Espesor almas : 0;8 cm
I, =48 937;5 cm*

e=1,5cm
30 cm 0,8 cm 4 1Q2=100 KN
20 cm 40 cm
!

Fig. P5.2.1 Seccion bicelular sometida a esfuerzo cortante

Solucion

Al existir dos celdas, la seccion sera dos veces hiperestatica, por lo que para determinar
la distribucion de tensiones tangenciales sera preciso realizar dos cortes, uno por celda.
En la gura P5.2.2 puede verse que los cortes se han situado en los puntos medios de
AB y de BC, en donde se tendran unos ujos hiperestaticos de tensiones tangenciales
de valor 7y 2 respectivamente.

T O R
E,] o a' . S T&

Fig. P5.2.2 Seccion bicelular abierta
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El ujo de tensiones tangenciales en la seccion abierta valdra:

a A
Jr

a;D —
Ja

aE —
Io

a;iB —
kR =

a;iB —
e =

a;S —
e =

a;C —

s =

a;C —

JF_

aiE —
=

QaMeojd 100 ] o -
I = 8 937;51,5 15= 4;598 10
QaMeoj? 100
= : + 0 )| =
I 18 937;5[1,5 10 15+0;8 (15 2)]

2:043 10°[225+0;8 (15 =2)]

LTE”D = 4598 107°(10 )
%: 4:598 102
QaMeajg 100
= . =+ () = =
- Gogrslkis 30 15+0:8 (15 =)

2:043 10°[675+0;8 (1;5 =2)]=

Q3m62j2

Isuii

4;598 1072

Qsme2jg

4,598 1072
I

1F
QMezle _ H.043 10450 0:8 (15 =2)]

I

1E
LT“QJF 4508 10-2(20 )
2

Este ujo de tensiones tangenciales de la seccion abierta puede verse representado en
la gura P5.2.3a. Asimismo en la Figura P5.2.3b puede verse representado el ujo de
tensiones tangenciales debido a los ujos hiperestaticos.

Se imponen seguidamente las condiciones 5.50, es decir, que los desplazamientos relativos
de los labios del corte en R y S sean nulos, es decir

| | | Z
1 wd 1 ,d_ 1 ,d 1 ,d
G 'e G e G ‘e G .. e
i i i z
1 pd 1 ,d 10 ,d 1 o d
G e G e G ‘e G .. ‘e
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0,9196 0,9196
0,4598 0,4598

0,4598 0,9196

0,6435 1,1035
0,4598 0,9196
1,3793
0,4598 0,4598
0,9196 0,9196
a) Unidades en

kN/cm
= I 9 f
‘ o EE ‘ o o 0'
¢ = N 2
| —HH f
L= LI I

b)

P5.2.3 Flujos de tensiones tangenciales: a) Flujo de la seccion abierta.
b) Flujos hiperestaticos

Sustituyendo por los valores obtenidos y prescindiendo del modulo G
Zi0 730

d d
— . —2 . -3 + . -
0 4508 10 1o 2043 107 225+0;8 (15 =2) g
0 0
20 , 7 ;
4598 10710 ) -+ 2043 10°675+0:8 (15 =) oo+
o 1 O 1
ze d 20 30 20 30 30
. -2 o o
A8 107 st Y Tt o8t s 08 ‘o8
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220 Zzo

d d
= 4 10-2 2:043 10-° 675+0:8 (15 =2) -+
0 598 10 I 043 107675408 (15 =) g
0 0
Z4o d Eo d
+ 4598 10720 )+ 2043 10°450+0;8 (15 =2) L+
0 ’ 0 '
Ze d 0 30 40 30 30
+ 4,598 1072 + 9 + + + 7
15 215 08 15 08 08

es decir
34,476 +101;667 37,5 2=0

1

17;238 37;5 9+128;33 ¢=0
Resolviendo el sistema de ecuaciones

7= 0;3245 2 =0;0395

1

Obtenidos estos ujos hiperestaticos, se corrigen los ujos correspondientes a la seccion
abierta, resultando

jA= 4,598 1072 +( 0;3245)= 0;3245 4;598 102
jo= 2,043 10°[225+0;8 (15 =2)]+( 0;3245) =
0;7842 1;6344 107° (15 =2)
jE= 4;598 1072(10 )+ ( 0;3245) =
= 0;7843+4;598 1072
jE= 4,598 102 ( 0;3245)= 4;598 102 +0;3245
9E = 2,043 107°[675+0;8 (15 =2)]+(0;3245 0;0395) =
= 1,015 1;6344 10°° (15 =2)
jS= 4;598 1072 +0;0395
jS= 4,598 1072  0;0395
jS= 2,043 10°[450+0;8 (15 =2)] 0;0395=
= 0;9589 1;6344 10° (15 =2)
9F = 4,508 1072(20 ) 0;0395= 0;9591+4;598 1072

En la gura P5.2.4 puede verse la distribucion del ujo de tensiones tangenciales en
la seccion. Asimismo dividiendo los ujos de tensiones tangenciales por el espesor, se
determina la distribucion de tensiones tangenciales.

Es interesante senalar, en primer lugar, que el sentido de los ujos es con referencia al
eje local de la gura P5.2.2. De esta forma, se entiende que la expresion del ujo en
S tenga distinto signo, segun se considere que dicho punto pertenece a SB 0 a SC. En
segundo lugar, es importante observar que en cada nudo la suma de ujos en direccion
X, (eje de la pieza) vale cero. Sea, por ejemplo, el nudo E (Fig. P5.2.5). La suma de

ujos vale 0;1359 0;8801+ 1;015 = 0.
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0.8801
0,7843 0,1358 1,015 0,9591
0.9682 % 07843 % 1,143
0,7843 01358 1015 0.9591
Unidades en
0.8801 KN/em

Fig. P5.2.4 Flujo de tensiones tangenciales

1,015//

—-0,1359-0,8801+1,015=0

s 7

—-0,1359 —-0,8801

Fig. P5.2.5 Flujo de tensiones tangenciales en E

5.7 Centro de esfuerzos cortantes

En los apartados anteriores se ha realizado la suposicion de que el esfuerzo cortante
pasa por el centro de gravedad de la seccion. De hecho el esfuerzo cortante puede des-
plazarse de forma arbitraria paralelamente a s mismo dentro del plano de la seccion sin
gue cambien los momentos ectores ni, por tanto, tampoco la distribucion de tensiones
tangenciales halladas.

La resultante de las anteriores tensiones tangenciales segun los ejes locales de la
seccion X, y Xz son iguales a los esfuerzos cortantes Q,, Qs aplicados. No ocurre,
sin embargo, lo mismo con el equilibrio de momentos. De hecho, el momento de las
tensiones tangenciales respecto a un punto cualquiera P puede no coincidir con el
momento de los esfuerzos cortantes respecto al mismo punto. El objetivo de esta seccion
es obtener un punto C dentro de la seccion tal que, si los esfuerzos cortantes pasan por
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dicho punto, se cumpla el equilibrio de momentos. A tal punto C se le denomina centro
de esfuerzos cortantes. Para su obtencion se separara el caso de seccion abierta del de
seccion cerrada.

X}‘

Fig. 5.19 Centro de esfuerzos cortantes

5.7.1 Centro de esfuerzos cortantes en secciones abiertas

Para determinarlo, supongase una seccion cualquiera de paredes delgadas que, en
principio, como queda dicho, se supondra abierta (Fig. 5.19) y en la que actua un
esfuerzo cortante Q; que pasa por el centro de esfuerzos cortantes C. Sean X,. Y Xa.
las coordenadas (por el momento desconocidas) del centro de esfuerzos. Dicho esfuerzo
cortante Qs producira una distribucion de tensiones tangenciales obtenida a partir de

la expresion 5.39 Q
3
—=—(Im,_, l,;m, 5:53
e(|2|3 |223 ( 3 2 23 3) ( )
En un punto cualquiera B de la seccion, sea t el vector unitario tangente a la bra
media de la seccion y r el vector de posicion de dicho punto. EI momento respecto al

punto G de todas las tensiones tangenciales vendra dado por

| 1
M;"e, = er td = e 1z IQ3 E (Iam, lasmg)r td =
0 2is T I (5:54)
= —= I, mor td I,, msr td

LI; 12

23
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y si se denomina

2 =€ m.r td (5:55a)
|
s =€ msr td (5:55b)

Notese que el producto e; (r t)d es el doble del diferencial de area dw barrida
por el radio vector r al recorrer la seccion (ver Fig. 5.20). Las expresiones 5.55 tambien
se pueden escribir

2 =2 Mg dwg = 21,6 (5:56a)
=2 ! m.; dwg = 2156 (5:56b)
siendo I I
lboo = my, dw, = Wgo X; ed
IgwgzI m.; dw, = ! We X, ed

los productos sectoriales de inercia de la seccion.
A las magnitudes .,y s se les denomina momentos de alabeo de la seccion.

Fig. 5.20 Diferencial de area sectorial

La expresion 5.54 se puede escribir

. | |
M= Q222 (5:57)

LI, 12

El momento del esfuerzo cortante Q; respecto al punto G valdra

M = Qq X (5:58)
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por lo que igualando 5.57 a 5.58 se obtiene nalmente la coordenada Xx,. del centro de
esfuerzos cortantes

| I
Xy, = —2 23 (5:59)
L1, 12
Para obtener la coordenada Xx;. se procede de forma analoga, situando en C un
esfuerzo cortante Q, y realizando el equilibrio de momentos respecto a G. De esta
forma se obtiene

X, = 122 l2a (5:60)
L1, 12
Las expresiones 5.59 y 5.60 proporcionan las coordenadas y, por tanto, la localizacion
del centro de esfuerzos cortantes en una seccion abierta.
Notese que la eleccion del centro de gravedad G como punto respecto al cual se
toman momentos es arbitraria. En general, dichos momentos pueden tomarse respecto
a un punto cualquiera.

| Problema resuelto P5.3 Determinar el centro de esfuerzos cortantes de la seccion en
U del Apartado 5.4.2.1.

Solucion

Por cuestiones de simetr a, el centro de esfuerzos cortantes debe estar situado en el eje
GX,, por lo que unicamente sera necesario hallar la coordenada x,.. Ademas, dado que
l,; =0, la expresion 5.59 queda

_2
I,

La distribucion de momentos estaticos vale (ver Fig. P5.3.1)

Xoe =

Mejg =€, h
m.,jS =e,bh+e, (h =2)
m.,jS =e,bh e, h

Por otro lado, el producto vectorial r t vale

r tS=he, (e, vector unitario en direccion X;)
rootig =Xy e
r ti2=he,
Es decir
Zb 2h Zb
o= ehhd + J[ebh+e, (h =2)]x,,d + (e;bh e, h)hd =

2
=e,h*h* + X,,(2e,bh* + §e2h3) = e,h*h?® + x4 1,
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B t A
] g
——¢ -—
/ é
X3 r
t
{ r
|
i
'. X2
|
|
— |
X
2g r

Fig. P5.3.1 Momentos estaticos

con lo cual

e,b%h? + x| e,b%h?
Yoo = 1 2g "2 — 1 + ng
I, I,

lo que expresa que el centro de esfuerzos cortantes esta a la izquierda de G.

5.7.2 Centro de esfuerzos cortantes en secciones cerradas

Como se ha visto anteriormente, los ujos de tensiones tangenciales en un punto
cualquiera de una seccion cerrada son la suma de los correspondientes a la seccion
abierta mas unos ujos hiperestaticos para cada celda. Supongase que existen n celdas

y sea ¢ el ujo hiperestatico correspondiente a cada una de ellas. La expresion 5.57
se reescribira

. | |
M= Q——2—22+42 ‘A (5:61)

2
|2|3 |23 i=1
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siendo A, el area encerrada por cada una de las celdas. Por lo tanto, la coordenada X,.
del centro de esfuerzos cortantes valdra

|3 2 |23 3 X 'O
Xpo = ————=°>+2 A (5:62)
? L1, 12 Qs
Analogamente, la coordenada x;, se escribira
I | x o
X = 2222 2 AL (5:63)
|2|3 |23 2

Evidentemente, los ujos ¢ de las expresiones 5.62 y 5.63 son distintos entre s .

| Problema resuelto P5.4 Determinar el centro de esfuerzos cortantes correspondientes
a la seccion cerrada del problema P5.2.

Solucion

Por razon de simetr a, el centro de esfuerzos cortantes esta sobre el eje x,. Para de-
terminar su posicion, se tomaran momentos respecto al punto E (Fig. P5.4.1) de la
distribucion de tensiones cortantes de la seccion abierta obtenida en el problema resuelto
P5.2.

DTt E tTF

Fig. P5.4.1 Obtencion del centro de esfuerzos cortantes
Al ser el producto de inercia nulo, la expresion 5.62 queda reducida a

Xoc = 2 +2 A, i
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Para obtener ,, se hallan previamente los productos vectoriales r t para cada una de

las paredes
r tfR=30e,
r ti=20e,
r tg=r tg=r tg=0
r tg= 30e,
r t=30e,
r tg= 30e,
r o= 40e,

De acuerdo con 5.55a

| 10 730
. =€, m.r td = 22;5 30d + [225+0;8 (15 5)]20 d +
Zi0 ’ 720 ’ 720
+ 22;5 ( 30)d + 22;5 30d + 22;5 ( 30)d +

/30
+ [450+0;8 (15 )]( 40)d = 441000

o

Por otra parte, dado que A, =600 cm? y A, = 1200 cm?, se tendra

X 0 0;3245 0;0395
2 A = =2 ——— +1200 -
' Qs T 00 =700

2,946

i=1

por lo tanto, de acuerdo con 5.62

441 000

— + . — g
Xoe 189375 ( 2;946) =6;07 cm

Lo cual indica que el centro de esfuerzos cortantes esta situado en el plano horizontal de
simetr a y a una distancia hacia la derecha de la pared BE de 6,07 cm.

5.8 Secciones compuestas por varios materiales

La determinacion de la distribucion de tensiones en este tipo de secciones sigue
las mismas pautas previamente desarrolladas para secciones homogeneas. Supongase al
igual que en el cap tulo anterior una seccion (que se supondra de paredes delgadas) cuyo
modulo de elasticidad en cada punto es funcion de las coordenadas X,, X;. Supongase
tambien que se ja un modulo de elasticidad de referencia E de tal forma que el modulo
de elasticidad en cada punto valga E(X,; X;) = nE.
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A partir de la comun expresion 5.36 se sustituye el diferencial de tension normal por
su valor en 4.57, obteniendose

YA
1 dM,,
= I 1%) n dA +
MR F T (EA SRR B
dM,;
+ dsf3 Al(x3|2*3 1) ndA = (5:64)
1

= I; I; (|;3)2 [Q3(I;k m:Z I:S m:S) QZ(I:B mZZ I: m:?.)]

con las nuevas notaciones para los momentos estaticos

VA z

= nx3dA= nx;ed (5:65a)
ZAl Z-\l

m’, = n X, dA = nx,ed (5:65h)

Al Al

m

La expresion 5.64 proporciona el ujo de tensiones tangenciales en una seccion
abierta debida a un cortante cualquiera. En el caso en que la seccion fuera cerrada, la
obtencion de los correspondientes ujos sigue los mismos pasos previamente expuestos
en el apartado 5.6.

5.9 Energ a de deformacion

Considerese al igual que en los apartados anteriores una seccion (que se supondra
de paredes delgadas) en la que actua un esfuerzo cortante Q; actuando segun el eje
principal! Gx; y pasando por el centro de esfuerzos cortantes. La distribucion de
tensiones vendra dada por

Q3m62

O=

Asimismo, de acuerdo con la ley de Hooke, las anteriores tensiones tangenciales
produciran unas deformaciones tangenciales que se escriben:

(5:66)

( ) Q3 meZ
= = 67
=75 e G L. (5:67)
por lo que la energ a de deformacion por unidad de volumen valdra
a1 _11 Q:m, 2 .
W=5 0 O=35 “a. (5:68)

1En el presente apartado, y dado que no existe confusién posible, se prescindird del gorro para
designar los ejes y variables asociados a los ejes principales
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e integrando en la seccion se obtendra la energ a de deformacion por unidad de longitud

Z z
1Q3 1 m?
:2?223 5 ";ez (5:69)
La expresion anterior puede tambien escribirse
®Q= %Qg . (5:70)
siendo ,, una deformacion media de la seccion dada por
= G?(Z (5:71)

Al producto KA se le denomina seccion reducida de la seccion considerada, siendo k
un parametro dado por

k= 42— (5:72)

Como puede observarse, el parametro k de nido por 5.72 es un parametro unica-
mente geometrico que depende del tipo de seccion, sin depender del valor del esfuerzo
cortante. En el caso de seccion rectangular su valor es k = 5=6.

5.10 Ejercicios propuestos

I Ejercicio propuesto EP5.1 Hallar la distribucion de tensiones tangenciales en las dos
secciones de la gura, cuando actua un esfuerzo cortante de valor Q, vertical ascendente.

Valores de control:

- Seccion en U: Valor maximo de la tension tangencial: 272,66 Q=1
- Seccion en T: Valor maximo de la tension tangencial: 114,9 Q=I

I Ejercicio propuesto EP5.2 En la seccion de la gura, hallar:

a) Distribucion de tensiones tangenciales cuando actua un esfuerzo cortante vertical
ascendente de valor Q.
b) Centro de esfuerzos cortantes
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1,4 cm
[ *I
$ 1,3 cm
¢ C— —— =
| f
| f
f 30 cm ? 1 20 cm
41 cm ]! cm
| f
| f
f * 1l
f
:I ‘ 10 cm 1 10 cm ‘
9 cm
Fig. EP5.1
25 cm
0 e=1cm
50 cm
1 |cC
15 cm
35cm
! !
Fig. EP5.2

Valores de control:

- Valor maximo de la tension tangencial: 0,0201 Q (si Q se expresa en kKN las unidades
son kN=cm?)

- El centro de esfuerzos cortantes esta situado 10,51 cm a la izquierda del punto C y 18,9
cm por encima.
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I Ejercicio propuesto EP5.3 En el centro de gravedad de la seccion de la gura EP5.3.1
actua un cortante ascender}_t)e Q. Hallar el valor de Q, considerando que la tension tan-

gencial maxima es de 240=" 3 MPa.
e=2cm A
Q
1+ 1lcm lem 4 35cm
2 cm
‘ B
18 cm 18 cm
*
Fig. EP5.3.1

Despues de la aplicacion del cortante Q, se suelda en el lado AB del per | de la gura
EP5.3.1 una pieza de paredes delgadas cerrada, de seccion rectangular. Resulta la seccion
de la gura EP5.3.2. El material de las dos piezas es el mismo.

e=2cm
4+ 1cm 4+ 2cm lem 4+ 35 cm
2cm
18 cm 18 cm 36 cm
T T T
Fig. EP5.3.2

Una vez soldadas las dos piezas se libera la fuerza Q. Hallar la distribucion nal de
tensiones tangenciales (se prescindira de los efectos debidos al momento torsor).

Valores de control:

- Esfuerzo cortante maximo Q = 895;3 kN p_
- La maxima tension tangencial resultante de todo el proceso vale 120=" 3 MPa.
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I Ejercicio propuesto EP5.4 Hallar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion de la gura EP5.4 cuando un esfuerzo cortante vertical ascendente de valor 500 kN
actua en la seccion.

e=1,5cm
30 cm 4+ 1cm 4+ lcm 1cm
1,5cm
- = ;
J 20 cm l 50 cm J
+ * *
Fig. EP5.4

El esfuerzo cortante pasa por el centro de esfuerzos cortantes. Determinar asimismo la
posicion de este.

Valores de control:

- La maxima tension tangencial vale: 0,01264 Q (si Q se expresa en kN, la tension viene
dada en kN=cm?)

- El centro de esfuerzos cortantes se encuentra a 10,51 cm a la derecha de AA/

| Ejercicio propuesto EP5.5 Determinar la distribucion de tensiones tangenciales en la
seccion de la gura cuando actua un esfuerzo cortante Q, vertical, descendente.

X3A
40 cm A -
CEC. X2
CEG e=1cm
Q .
10cm |10 cm
EP5.5

Valores de control:
- La maxima tension tangencial vale: 0,02426 Q (si Q se expresa en kN, el valor de la
tension tangencial viene expresado en kN=cm?)
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6 Torsion

El presente cap tulo tratara del analisis de las distribuciones de tensiones y movi-
mientos que se producen en una seccion cuando en la misma actua un momento torsor
T. Al reves que el resto de esfuerzos estudiados en cap tulos precedentes, la teor a
relativa al momento torsor pierde el caracter elemental de los resultados obtenidos
para el esfuerzo axil, momento ector y esfuerzo cortante. El estudio riguroso conduce,
en ocasiones, a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales resolubles unicamente
mediante tecnicas numericas. Por otra parte, dos de las mas importantes hipotesis de
la Resistencia de Materiales dejan de cumplirse: por una parte, el principio de Navier
de las secciones planas y, por otra, el principio de Saint-Venant deja en ocasiones de ser
cierto. Debido a todo lo anterior, el presente cap tulo se centra en piezas prismaticas
de seccion constante.

Tradicionalmente se han considerado dos tipos de torsion: Por un lado aquel tipo
de torsion en el cual los alabeos de las secciones transversales no estan impedidos. Se
la denomina torsion uniforme o torsion de Saint-Venant. Por otro lado, en los casos
en los cuales los alabeos de las secciones rectas presentan algun tipo de coaccion a
su libre movimiento, se esta hablando de torsion no uniforme o torsion con alabeo.
Seguidamente se estudian ambos tipos de torsion.

A) TORSION UNIFORME

6.1 Planteamiento

Una pieza prismatica esta sometida a torsion uniforme cuando el momentor tor-
sor que en ella actua es constante a lo largo de la misma y ademas los alabeos que
se producen en las secciones rectas no tienen ninguna coaccion que impida su libre
movimiento.

Logicamente las anteriores condiciones son ideales, por lo que en la practica rara
vez se presentan en toda su pureza. Sin embargo, aparecen multitud de casos en que,
con un grado de aproximacion razonable, su estado de torsion puede ser asimilado a
torsion uniforme. Ello sucede fundamentalmente, tal como se analizara mas adelante,
con piezas de seccion maciza y con per les cerrados de pared delgada.
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Las hipotesis basicas para la torsion uniforme son las siguientes:

a) Todas las secciones rectas de la pieza giran un angulo ”, alrededor de un eje,
paralelo al eje de la pieza, denominado eje de torsion. Al punto situado en la
interseccion de dicho eje de torsion con una seccion recta se le denomina centro de
torsion.

b) El giro =d~”,=dx, por unidad de longitud es constante para toda la pieza. Esto
signi ca que, dada una rebanada diferencial, el giro relativo entre las dos secciones
es constante.

c) Cada punto de una seccion recta experimenta un alabeo (movimiento en direccion
X,) de valor u,(X,;X;). Dicho alabeo no es funcion de x,, sino que es el mismo
para cualquier seccion. Por este motivo, las tensiones normales , en la seccion son
nulas.

En base a las anteriores hipotesis se puede escribir (Fig. 6.1)

Uy (X1 Xo; X3) = U (X2, X3) = (X2; X3) (6:1a)
Uy (Xq; X X3) = X1 X3 (6:1b)
Us(X1; Xa5 X3) = Xi Xz (6:1c)

A la funcion (X; X3) se le denomina funcion de alabeo de Saint-Venant.

N

\

X X

| Eje de torsion N N N
1 — . . N — PP'= QXI\/\/ DP
I Xl D 0)(1 Xl

/

Fig. 6.1 Desplazamiento u, y u; de un punto situado en una seccion recta

Notese que al ser = d”,=dx, = constante, el producto X, representa el giro de la
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seccion considerada respecto al origen de la pieza. A partir de 6.1 las deformaciones

valdran
@ul @UZ @U3
"=—=0 : ",=—2=0 ; "; ===
' @x, 2 @x, ° 0Xs
Qu, Qu, 0]
= —— 4+ — = — X
. 0x,  @X; 0x, :
Qu, | Ous @
= -4 7 = —~ 4+ X
e 0xs  @X; 0Xs ?
23 =0

por lo que las unicas tensiones no nulas valen

@
2=G =G @7)(2 X3
3=6G 3=G @7+X2

@X3

En la gura 6.2 pueden verse representadas las anteriores tensiones.

Fig. 6.2 Tensiones en la seccion recta

El momento torsor M, que actua en la seccion valdra
z

M, = (1% 12X3) dA

A
expresion que relaciona las tensiones con el valor del momento torsor.

(6:2a)
(6:2b)

(6:2¢)
(6:2d)

(6:3a)

(6:3b)

(6:4)

Para resolver el problema de la torsion uniforme existen dos formulaciones basicas:
la formulacion en desplazamientos utilizando la funcion de alabeo de Saint-Venant y
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la formulacion en tensiones mediante la introduccion de la funcion de Prandtl. En los
apartados siguientes se desarrollan ambas formulaciones.

6.2 Formulacion de la torsion uniforme en desplazamientos

El problema de la torsion uniforme en desplazamientos quedara resuelto si se conocen
los valores de y de la funcion (X,;X;). Para ello, sustituyendo las expresiones 6.3 en
las ecuaciones de equilibrio interno 1.9, se obtiene

2 2
e e
0x3  @x3
es decir, la funcion debe ser armonica.

Las condiciones de contorno a aplicar parten de imponer que las tensiones sobre las
super cies laterales de la barra son nulas (Fig. 6.3).

=0 (6:5)

Fig. 6.3 Tensiones en los contornos

El vector normal N a dicha super cie lateral no tiene componente segun X, siendo
las componentes sobre X, y Xz, respectivamente, n, y n;. De acuerdo con la expresion
1.14

2 3 2 32 3
0 o 12 13
405=4 L 0 0 54n25 (6:6)

expresion que desarrollada en sus terminos no triviales conduce a

2N+ 13N =0 (6:7)

es decir, que la tension tangencial resultante es tangente al contorno.



6 Torsion 205

Notese que de acuerdo con la gura 6.3 las componentes n, y n, del vector normal
N se escriben

dx dx
n, = d—3 ;g = d—z (6:8)
por lo que, si se sustituye 6.3 y 6.8 en 6.7, se obtiene
@ dx3 @ dX2 _
G @ X3 di G @ + X2 di — O
es decir:
) dxs @ dx, _ :

lo cual expresa la condicion de contorno en desplazamientos.

Como es sabido, la ecuacion diferencial 6.5 no tiene solucion anal tica conocida, por
lo que, dada una determinada seccion, no es facil obtener la expresion del alabeo de
Saint-Venant que cumpla con 6.5 y con las condiciones de contorno 6.9. Numericamente,
sin embargo, la resolucion de 6.5 utilizando la tecnica de los elementos nitos es rela-
tivamente sencilla para cualquier tipo de seccion.

6.3 Formulacion de la torsion uniforme en tensiones: funcion de Prandtl

Dado que, tal como se ha analizado, las unicas tensiones no nulas son ., y 43, las
ecuaciones de equilibrio interno 1.9 se cumpliran de forma automatica si se escribe

_ 0 :
2= axs (6:10a)

_ 0 :
2= 00X, (6:10b)

A la funcion de tensiones se la conoce con el nombre de funcion de Prandtl. Su
relacion con la funcion de alabeo de Saint-Venant se obtendra igualando las tensiones
tangenciales dadas por 6.3 y 6.10, es decir

e _ @ .
e _ @ :
o G 0x + X, (6:11b)

Eliminando entre las dos tensiones anteriores se obtiene
2 2
0> @

0xz  @x2

2G (6:12)
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mientras que las condiciones de contorno 6.9 quedaran

@ dX3 + @ dXZ _ d _ 0 (613)
lo cual indica que la funcion  debe ser constante en el contorno. Si solamente existe un
contorno (secciones llenas), entonces, sin perdida de generalidad, puede tomarse =20
en dicho contorno. Si, por el contrario, existen varios contornos (secciones con huecos),
entonces la funcion  sera constante en cada uno de ellos (ver Fig. 6.4).

Fig. 6.4 Secciones de alma llena y de contornos multiples

Es preciso seguidamente imponer las condiciones de equilibrio globales en la seccion.
Por una parte, la integral de todas las tensiones tangenciales en la direccion de cada
uno de los ejes coordenados es nula, y por otra parte, el momento respecto a D de
todas las tensiones tangenciales debe ser igual al momento torsor M,. Es decir

Z Z

1,0A = 3 dA=0 (6:14a)
A Z A
M, = (5% 12X3) dA (6:14b)

A

Las expresiones 6.14a se cumplen ya que
YA Z |

1,dA = @— dx,dx,; = n.d =0

A@Xs
‘o

Xz

|
130A = dx,dx,; = nd =0

A

siendo el contorno de la seccion.
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Las integrales anteriores es evidente que se anulan, ya que  es constante en los
contornos,y n,d =0.
Por lo que respecta a la condicion 6.14b

Y4 z 0 0
M, = ) (13X  12X3)dA = @—szz + @—sza dA
Integrando por partes la exprgsion antelrior
M, =2 dA (Xzn, + x3n3) d (6:15)

A

Interesa saber cuanto vale la integral curvil nea de 6.15 en el caso mas general de
recintos multiplemente conexos (secciones con huecos). Para ello, supongase la seccion
de la gura 6.5. Sea , el contorno exterior y , cada uno de los contornos
interiores. Sea asimismo A, el area encerrada por el contorno exterior ,y A; A,
las areas de los huecos. En cada uno de ellos, la funcion de Prandtl es constante.
Para realizar la integracion se realizan los cortes senalados en la gura 6.5, con lo cual
se tiene un contorno unico. Notese que las integrales curvil neas se anulan en los cortes.

Fig. 6.5 Seccion con huecos interiores

Para un contorno cualquiera (Fig. 6.6) se veri ca que
(X;n, + x3n)d = d = 2dA (6:16)
Por lo tanto, a partir de 6.16 se tendra

| | | |
(XN, +%3n3) d = d 1 d d =

X
=2 A, 2 A 2 A 2 JAn=2 A, 2 A (6:17)
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D x2n2+x3113:l;A'N:p

Fig. 6.6 Diferencial de area

por lo que la expresion del momento torsor 6.15 se escribira
> YA
M,= 2 ,A,+2 AT+ 2 dA (618)

=1 A

en donde normalmente se toma , =0.
Se analizan seguidamente algunas de las propiedades de la funcion , propiedades
determinantes a la hora de resolver el problema de la torsion.
Considerese en primer lugar una seccion cualquiera, tal como la representada en la
gura 6.7. En ella, se representan las curvas de nivel de , teniendo en cuenta que esta
es constante en el contorno. Para una curva de nivel cualquiera, se cumplira en cada
punto que

@
-— =0
@
y por lo tanto como
@ @ dx @ dx dx dx
N = @Tdiz + @773 = 13T2 + lzd—a = LN+ 3N, =0 (6:19)
2 3

ecuacion que expresa que la tension tangencial resultante en cualquier punto debe ser
tangente a la curva de nivel de la funcion que pasa por dicho punto. De esta forma,
la magnitud de la tension tangencial total en cada punto se obtendra componiendo
12 ¥ 13 Sobre la tangente a la curva de nivel de , es decir (Fig. 6.8)

= cos + usin = 004 B

- 12 13 - 12 dN 13 dN -
@ dx; @ dx; _ @ .
@X2 dN M @X3 dN B @N (620)

es decir, la tension tangencial total en un punto cualquiera de la seccion es igual a la
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=

Fig. 6.7 Curvas de nivel de la funcion de Prandtl

Cun,
o %
©
T
12
7/
/
tangente a
Y= cte

tangente a = cte
Y =cte

y=cte

Fig. 6.8 Proyeccion de las tensiones tangenciales sobre la tangente a la curva
de nivel

pendiente de la funcion en el punto considerado.
Por motivos que se veran mas adelante, es interesante determinar la circulacion de
la tension tangencial total a lo largo de una curva de nivel de . Para ello

I 1 1 @ @

d = cos + ;3sin )d = —nN;+—n, d =
( 12 13 ) @X3 3 @Xz 2

z
_ e e
= 0 + 0 dA
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y teniendo en cuenta que de acuerdo con 6.12 el laplaciano de la funcion de Prandtl
es igual a 2G , sustituyendo en la expresion anterior y llamando  al area de la
seccion encerrada por la curva de nivel considerada
1 z
d = 2G dA=2G (6:21)

A

expresion que sera utilizada posteriormente para determinar el valor del angulo es-
pec co de torsion

6.4 Analog a de la membrana

Existe una importante analog a, puesta de mani esto por Prandtl, entre la funcion
y la echa de una membrana sometida a presion. En efecto, supongase una membrana
plana, sin capacidad de resistencia a esfuerzo cortante, apoyada en un contorno plano
y sometida a una presion exterior ¢ normal a la super cie de la membrana. La ecuacion
de la echa z viene dada por

2 2
Oxz  @x3 S
siendo S la traccion (constante e igual en todas las direcciones) a que esta sometida la
membrana.
Notese que las ecuaciones 6.12 y 6.22 son identicas si ambas se normalizan. La
primera de ellas respecto a 2G y la segunda respecto a =S, o sea

(s 0* _ .
e I = L (6:232)
e,z _ (6:23b)

@3 @3 ¢S

Por lo tanto, se puede utilizar la teor a de la membrana para obtener conclusiones
aplicables al estudio de la torsion, siempre que la curva en que esta apoyada la
membrana coincida con el contorno (o los contornos) de la seccion.!

Se puede, sin embargo, argumentar que la resolucion de la ecuacion diferencial 6.22
presenta las mismas di cultades que la 6.12. Realmente esto es cierto, aunque la u-
tilidad proviene de la facilidad de visualizacion de la solucion de 6.22 frente a 6.12.
Es, en efecto, facil hacerse una composicion logica de la solucion de la echa de una
membrana sometida a presion exterior y extrapolar (por ejemplo segun 6.20 0 6.21) las
conclusiones obtenidas al analisis de la distribucion de tensiones tangenciales.

1 Véase Timoshenko-Goodier Teor a de la Elasticidad. Ed. Urmo.
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6.5 Algunas secciones de alma llena

Tal como se ha senalado anteriormente, la solucion anal tica de las ecuaciones de
la torsion en secciones de forma cualquiera se conoce solamente para un numero limi-
tado de casos. La resolucion numerica, sin embargo, no presenta grandes di cultades,
especialmente si se realiza mediante el metodo de los elementos nitos.?

Aungue mas adelante se abordara la solucion de per les de paredes delgadas, en
esta seccion, se va a centrar la atencion en dos secciones de alma llena particularmente
utiles: la seccion circular y la seccion rectangular.

6.5.1 Pieza prismatica de seccion circular sometida a momento torsor

Considerese una pieza recta de seccion circular de radio R sometida a un momento
torsor constante de valor M, (Fig. 6.9).

Fig. 6.9 Seccion circular sometida a momento torsor

Debido a la antisimetr a radial existente, la funcion de Prandtl sera unicamente
una funcion del radio, es decir, que las curvas constante corresponden a c rculos
concentricos con el de la seccion. Por ello, la ecuacion 6.12 se puede escribir

1d d
e integrando
G 2
= 7r +c,Lnr+c, (6:25)

2Hinton & Owen: Finite Element Computations. Pineridge Press.
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La constante ¢, debe ser nula, ya que debe tomar un valor nitoenr = 0. La
constante ¢, se obtiene de imponer la condicion de que la funcion de Prandtl es nula
en el contorno de la seccion (r = R). Es decir, ¢, = G R?=2. O sea:

= 67(r2 R?) (6:26)
y de acuerdo con 6.20
= c(iTr =Gr (6:27)

lo cual indica que la distribucion de tensiones tangenciales es lineal, alcanzando su
maximo valor en el contorno de la seccion

Queda por hallar, por una parte, el valor del angulo espec co de torsion, y por
otra el valor de las tensiones tangenciales en funcion del momento torsor.

A partir de 6.18

z g
M, =2 dA =2 7(r2 R?) 2 rdr=

A 0

R*
G
2

. 4 . . . .
y teniendo en cuenta que ™ es igual al momento de inercia polar 1, de la seccion

respecto al punto D, se obtiene el valor del angulo espec co de torsion
— Mi

2
Gl (6:29)
y sustituyendo en 6.27 y 6.28:
=%r (6:30a)
IP
max :¥R (6:30b)

valores que dan respectivamente la distribucion de tensiones tangenciales, as como el
valor de la tension tangencial maxima.

Por lo que respecta a los desplazamientos en el plano de la seccion, vendran dados
por 6.1, es decir

M
U= & Itp X1 X3 (6:31a)
M
Us = G—Itpxlx2 (6:31b)

u, = 0 por razones de antisimetr a (6:31c)
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Como puede observarse, los movimientos u, en direccion radial son nulos, mientras
que en direccion perpendicular al radio valen u, = (M,=Gl,)X,r. Notese asimismo que
los radios permanecen rectos despues de la deformacion.

En la gura 6.10 puede observarse que las generatrices del cilindro, al deformarse,
lo hacen formando una helice.

Fig. 6.10 Deformacion por torsion de un cilindro circular

6.5.2 Pieza prismatica de seccion rectangular sometida a torsion

Para este tipo de seccion, de indudable interes practico, no es posible determinar
una funcion de Prandtl sencilla que proporcione la solucion del problema de la torsion.
Considerese (Fig. 6.11a) una seccion rectangular de ancho 2a y canto 2bh. A traves
de la analog a de la membrana (Fig. 6.11b), es posible una primera visualizacion de
la distribucion de las tensiones tangenciales. Al ser la tension tangencial igual a la
derivada de la funcion respecto a la normal, es claro que las tensiones tangenciales
maximas se produciran (si b > a) en los puntos medios de los lados mayores.

X

2b N

———

2a

N

a) b)

Fig. 6.11 Seccion rectangular sometida a torsion
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Puede demostrarse? que la funcion de Prandtl vale

2 A 3
2Gaz X 1, S

=3 Gsa ()4 2 gL (6:32)

+=1,3,5 ! Ch % 2a

por lo que de acuerdo con 6.10 ,; valdra
2 I3 3

16G a 1 a .. n

18 = 0 (DT M 2 5gjn X (6:33)
0, 2 i=1,3,5 2 Ch ZTJ 2a

por lo que, sustituyendo en la anterior expresion x; =0y X, = a, y despues de realizar
algunas manipulaciones, se obtiene

2
g X 1
i=1,3,5 |2C %
y tambien
max — 2G a (635)

en donde el valor de en funcion de b=a puede obtenerse de la tabla 6.1.
La relacion entre el momento torsor M, y el angulo espec co de torsion se obtiene
a partir de

, “ o
_ 1 ) 192a X 1 ib
M, =2 i dA = §G (2a)*(2b) 1 —561:173’5 iT;Th 22
y tambien
M, = ,G (2a)*(2b) (6:36)

El valor de , en funcion de b=a puede verse en la tabla 6.1. EI angulo de torsion
valdra

M,
= 37
G .y (@) (©:372)
y si se quiere escribir = M,=GJ siendo GJ la rigidez a torsion, se tendra
J = ,(2a)%(2b) (6:37b)
A partir de 6.35y 6.36
=M (6:38)

" 5(2a)%(2b)
en donde, igual que antes, , puede obtenerse en la tabla 6.1.

3Timoshenko-Goodier: Teor a de la Elasticidad. Ed. Urmo.
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Tabla 6.1 Pardmetros de la torsion para una seccion rectangular

b/a

1 2
1 0,675 0,141 0,208
11 0,720 0,154 0,214
1.2 0,759 0,166 0,219
1,3 0,793 0,177 0,223
14 0,822 0,187 0,227
15 0,848 0,196 0,231
2 0,930 0,229 0,246
2,2 0,949 0,238 0,251
2,5 0,968 0,249 0,258
3 0,985 0,263 0,267
1 0,997 0,281 0,282
5 0,999 0,291 0,292
7 1,000 0,303 0,303
10 1,000 0,312 0,312
0o 1,000 0,333 0,333

6.6 Per les abiertos de pared delgada

En el caso de una seccion abierta, compuesta por paredes delgadas, es posible dar
una solucion anal tica al problema de la torsion, con una aproximacion su cientemente
cercana a la solucion real, como para hacerla aceptable.

Supongase una pieza recta compuesta por una chapa cuya seccion recta tiene ancho
e y longitud b. Se supondra que el espesor e es pequero frente a la otra dimension b
(Fig. 6.12).

Dado que el espesor e es pequeno frente a la longitud b, esta se puede suponer
inde nida, con lo cual la funcion de Prandtl dependera unicamente de X,. Ello supone
despreciar el efecto de los bordes en los lados cortos del rectangulo. La expresion 6.12
se aproxima por lo tanto por

d2
dxz

e integrando, y teniendo en cuenta la simetr a respecto a X; y que  vale cero para
X, = e=2, se obtiene

= 2G (6:39)

2
2 &

= G X 2
Se sabe que la pendiente de  en cualquier punto es igual a la tension tangencial
(ec. 6.20), por lo que derivando 6.40 repecto a X, se tendra

da _
dN

(6:40)

d
o =26 % (6:41)
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X3

Xy

a)

Fig. 6.12 Chapa de pequero espesor

max

Fig. 6.13 Distribucion de tensiones tangenciales en una chapa de un per |
abierto

lo cual indica que la distribucion de tensiones tangenciales var a linealmente dentro del
espesor de la chapa, oscilando entre un maximo en los bordes y un valor nulo en el

centro (Fig. 6.13).
La tension tangencial maxima sera igual a

max = G € (6:42)
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y dado que de acuerdo con 6.18

z
M, =2 dA
A
se cumplira
Z
e? be?
M, =2 G X 7 dA = ?G (6:43)
A
es decir que el angulo espec co de torsion valdra
M,
=_— 6:44
1=3Gbe? (6:44)
por lo que si nuevamente se escribe = M,=GJ, el valor de J sera
1
J= gbe3 (6:45)

Notese que este valor es el mismo que el dado para una seccion rectangular por la
expresion 6.37b para valores b=a = 1 (tabla 6.1). Asimismo, en la tabla 6.1 puede
verse la aproximacion realizada para distintos valores de b=e (b=a en la tabla).

Asimismo la tension tangencial maxima en funcion del momento torsor se escribe

M,
he?

(6:46)

max

En el caso de un per | abierto compuesto por varias paredes delgadas, la formulacion
anterior puede hacerse extensiva a cada una de ellas. Supongase, para jar ideas, que
se tiene la seccion representada en la gura 6.14. Puesto que el angulo espec co de
torsion debe ser igual para cada una de las paredes

Mo _ My, _ Mg M

= = = = —pP— 6:47
3Gbe?  Gbel  1Gbel 3G be? (6:47)
y por tanto, el momento torsor que actua en cada una de las paredes valdra
_ € )
M,; = P—. bieil\/lt (6:48)
A partir de las expresiones 6.47 y 6.48 es evidente que
1 >X

J =3 b,e’ (6:49a)

M. .
( max)j =7 b= 4F$];Mt (649b)
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a) b)

Fig. 6.14 Seccion de paredes delgadas sometida a torsion

Fig. 6.15 Concentracion de tensiones en los angulos

Logicamente, en las zonas de union de las distintas paredes se produciran alteraciones
de las tensiones tangenciales respecto a las obtenidas hasta ahora. Concretamente, en
los angulos entrantes (Fig. 6.15) se produciran concentraciones de tensiones cuyo valor
dependera del radio que se le de a la transicion entre paredes.

Sea R el radio de curvatura de la transicion y .. las tensiones tangenciales maximas
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obtenidas utilizando las expresiones anteriores. Puede demostrarse* que el valor real
de las tensiones tangenciales ... viene dado en funcion del cociente R=e por la curva
dibujada en la gura 6.16.

3,5
3,0
25
Tmax
Tmax
2,0 \
1,0
0 0,5 1,0 L5 2,0
R/e

Fig. 6.16 Tension tangencial maxima en puntos angulosos (secciones abiertas)

6.7 Per les cerrados de pared delgada

El comportamiento a torsion de los per les de pared delgada cerrados es sustan-
cialmente distinto a los per les abiertos, tanto en lo que se re ere a la distribucion
de tensiones como a la rigidez a torsion. Se analizaran separadamente los casos de
secciones unicelulares y de secciones multicelulares.

6.7.1 Secciones cerradas unicelulares

En el caso de secciones unicelulares (Fig. 6.17) y dado que el valor de la funcion
de Prandtl debe ser constante en el contorno exterior (se supondra que , =0) Yy
en el contorno interior, se puede admitir de forma aproximada, ya que el espesor e es
pequeno, que var a linealmente entre ambos contornos, es decir en el espesor. Ello
implica que las tensiones tangenciales son constantes en el espesor. Ademas, el ujo de
tensiones tangenciales e es constante para cualquier punto de la seccion.

4Timoshenko-Goodier: Teor a de la Elasticidad. E. Urmo.
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= constante |

Fig. 6.17 Tensiones tangenciales en una seccion unicelular

El valor , de la funcion de Prandtl en el contorno interior puede obtenerse a partir
de 6.18 teniendo en cuenta que , = 0. Por tanto, se puede escribir

M, =2 A (6:50)

siendo A el area encerrada por la | nea media de la seccion. Ademas, puesto que

- M, =2 ,A=2A e (6:51)
con lo cual se obtiene la importante expresion
M

= 2Ate (6:52)

Notese que, dado que el ujo de tensiones tangenciales vale = e, dicho ujo

= M,=(2A) es constante en cualquier punto de la seccion (considerando esta repre-
sentada por la | nea media). A la misma conclusion se llega mediante consideraciones
de equilibrio. Considerese (Fig. 6.18) el trozo de pieza delimitado por dos secciones
separadas una distancia ds. Supongase dos puntos A y B en que las tensiones tangen-
ciales valen respectivamente , y 5. Sien el mencionado trozo de pieza se realizan dos
cortes en direccion longitudinal en A y en B, aparecen en dichos cortes unas fuerzas
1e.dsy gpepds (Fig. 6.18b) que por equilibrio deben ser iguales, es decir

484 = BEp

lo cual demuestra la constancia del ujo.

A partir de 6.21 se obtiene el angulo espec co de torsion
|

H g M, d Iy

2A e M., ]

2GA 2GA ~ 4GAz e (6:53)

y el modulo de torsion J se escribira

4A°
J=4 (6:54)
e
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a) b)

Fig. 6.18 Flujo de tensiones tangenciales

,/Abertura

4

b b |

a) b)

Fig. 6.19 Per les laminados de paredes delgadas: a) Seccion abierta, b) Sec-
cion cerrada

Es interesante la comparacion de 6.53 con 6.47. Para centrar ideas, supongase dos
secciones formadas por cuatro paredes delgadas de longitud b y espesor e = b=10 (Fig.

6.19). La primera de ellas abierta y la segunda cerrada. En ambas actua un momento
torsor de valor M,.

Para el caso de la seccion abierta
1 e _ 715
mex T Igpes b3
. M, 750
1G4pes  Gb* '
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Jt = %G4be3 =1;33 10 °*v*

Analogamente, para la seccion cerrada
) M, 5

max T oh2e  p3
o M 4 10
T 4AGb* e  Gbr
,_ 4 b

4b=e ~ 10

De la comparacion de ambos conjuntos de resultados se concluye que, en el caso
de seccion cerrada, las tensiones tangenciales son quince veces inferiores, el angulo
espec co de torsion setenta y cinco veces menor y el modulo de torsion setenta y cinco
veces mayor que para el caso de seccion abierta.

Al igual que para el caso de secciones abiertas, los puntos angulosos dentro de la
seccion pueden dar lugar a importantes concentraciones de tensiones. Por ello, es con-
veniente suavizar dichos puntos mediante curvas (en general c rculos) de transicion
(ver Fig. 6.15). En la gura 6.20 puede verse representada la relacion entre las ten-
siones maximas que realmente se producen y las calculadas utilizando las expresiones
anteriores.

35
3,0
25
Tmax
T

max

2,0 \
1 \\

0 0,5 1,0 1,5 2,0
R/e

1,0

Fig. 6.20 Tension tangencial en puntos angulosos (secciones cerradas)

La gra ca de la gura 6.20 puede aproximarse mediante la expresion
___ &
RLN(1 + e=R)
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6.7.2 Secciones multicelulares

Considerese una seccion formada por diferentes celdas (Fig. 6.21). En cada uno de
los contornos, la funcion de Prandtl  tendra un valor constante , (en el contorno
exterior, se tomara como es habitual , = 0). Asimismo se supondra que, dado que
los diferentes espesores e son pequenos, las tensiones tangenciales son constantes en el
espesor.

Vs b)

v

V3

a)

Fig. 6.21 Funcion de Prandtl y ujos en secciones multicelulares. a) Seccion
real. b) Seccion idealizada.

De acuerdo con la gura 6.21, existen tantos valores desconocidos ; de la funcion de
Prandtl como contornos interiores tenga la seccion, es decir, como el numero de celdas
(cuatro en el caso de la gura). Sea:

;- Flujo de tensiones tangenciales en la pared ij que separa la celda i de la j. El
sentido de recorrido corresponde al del giro antihorario en la celda i. De esta

forma ,, = y
17 Ji
;- Flujo de tensiones tangenciales en la parte de contorno exterior que pertenece a la
celda i

e;;- Espesor de la pared que separa la celda i de la j

e,: Espesor de la pared que separa la celda i del contorno exterior
. Tensiones tangenciales correspondientes al ujo ;

. Tensiones tangenciales correspondientes al ujo ;

Logicamente , = ,=e,y ,; = ,=€,;.
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La relacion entre las tensiones tangenciales y la funcion de Prandtl vendra dada por

== 6:55a

=3 (6:552)

L= J 6:55b

T (6:55b)

y tambien

i = (6:56a)

G= ; (6:56h)

De acuerdo con la expresion 6.18
X
M, =2 A, +2 ,A,+ +2 A =2 A, (6:57)

siendo A, el area encerrada por cada celda y n el numero de celdas de la seccion.
Si se aplica la expresion 6.21 a cada celda:
z > Z
d + 504 = 2GA, (6:58)
0) I G
siendo (i) la parte de la pared de la celda i que no es comun con otras celdas, sino con
el contorno exterior | logicamente (i) puede ser nulo |, y (ij) la parte de la pared de
la celda i comun con la celda j.

Sustituyendo 6.55 en 6.58
¢ < Z d
. —+ (. ;) — =2GA, (6:59)

e . e;
O] J (&)

Existen tantas expresiones 6.59 como numero de celdas, por lo que el conjunto de
expresiones 6.59, juntamente con 6.57, forma un conjunto de n+ 1 ecuaciones con n+1
incognitas: n valores de la funcion ,y el angulo espec co . Una vez obtenidos estos
valores, las tensiones tangenciales y sus correspondientes ujos se obtienen a partir de
6.55 y 6.56.

| Problema resuelto P6.1 En la seccion bicelular de la gura P6.1.1, actua un momento
torsor M, de valor M, =100 kN m. ElI espesor de las paredes horizontales vale 1,3 cm
y el de las paredes verticales 0,8 cm. Determinar los ujos de tensiones tangenciales, las
tensiones tangenciales, el angulo espec co de torsion y el modulo de torsion.

Solucion
- Celda 1: Area A, =0;5 0;7=0;35 m?

70 50 70 50
+ + + oY )
v Ta3tgetrg T(r dggT 0
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5e
S
70 cm @ ﬁr(ﬁz
50 cm ¢, } @ (/5121\
P S— —e— 77 ¢—
70 cm ‘r 30 cm 1 2 2
Fig. P6.1.1 Seccion bicelular sometida a torsion
- Celda 2: Area A, =0;3 0;7=0;21 m?
30 70 30 20 50
+ + + + —=2G 0;21
> 1;3 0,8 1;3 08 (- 1)0;8 '
Es decir
232;69 , 62,5 , 0;7G =0 (a)
62;5 ,+221;15 , 0;42G =0 (b)
Ademas, de acuerdo con 6.57
0;7 ,+0;42 , =M, =100 (©)

Las expresiones (a), (b) y (c) forman un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
gue, resuelto, proporciona los valores de la funcion de Prandtl en cada contorno,

., =97;26 kN=m
, =76 KN=m
G =25544;2 kKN=m?
por lo que los ujos de tensiones tangenciales valdran

1= 1 =97;26 kN=m

2= =176 kKN=m

2= 1 2=97;26 76 =21;26 KN=m
Dichos ujos, as como las tensiones tangenciales, pueden verse representados en la gura
P6.1.2.
El angulo espec co de torsion vale = 25544;2=G y si se toma G =2;1 10°% kN=m?,

se tendra que =1;2164 10~* rdn=m.
El modulo de torsion J valdra

M, 100

J=G 55wz

=3;915 10°m*
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4,=76 585
yozs fo W e
e for-7s - 2o fos
$,-97.26 $r76 7,48 585
a) b)

Fig. P6.1.2 a) Flujo de tensiones tangenciales (unidades: kN/m). b)
Tensiones tangenciales (unidades MPa)

B) TORSION NO UNIFORME

6.8 Introduccion a la torsion no uniforme

En la teor a de la torsion uniforme (tambien llamada torsion segun Saint-Venant),
cada punto de las correspondientes secciones rectas alabea libremente sin que exista
ninguna coaccion a dicho movimiento. Ello comporta que el angulo espec co de torsion
sea el mismo para todas las secciones de la pieza y que la distribucion de tensiones
tangenciales tampoco dependa de la coordenada X;.

Si se considera, sin embargo, la pieza como formando parte de todo un conjunto
estructural, los mencionados alabeos no seran en general libres, sino que normalmente
existira algun tipo de coaccion. De esta forma, los alabeos pueden dejar de ser uni-
formes a lo largo del eje de la pieza. Logicamente, si dichos alabeos estan coaccionados
apareceran unas tensiones normales , variables® punto a punto en la seccion y funcion
de la seccion que se considere. Ademas, y como consecuencia de la variabilidad a lo
largo del eje de la pieza de las tensiones normales, apareceran asimismo unas tensiones
tangenciales (que, como se vera mas adelante, son constantes en el espesor) que pro-
duciran un momento torsor M,,, denominado momento de alabeo. Logicamente, el
momento torsor total T que actua en una seccion es la suma del mencionado torsor M,,
y del producido por la torsion uniforme M,. Es decir, T = M, + M,,.

Aungue el efecto descrito hasta ahora es valido para cualquier tipo de seccion, solo
adquiere verdadera importancia cuando se trata de secciones abiertas. En las cerradas,
la teor a de la torsion uniforme puede considerarse valida para resolver con su ciente
aproximacion el problema de la torsion. Por consiguiente, en lo sucesivo se consideraran
unicamente secciones abiertas.

5Dado que las tinicas tensiones normales que aparecen son o1, en lo sucesivo se omitira el subindice,
por lo que dichas tensiones se representaran tinicamente mediante el simbolo o.
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6.9 Formulacion de la torsion no uniforme

6.9.1 Formulacion de las ecuaciones

Considerese una pieza recta cualquiera cuya seccion es abierta y de espesor e en
cada punto (Fig. 6.22). En adelante se representara unicamente la | nea media de las
paredes de la seccion. Realizando el equilibrio de un elemento diferencial dx,d en
direccion X, se obtiene

e(e , @ _ .
i a0 (6:60)

X

5 N
otc RS
(re* 0 d@j’} \(wd&
XZ “
\ ¢
)& /tfdx]

(G+aa—fldxl)ed§

Fig. 6.22 Equilibrio de un elemento diferencial de pieza recta

Considerese asimismo una seccion cualquiera de la pieza recta ya descrita (Fig. 6.23).
Para cada punto se de ne una nueva coordenada local y unos vectores base asociados
a cada punto. Sean, en un punto cualquiera de la seccion, u,(X;; ) el alabeoy u,(X;; )
el movimiento en direccion t.

De acuerdo con lo estudiado en el Cap tulo 1, la deformacion tangencial ,, asociada
a las direcciones perpendiculares t y x, valdra

1t = % + au,
/ @ 0x,

Por otro lado, de acuerdo con la gura 6.23, y dado que du es perpendicular a DA,
el movimiento du, de un punto cualquiera A de la seccion vale

du,= ,d7; (6:62)

(6:61)
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\ tangente a la
\ seccién en A

a) b)

Fig. 6.23 Coordenadas locales de la seccion

por lo que
Qu, d~,
= p— 6:63
0.~ "dx (6:63)
siendo ”, el giro de la seccion por torsion. Notese que, a diferencia de la torsion

uniforme, el angulo espec co de torsion = d”,=dx, es ahora dependiente de la coor-
denada Xx;.

Dado que en la bra media de las paredes de la seccion la tension tangencial es nula,
tambien lo sera la deformacion tangencial ,, por lo que®, igualando a cero la expresion
6.61

Qu, d”,
0=—+ 6:64
0 Pdx, (6:64)
e integrando se obtendran los alabeos u,
d-, &
u, = d—xi 5 d +ugp (6:65)

0

6Realmente Y1t es la suma de la deformacion tangencial debida a la torsién uniforme maés la debida
a las tensiones tangenciales provocadas por las tensiones normales o que aparecen al coaccionarse los
alabeos u;. Las primeras son nulas, aunque no las segundas, por lo que la anulacién de la expresién 6.61
representa una aproximacién justificable debido al hecho de que los alabeos debidos a v1¢ son pequenos
en comparacién con los debidos al giro por torsién.
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En donde el valor u,,, que se determinara posteriormente, aparece debido al hecho
de que el punto = 0 no tiene, en general, alabeo nulo. Por otra parte, la integral

p d es el doble del area barrida por el radio vector DA al recorrer la seccion desde

0
el extremo =0 al punto en el cual se calcula el alabeo. Por tanto, si ,d = 2dw

d
u, = dxi 2W + Uy, (6:66)

Al valor w en cada punto se le denomina coordenada sectorial.
La expresion 6.66 proporciona el alabeo en cualquier punto de la seccion, indepen-
dientemente del tipo de torsion a que esta esta sometida. Si la torsion fuera uniforme,

entonces d”,=dx, = es constante y el alabeo vale u, = 2w + U,,. Notese que el
valor de dicho alabeo esta de nido salvo constante, la cual dependera de las condiciones
de contorno del problema (porgejemplo u; = 0 para = 0, o bien obligando a que el

alabeo promedio de la seccion u,d =0, etc.). Para el caso de alabeo impedido, u,,
tiene un valor preciso.
Si d”,=dx,; no es constante, apareceran unas tensiones normales de valor

Qu, _ a7,
E@T(l = E dx? dx,

Debido a que no actua esfuerzo axil, la integral extendida a toda la seccion de las
tensiones normales debe ser nula

= E"l =

(6:67)

Edz,1Z ow da +EMA = (6:68)
X dx, '
es decir,
R
2w dA
duyo a7y 4
E =E 6:69
dx, dx2 A (6:69)
con lo que la expresion 6.67 se transforma en
= Edz’lz (6:70)
dxz ’
siendo
i 2w dA
2 =ow % (6:71)

en donde recibe el nombre de coordenada sectorial normalizada.

Las coordenadas sectoriales var an segun se elija como polo uno u otro punto. En el
presente caso estan referidas al centro de torsion D.

La expresion 6.70 es de la maxima importancia ya que relaciona las tensiones nor-
males con la cinematica de la deformacion. Observese el parecido formal entre dicha
expresion y la que relaciona el valor de las tensiones normales con la cinematica de la
deformacion en el caso de exion pura (esto es = E(d~,=dX;)Xs).
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Por otra parte, integrando 6.60 y teniendo en cuenta 6.70, se obtendra la relacion
entre el ujo de tensiones tangenciales debido a las coacciones de los alabeos y las

derivadas del giro por torsion ”,

Z 4 =7, =
e= e&d =de3l 2 ed (6:72)
1 1
0]

0

sin que aparezca ninguna constante de integracion dado que el ujo de tensiones tan-
genciales = eesnuloen =0 al ser este punto un extremo libre.

Si se designa por m al momento estatico sectorial del trozo de seccion considerado
y se de ne mediante

m = 2 ed (6:73)

la expresion 6.72 se escribe

e=ES m (6:74)
1

Las relaciones cinematicas entre las tensiones y el angulo de giro por torsion ~,
vienen dadas por las expresiones 6.67 y 6.74. Es preciso seguidamente imponer condi-
ciones de equilibrio para obtener el valor de ”, as como las coordenadas del centro de
torsion D. Dichas condiciones seran:

a) El momento M,, debido al alabeo impedido vale

Zo
M, = e pd (6:75a)

0

b) Los momentos ectores M, y M,; debido a las tensiones normales son nulos
z
M;,= X3 dA=0 (6:75b)
A
z
M; = X, dA=0 (6:75¢)

A

¢) El momento torsor total T es el debido a las tensiones tangenciales motivadas por
la torsion uniforme, mas el debido a las motivadas por las coacciones de los alabeos

T=M+M, (6:75d)

Seguidamente se imponen las anteriores condiciones.
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6.9.2 Ecuacion diferencial de la torsion no uniforme

De acuerdo con la condicion de equilibrio 6.75a el momento de alabeo M,, valdra

20 70
M, = e pd = e2d (6:76)
0 0
e integrando por partes
Zo
M= e2 T 808, (6:77)
£=0 0]
0
y puesto que las tensiones tangencialesen =0yen = , (bordes libres) son nulas, el

primer termino de la expresion se anula. Por lo que respecta al segundo, las derivadas
respecto a del ujo de tensiones tangenciales pueden ser sustituidas de acuerdo con
6.60 por las derivadas respecto a X, de las tensiones normales

M, = (g?x e2 d (6:78)
1
0
y teniendo en cuenta 6.70
7, t
M,= E—— 22 dA (6:79)
dx3 .
y llamando modulo de alabeo a
Z
1 =4 2 dA (6:80)

la expresion del momento de alabeo se escribe nalmente
d3 ,1
dx3
expresion que relaciona el momento de alabeo con la variable cinematica ;.

Si por analog a con la exion se introduce una magnitud B denominada bimomento,
tal que por de nicion

M, = EI

(6:81)

B =EI L (6:82)
B dx2 '
las tensiones normales se escribiran
B
= —2 (6:83)

Observese nuevamente la similitud formal de la expresion anterior y la 4.11, que
proporciona el valor de las tensiones normales, en el caso de exion pura, en funcion
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del momento ector, momento de inercia y coordenada.
Por otro lado, a partir de 6.81 y 6.74, las tensiones tangenciales se escriben
M.,

expresion que formalmente es la misma que la que relaciona la distribucion de tensiones
tangenciales con el esfuerzo cortante.

La ecuacion diferencial de la torsion no uniforme se obtendra teniendo en cuenta
gue en cada punto

(6:84)

e

T=M,+M,, (6:85)
por lo que, sustituyendo
o ..d7y (o R} )
T= GJd—Xl El % (6:86)

La ecuacion diferencial anterior proporciona la ecuacion diferencial de la torsion no
uniforme, cuya resolucion, y una vez introducidas las condiciones de contorno, propor-
ciona el valor del giro en cualquier punto de la directriz de la pieza. Una vez obtenido
dicho valor, se pueden obtener los valores de la distribucion de tensiones tangenciales
y tensiones normales debidos a los alabeos.

El proceso de calculo sera por tanto el siguiente:

> 37
T =GJ% El O;X; Condic
1 : ondiciones .
m = GJ d27, El d+”, * de contorno =
LT dx, dx?
8 o
d”, e,
M, =GJ— L max — J M 6:49b
% " dx, (+) ?D'Te? ¢ ( ) %
dz” B -
L| % B =EI dX21 | = |72 (683) max — ( t)max+ w
1
d3,1 _ Mw .
=M, = EI dx VL= o mo (6:84) :

Es importante senalar que si se designa por

= pEI

El =GJ ( tiene dimension

de longitud), dicho parametro representa la importancia relativa entre la torsion de

alabeo y la torsion uniforme. Valores pequeros de

corresponden a torsion uniforme

dominante y viceversa. En el ejemplo P6.2 se tratara esta cuestion mas detalladamente.
De hecho, la expresion 6.86 puede escribirse

T _d7,

GJ  dx,

3
2d ,1

dx,

(6:87)
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Evidentemente, si fuera 0, la solucion de 6.87 ser a la de la torsion uniforme.
La solucion de 6.87 es la suma de la solucion de la homogenea mas una solucion
particular dependiente de la ley de momentos torsores T

,1 =c, + Czew1/ﬂ + cqe z1/B 4 ’p (688)

siendo ”, la solucion particular. Las constantes de integracion c,;C, y c; dependen de
las condiciones de contorno a imponer. La solucion anterior puede tambien escribirse

s =cd +cCch +esh™ + 7 (6:89)

en donde, como se aprecia, las funciones exponenciales han sido sustituidas por fun-
ciones hiperbolicas.

La ecuacion diferencial 6.86 de la torsion no uniforme ha sido escrita para el caso
en que se conozcan las leyes de momentos torsores que actuan en cada punto de la
pieza. Hay ocasiones, sin embargo, en que es mas conveniente tener escrita dicha
ecuacion conociendo unicamente las cargas externas que actuan en la mencionada pieza
(momentos torsores en este caso). Si se denomina m,; a los momentos torsores por
unidad de longitud que actuan sobre la directriz de la barra (momentos externos), de
acuerdo con las ecuaciones de equilibrio interno 2.14, se tendra

dT
+— =0 6:90
m; ax, ( )
por lo que, derivando 6.86 e introduciendo 6.90, se obtiene nalmente
m, = GJ " El " (6:91)
T dxe dx? '

expresion que proporciona la ecuacion diferencial de la torsion no uniforme en funcion
unicamente de las cargas externas. Dicha expresion se puede tambien integrar obte-
niendose

7, =0C+ CoXy + et e P47 (6:92)
0 alternativamente
X X
7 =cL+CoX +CCh= + ¢, Sh™ + 7 (6:93)
en donde las constantes de integracion se determinan a partir de las condiciones de

contorno del problema.

6.9.3 El centro de torsion

As como para el caso de una pieza sometida a torsion uniforme, la posicion del
centro de torsion es irrelevante, no sucede lo mismo en torsion no uniforme. En las
expresiones anteriores, el centro de torsion no puede ser elegido de forma arbitraria ya
que ello afectar a a la magnitud de las tensiones resultantes.
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Las coordenadas del centro de torsion se obtendran imponiendo las condiciones

6.75b y 6.75¢ VA z
X; dA=0 ; X, dA=0
A A

Notese que las variables X, y X; estan referidas a unos ejes ortogonales que pasan
por el centro de gravedad de la seccion.

A partir de 6.70 y teniendo presente que las derivadas segundas de ”, respecto a X,
no son nulas, las anteriores expresiones se escriben

Z Z

X; dA=0 ; X, JA=0 (6:94)
A A
ecuaciones en las que no intervienen valores de tensiones ni movimientos, sino unica-
mente la propia geometr a de la seccion. En lo sucesivo, y dado que se manejaran
coordenadas sectoriales referidas a dos puntos distintos, se indicara con un sub ndice
el punto respecto al cual se toman dichas coordenadas (polo). De esta forma, las
expresiones 6.94 se reescriben
z Z

Xs dA=0 ; »X, dA=0 (6:95)

A A

Por otro lado (Fig. 6.24) la coordenada sectorial w,, respecto al punto D y la wg
respecto al centro de gravedad pueden relacionarse teniendo en cuenta que

dWD=%61 (rp td :%el [(r 1) t]d (6:96)

en donde e, es el versor en la direccion x, (direccion del eje de la pieza).

Fig. 6.24 Relacion entre areas sectoriales

Desarrollando la expresion anterior, y teniendo presente que td = dx,e, + dx;e; se
obtiene la relacion buscada

1 1
dwp = dwg éxzD dx; + §X3D dx, (6:97)
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Integrando desde el origen = 0 hasta un punto arbitrario

1 1
Wp = Wg Ex2Dx3 + Exg,Dx2 +K (6:98)
La coordenada sectorial normalizada , se obtiene a partir de w, mediante
R
wp dA
p=Wp A X

y sustituyendo w, por su valor en 6.98

2Z 3

1 1 1 1 1
p = Wg §X2DX3 + §X3DX2 +K A 4 (We EXZDX?’ + §X3DX2 + K) dAS

A

. R R .
y teniendo presente que X, dA = X; dA = 0 al estar las coordenadas X, Yy X referidas
A A
a ejes que pasan por el centro de gravedad, la anterior expresion se escribe

R
dA 1 1
p = Wg PR 5X2pXz + - X3pX (6:99)
| {z A } 2 2
Qg

Sustituyendo la expresion anterior en la primera de las dos expresiones 6.95

z R wg dA z X z X z
WeXs dA A4S 7" x. dA % x2 dA + % X,Xs dA =0
A A A A
es decir
2 Xoplo+Xgplos =0 (6:100a)

siendo , el momento de alabeo de la seccion respecto al eje X,. Viene dado por las
expresiones 5.55 y 5.56.
Analogamente, sustituyendo 6.99 en la segunda de las expresiones 6.95

s Xaplas +Xgpls =0 (6:100D)

Resolviendo en X, Y X5, €l sistema de ecuaciones 6.100, se obtienen las coordenadas,
respecto al centro de gravedad G, del centro de torsion

| |
Xop = ———22 (6:101a)
L, 12
Ly 5+ 1
Xop =—= 2 23 (6:101b)
L, 1z

Como puede observarse, las coordenadas del centro de torsion coinciden con las del
centro de esfuerzos cortantes, dado por las expresiones 5.59 y 5.60, es decir, se puede
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a rmar que en el caso de torsion no uniforme, el centro de torsion coincide con el
centro de esfuerzos cortantes. En el Cap tulo 12 se estudiaran las consecuencias de tan
importante resultado.

6.9.4 Otras comprobaciones de equilibrio

Las condiciones de equilibrio impuestas hasta ahora hacen referencia a la integral
de las tensiones normales (ec. 6.68) y al equilibrio de momentos, tanto ectores como
torsores (expresiones 6.75). Con las anteriores expresiones, el equilibrio no esta, sin
embargo, garantizado. Es preciso garantizar que la resultante de todas las tensiones
gue actuan en el plano de la seccion (tensiones tangenciales), en cada uno de los ejes
coordenadas, sea nula. Para ello, es preciso que

Z Z

edx, =0 ; edx; =0 (6:102)

siendo la | nea media de las paredes de la seccion y estando las integrales anteriores
extendidas a toda la seccion.

Por otra parte, las tensiones tangenciales son la suma de las originadas por la torsion
uniforme mas las debidas al momento de alabeo, es decir

= .+ , (6:103)

Las tensiones tangenciales debidas a la torsion uniforme , tienen resultante nula,
vista la distribucion que tienen en el espesor de cada pared (expresion 6.41). Es decir,
que las expresiones 6.102 se pueden escribir

Z Z

Le0dX, =0 L0%X; =0 (6:104)

Sustituyendo en la primera de estas dos expresiones el valor de e dado por 6.84

z z z ZZE 3

M
wedxzzl—w m dx, = I—w 4 2 dASdx,

o]

Integrando la anterior expresion por partes y teniendo en cuenta 6.94, se puede
escribir nalmente
Z Z

M
» € dx, = ZI—w X, JAA=0 (6:105a)

Lo cual demuestra que la resultante de las tensiones tangenciales en direccion X, es
nula. Analogamente, para la direccion X;
Z z

M
w € 0x; = ZI—w X; A =0 (6:105b)

Las expresiones 6.105 completan las condiciones de equilibrio de la seccion.
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6.10 Calculo de alabeos y resumen nal

En la resolucion de algunos problemas de torsion no uniforme es preciso determinar
los alabeos de los puntos de seccion. Para ello, se parte de la expresion 6.66

1

u =
! dx,

2W + Usp (6:66)

en donde, a partir de 6.68

R
duy, _ d®7; 2w dA
dx, dx2 A

(6:106)

e integrando
R
_d% ,2wdA +e
dx, A
siendo ¢, una constante de integracion. Si el valor anterior se sustituye en 6.66, se
obtiene

Uqo (6:107)

R
d’ 2w dA
u, = dxi 2w AT +c, (6:108)
y teniendo en cuenta 6.71, los alabeos se escriben nalmente
U= —2 +¢; (6:109)

dx,

en donde ¢, es una constante de integracion dependiente de una condicion de contorno
a imponer a los alabeos.

Finalmente, en la tabla 6.2 se exponen los principales resultados obtenidos para
torsion no uniforme. Asimismo en la tabla 6.3 se exponen los principales parametros
utilizados en torsion.

Tabla 6.2 Esfuerzos y tensiones de torsion

Magnitud Valor Expresion| Magnitud Valor Expresion
Momento de t;]en;rzz?z;?as
torsion M, = GJ 4 6.43 genclales 1 ) =+ _M,| 6.49b
. dzy de torsion 3 big
uniforme M, .
uniforme
Bimomento ) Tensiones
B B =EI %% 6.82 normales = £2 6.83
' de alabeo
Momento de . Tensiones
M, = EI <2 681 | tangenciales e= Mum 6.84
alabeo M,, dxy 1
de alabeo
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Tabla 6.3 Parametros de torsion

Resistencia de Materiales y Estructuras

Magnitud Valor Expresion| Magnitud Malor Expresion
=2  MgX, dA
P 3 e3/\2
Modulq de J=1" pe 6.49a Momento de 7 5.56b
torsion 3, alabeo ,
i = wx, dA
Producto
R
Coorde:nada w=1 d sectorial l,, =42 5.56a
sectorial w 20 ; ; 2
de inercial,,,
Coordenada R Producto
sectorial wdA i
. =w A 6.71 sectorial l., 5.56b
normalizada A P
de inercial;,,
a
NModulo de L Parametro _
alabeo | =4, TOA] 680 9
Momento R
estatico = 2 ed 6.73
sectorial m 7
Momento d =2 Medw
;’Ia ;eoo € 7 5.56a
2 = wx,; dA
A

Nota: Las magnitudes , w,

magnitudes

, m estan referidas al centro de esfuerzos cortantes. Las
21 3 baw; s €Stan referidas al centro de gravedad.

| Problema resuelto P6.2 La mensula que se presenta en la gura P6.2.1 esta sometida
a un momento torsor T =2 KN m aplicado en su extremo S. Las caracter sticas de la
seccion se indican tambien en la mencionada gura. Se desea estudiar dicha mensula a
torsion no uniforme.

e iz

L=700 cm

F E

40 cm

et wen

10cm 20 cm

Fig. P6.2.1 Pieza simple sometida a torsion no uniforme
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Solucion

Es preciso, en primer lugar, determinar algunas de las caracter sticas de la seccion. En la

gura P6.2.2 se representa la situacion del centro de gravedad y del centro de esfuerzos
cortantes. Por razones de simetr a, ambos puntos estaran situados a 20 cm por encima
del segmento FE.

€
— H—B A
X3 w
y L v
clc %X C +
P~

S T F—d— o F

b4 7
4,355 cm 3,462 cm

Fig. P6.2.2 Centro de gravedad, de esfuerzos cortantes y coordenadas
sectoriales w

- Coordenadas sectoriales w (ver Fig. P6.2.2)

W=
A 2
w =200 4,355, =200 2;1774

B

=10

.
w =112;9 10
D
E
w =112;9+10
D
En la gura P6.2.3a) puede verse representada la ley anterior.
- Coordenadas sectoriales

Para normalizar las anteriores coordenadas sectoriales se calcula previamente

R
W = wdA
o~ A -
1 300+0 200+ 112;9 ) 12;9 +312;9 oy
=104 > 30 1’2+f 40 0’8+f 30 1,2 =

= 156; 45 cm?
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El parametro de torsion valdra (tomando = 0;25)
r

GJ

El r 2252894, 4
= 2, g
41,387

=368;9 cm

- Solucion de la ecuacion diferencial de la torsion
De acuerdo con 6.88, la solucion de la ecuacion diferencial de la torsion vendra dada
por

_ - T
7, =C 0T e + ax (a)

0 tambien sustituyendo en ”,

11 o Cl + Czex1:368:9 + C3e—x1:368:9 + 2, 3 10—4Xl

Derivando hasta tres veces

d’, ¢, _ _ Cs _ T

=—e17 —eTT + — b
dx, GJ (®)
a7y _c Cs =
CAERRE ©
d®7y _Co - Cs -
e =—en — e (d)

en donde las constantes de integracion se obtendran en funcion de las siguientes condi-
ciones de contorno:

- Empotramiento (punto R)
Giro nulo: ”;(x;, =0)=0

Alabeos nulos: 221 =0
T xq =

- Extremo libre (punto S)

Tensiones normales nulas (o lo que es equivalente: el bimomento debe ser nulo):
dzgal —
dw% xp=L

Impuestas las anteriores condiciones de contorno se obtiene

c = Q1 e=) T
YT 1+4e= GJ
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c = T
27 1+e- GJ
e’= T
;= —— ——
1+e= GJ

Con lo cual, de acuerdo con 6.43, 6.82 y 6.81 que, respectivamente, proporcionan los
valores del momento de torsion uniforme M., del bimomento B y del momento de alabeo
M.,,, se obtiene

d’ . eX1= 4 p@L—x)=
= = +
M, =GJ ax. (e 17T
= g (o He )T

ex1= 4 eL-x1)=
M,, =

1+e2s

Sustituyendo en las expresiones anteriores los valores conocidos de y L se obtendran
los valores de M,; B,, y M,, en funcion de x, y T. En la gura P6.2.4 pueden verse
representados los anteriores valores. Asimismo en la gura P6.2.5 se halla representada
la variacion de M.=T en funcion de x, para distintos valores de . Como se observa, a
medida que el parametro  disminuye los efectos del alabeo son menores y mas localizados.

Una vez conocida la ley de variacion de M., B y M,,, se pueden ya calcular en las
distintas secciones las tensiones normales y las tangenciales. Logicamente las mayores
tensiones normales, as como las maximas tangenciales provocadas por el torsor de alabeo
se produciran en el empotramiento. Las tensiones tangenciales maximas producidas por
M, tendran lugar en el extremo libre. En el presente ejemplo se calcularan unicamente las
tensiones normales y las tangenciales producidas por M,, en el empotramiento (constantes
en el espesor).

- Calculo de las tensiones normales (expresion 6.83)

B
= 72

Previamente se ha calculado la distribucion de las coordenadas sectoriales normalizadas
. Ademas (las unidades utilizadas son: Newton y cm)

B _ 70535582
I~ 2252894:4

En la gura P6.2.6 puede verse representada la distribucion de tensiones normales

=31;31

- Distribucion de tensiones tangenciales (expresion 6.84)

Para calcular las tensiones tangenciales es preciso calcular previamente la distribucion
de los momentos estaticos sectoriales m dados por 6.73. Es de notar que al calcularse
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Por lo tanto, de acuerdo con 6.84, y dado que M,,=I = 0;088775, el ujo de tensiones
tangenciales = e valdra:

"= 1:0653 ? +33:333

A

H
= 1;0653 ?+33;333  41;23

B

D
=0;1546 * 6;186 +41;23

B

D
=1;0653 ?+9;279  199;32

F

T=  1:0653 2+9:279 + 240:54

D

Por lo que respecta al signo de los anteriores ujos, debe recordarse que su sentido
positivo coincide con el sentido positivo de la coordenada local . En la gura P6.2.7
pueden verse representados los ujos de tensiones tangenciales.

240,55
199,32

) 74123
8,44

20,63 ék Unidades: N2
} cm

8,44
41,23

240,55

Nl

199,32

Fig. P6.2.7 Flujos de tensiones tangenciales
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7 Energ a de deformacion

7.1 Introduccion

Los teoremas y procedimientos relacionados con la energ a de deformacion ocupan
una posicion central en todo el Calculo de Estructuras. En este cap tulo se va a estudiar
su formulacion basica, y si bien se introduciran algunos ejemplos que permitan alcanzar
una mejor comprension de la teor a, las aplicaciones a los sistemas estructurales se
dejaran para los cap tulos sucesivos.

Si bien los teoremas que se van a estudiar son completamente generales y, por tanto,
directamente aplicables a sistemas 2D y 3D, a n de facilitar una mejor comprension
de la exposicion, se hara especial incidencia en el caso bidimensional. En el Cap tulo 12
se retomara su estudio para aplicaciones a los sistemas estructurales tridimensionales.

Por lo que hace referencia a la nomenclatura utilizada, se designa por la letra v a
los movimientos en las coordenadas propias de la seccion (coordenadas locales) y por
u a los mismos movimientos en otras direcciones (coordenadas globales, movimientos
segun una direccion, etc.). En ocasiones, la diferencia entre ambos s mbolos es nula,
por lo que la eleccion de uno u otro es arbitraria.

7.2 Teorema de los trabajos virtuales

El teorema de los trabajos virtuales constituye una forma alternativa de presentar
las ecuaciones de equilibrio y de hecho puede deducirse a partir de estas. Al mismo
tiempo constituye una herramienta muy utilizada en la formulacion de las ecuaciones
discretizadas de la deformacion de solidos.

7.2.1 Formulacion

En el Cap tulo 2 se han establecido las ecuaciones de equilibrio interno para una
pieza lineal cualquiera. Dichas ecuaciones se escriben
dF

a&s +p=20 (7:1a)
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dMm dz
E+m+£ F=0 (7:1b)

Para el caso de una pieza bidimensional, se supondra que el eje x5 es principal de
inercia y es perpendicular al plano en el cual esta contenida dicha pieza. Asimismo, el
eje X, sera tambien principal de inercia. De esta forma, las unicas cargas externas que
actuan seran p,;p, Y ms, por lo que las unicas componentes no nulas de los esfuerzos
seran N; Q. y M,;. Por lo que hace referencia a los movimientos, cabe considerar v,; v,
y ”5 siendo nulos el resto. Asimismo, para las deformaciones, las unicas a considerar
son .; 3Y ... Porello, en todo el estudio bidimensional, y siempre que no induzca
a confusion algunas de las notaciones iniciales, seran sustituidas por:

m; Im
Q: % Q
M;; ¥ M,

3

3

. 0 simplemente

2m

Aungue las demostraciones que se desarrollaran seguidamente pueden realizarse di-
rectamente para el caso mas general de piezas curvas, se procedera, para mayor claridad
de exposicion, a formular en primer lugar las piezas rectas y seguidamente las curvas.

7.2.1.1 Pieza recta

Para el caso particular de una pieza bidimensional recta, las anteriores ecuaciones
toman la forma (Fig. 7.1)

dN )
ax +p, =0 (7:2a)
dQ _ :
. +p,=0 (7:2b)
dM; _ .
ax, +m+Q=20 (7:2¢)

Las anteriores ecuaciones pueden escribirse en forma debil

ZO Eo ZSO
dMf+m+Q =dx, + OI—Q+p2 v, dx, + Cl—N+pl v.dx, =0  (7:3)
Xm le_ Xl

o ] o

siendo s, la longitud total de la pieza, ™ un giro cualquiera (virtual), Vv, un desplaza-
miento virtual en direccion x; y V, un desplazamiento virtual en direccion x,. Notese
que si se considera la deformacion por cortante, ™ y Vv, son independientes. En caso
contrario ™ = dv,=dx;.
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*2)

P,

RRER

—— - p,

dM
M M+ i, dx
N > N+dN %=
m
Q Q+dQ

ds

Fig. 7.1 Equilibrio bidimensional de una rebanada diferencial

Las anteriores ecuaciones pueden integrarse por partes quedando

5 Bo q= Bo Bo 5 &
M= My—dx, + mTdx,+ QTdx, +QV,
Xm o

o

A

ax dx,

(0] o (0] (0]
Bo 5 Bo dv Bo
+  pV.dx, +Nv, N d—l dx, + p.vadx, =0 (7:4)

o X1
o o o

Si no se desprecia la in uencia del esfuerzo cortante en la deformacion, el termino
dv,=dx, puede escribirse (Fig. 7.2)

av,

dx,

siendo ™ el angulo de giro total de la cara anterior de la seccion y — el angulo de
deformacion por cortante de una cara de la seccion respecto a la anterior.

="+ (7:5)

Por lo que, teniendo en cuenta que la curvatura virtual — es igual a — = d™=dx., la
expresion 7.4 puede escribirse
. 2o Bo . 2o Bo
M,™ . M;~dx, + Q™dx; +QV, i Q™ dx, Q dx,
o o o o
Zo Bo Bo Bo

o

+omTdx, + pVedx, + NV, N % dx, + pv,dx, =0  (7:6)
o 1

] ] o o
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X2
d, dvy=@dx +v,,dx,
X|=s
Fig. 7.2 Movimiento diferencial de una seccion
O sea
Bo Bo Bo
— _ dVl - So ~ So ~ So
M;,7dx; + Q dx;+ N-— dx;,=M; +Qv, +Nv,
Xm o o o
o o o
Bo Bo Bo
+ m7dx,+ p.vidx, +  p.v,dx; (7:7)
o o o

Ro Ro Ro
y teniendo en cuenta que M;—ds; Q- dsy N(dv,=dx,)dx, son respectivamente

o o o

el trabajo virtual realizado por los momentos ectores, por los esfuerzos cortantes y
por los esfuerzos axiles, puede enunciarse el teorema de los trabajos virtuales como
sigue: Cuando a una pieza en equilibrio se la somete a unos desplazamientos virtuales,
el trabajo realizado por las fuerzas externas es igual al trabajo realizado por las fuerzas
internas.

En el caso de despreciar la deformacion debida al esfuerzo cortante, — = 0, por lo
gue de acuerdo con 7.5

dv,
dx,
por lo que la expresion de trabajos virtuales 7.7 se escribira

= (7:8)

Bo Bo Do
_ dVl - So So So -
M;—dx, + Nd— dx, =M; +Qv, +Nv;, + m~dx,
o o o

X1
o o (o]

ZU Eo
+  pVidX, + p.v,dXg (7:9)
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Hay que seralar asimismo que, tal como se ha apuntado anteriormente, el teorema
de los trabajos virtuales es aplicable a sistemas cualquiera bidimensionales o tridimen-
sionales. En el Cap tulo 12 se volvera otra vez sobre esta cuestion.

| Problema resuelto P7.1 Supongase la mensula de la gura P7.1.1 sometida a las cargas
gue en ella se indican. Sean los movimientos virtuales v, = ax?; = = bx,. Comprobar
que se cumple el teorema de los trabajos virtuales.

|
\
|
|
\
\
|
\

X3

—
o
o]

Fig. P7.1.1 Mensula cargada sometida a unos movimientos vV y ™ virtuales

Solucion

La curvatura de la pieza correspondiente al movimiento virtual ™ valdra
d#—

—=_—=p
dx,

y la deformacion cortante virtual —

bx,
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Por otra parte, las leyes de esfuerzos se escriben

M=M+F(L x,)
Q=F
Se aplica seguidamente el teorema de los trabajos virtuales:

Trabajo virtual producido por las fuerzas internas M, y Q

YA L z L
W:= [M+F(L x)bdx,+ FBax? bx,)dx,
2 2
—mbL+ 25 g Fb"?: MbL + FaL? (@)

Trabajo virtual producido por las fuerzas externas

W, =M7™(x, =L) + FV,(x, = L) = MbL + FaL? ()

Tal como establece el teorema de los trabajos virtuales, las expresiones a y b coinciden.

7.2.1.2 Pieza curva
En el caso mas general de pieza curva, las ecuaciones 7.1 se escribiran

dF
—+p=0 7:10
s P (7:10a)
dM;
—L+m+Q=0 7:10b
o tm+Q (7:10b)
escribiendose en este caso
F = Ne; +Qe,

P = p.€;1 + pP2€:

Es importante notar la diferencia entre las ecuaciones anteriores y las 7.2. Dicha dife-
rencia viene dada por el hecho de que las derivadas respecto a la coordenada curvil nea s
de los vectores e, y e, no son nulas como suced a en el caso de piezas rectas. Escribiendo
nuevamente 7.10 en forma debil

ZSO Zso
dF +p Vvds+ M, +m+Q “ds=0 (7:11)
ds ds '

o o
siendo ™, al igual que anteriormente, un giro virtual y v un desplazamiento virtual de
componentes

<
Il
< <
=

N

(7:12)
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Integrando 7.11 por partes

ZgO . ZSO Eo

Mf*zo Mf?j—sds+ m>ds+ Q>ds+F vzo
ZgU dv Zso
F Eds+ p vds=0 (7:13)

Por otra parte, si z es la coordenada de un punto cualquiera de la directriz de la
pieza antes de la deformacion y z’ es la coordenada del mismo punto despues de la
deformacion, los desplazamientos se escribiran

/

V=72 z (7:14)
y tambien
dv _dz’ dz _

= ds E_t e, (7:15)

siendo t el vector tangente a la directriz despues de la deformacion (ver Fig. 7.3).

Z)

Z

Fig. 7.3 Movimiento de una seccion de una pieza plana
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De acuerdo con la gura 7.3, €] es igual al vector e, girado un angulo ” y tal que

kelk = ke;k(1+ )=(1+ ,) (7:16)
es decir 1
T : =e,+7e; € (7:17)
ademas
t=e/+ =e(l+ )+’ e+ )+ (7:18)

sustituyendo en 7.15 se tendra

dv
Ezt e.=e,(1+ D)+7e; e, (1+ )+ e, = e, +7(1+ De,+ e, (7:19)

y dado que los movimientos son pequenos, el producto ” , puede despreciarse, por lo
gue la expresion 7.19 queda nalmente

— = e+ + e, (7:20)

Si los movimientos que se consideran son virtuales, la expresion anterior se trans-
forma en

— =+ +)e; (7:21)
Sustituyendo 7.21 en la expresion 7.13 se obtiene

EO e EO Zo

o d o o
Mf*s M;—ds+ m™ds+ Q*ds+NV15 +Qv2S
o ds o o
(0] (0] o
EO Eo
(Ne; +Qe;) e, +("+7)e, ds+ p vds=0 (7:22)
o o
es decir
ZO Eo ZSO
M;7ds+ Q ds+ N7,ds=
(0] o o
s s &o &o Zo
=M;”  +QVj’+NvV, + m7ds+ pV,ds+ p,V.ds (7:23)
o o
(o] (0] (0]

expresion muy similar a la 7.7 pero valida ahora para cualquier tipo de pieza plana.
Notese asimismo que, para el caso de piezas curvas, se tiene que en general , & dv,=ds.
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7.3 Teorema de los trabajos virtuales complementarios

7.3.1 Formulacion

Considerese al igual que en el apartado anterior una pieza cualquiera sometida a
un determinado sistema de cargas. Dicha pieza tendra unos desplazamientos v(s) en
cada punto. Supongase seguidamente que a dicha pieza se aplica un sistema de cargas
virtuales p(s), la cuales motivaran la aparicion de unos esfuerzos F(s) y M(s) tambien
virtuales. Se cumpliran las ecuaciones de equilibrio

dF

= TP(8)=0 (7:242)
dM dz  — .
E+‘m+£ F=0 (7:24b)

Al igual que antes, el teorema de los trabajos virtuales complementarios se realizara
para piezas rectas. Para piezas curvas, sin embargo, y dada la similitud que presenta la
demostracion con el caso anterior, se escribira unicamente la expresion general, dejando
como ejercicio para el lector su demostracion.

Para el caso particular de una pieza bidimensional, las anteriores ecuaciones tomaran
la forma:

dN

ax +p, =0 (7:25a)

dQ _ .

ax. +p,=0 (7:25b)
dM—f+ﬁ+6=0 (7:25¢)

dx;

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma debil
] ]

Eo —_— = Eo —_— = Eo —_—
dM — dQ dN
dxlf +m+Q “dx, + oy +p, v.dx, + o +p, v;dx, =0 (7:26)
siendo ”;v; Yy V, los giros y desplazamientos reales de la pieza. Procediendo igual que

antes se llega a

Zo Zo 2o 4
M, dx,+ Q dx,+ N-—dx,=
dx,
s s s &o Lo &o
=M,” "+Qv, +Nv, + m7ds+ p,v,dx,+ pv.dx, (7:27)

o e} o
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Puede formularse, por tanto, el teorema de los trabajos virtuales complementarios
como sigue: Si a una pieza en equilibrio se la somete a unas determinadas cargas
virtuales, el trabajo realizado por las fuerzas internas es igual al trabajo realizado por
las fuerzas externas.

Nuevamente es preciso realizar la misma observacion respecto al termino de defor-

. . . . . R
macion por cortante, en el sentido de que si este se desprecia, el termino  Q dx, se

o

anula.
Para el caso mas general de piezas curvas, la expresion 7.27 de trabajos virtuales
complementarios se escribe

ZU Zso EU
M; ds+ Q ds+ N ;ds=
S S S &o &o &o
=M,” "+Qv, +Nv, '+ m’>ds+ p,v;ds+ p,v,ds (7:28)

Las expresiones 7.27 y 7.28 pueden escribirse de otra forma que en muchas ocasiones
puede resultar mas conveniente. Dado que

_M; .

_Q .

~WGA (7:290)
N

siendo KA el valor de la seccion reducida a cortante, se puede reescribir la ecuacion de
trabajos virtuales complementarios en la forma

Lo _— Lo o) Lo N
M, M, QQ NN
——~ds+ —ds+ —-ds=
El ©F (ea®t EaAS
s s s Zo e 2
M;” “+Qv, "+Nv; "+ m~ds+ pyv,ds+ pV,ds  (7:30)

expresion mas comoda que la anterior.

7.3.2 Metodo de la fuerza unidad para la determinacion de movimientos

El teorema de los trabajos virtuales complementarios anteriormente desarrollado
tiene una interesante aplicacion en la obtencion de movimientos de una pieza cualquiera.
Supongase una estructura cualquiera (isostatica o hiperestatica) en la que se conocen
sus leyes de esfuerzos M;; Q y N y de la que se desea obtener el movimiento de un punto
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determinado C de la misma segun una determinada direccion (Fig. 7.4). Para ello se
aplica una fuerza virtual concentrada F = 1 en C en la direccion en que se desea obtener
el movimiento.

Fig. 7.4 Estructura sometida a fuerzas externas y a una fuerza virtual unidad

Sea:

M;; Q; N los esfuerzos en la estructura bajo la accion de las cargas externas que en
ella actuan.

my; g; n los esfuerzos en la misma estructura cuando en el punto C actua una fuerza
unidad F = 1 en una determinada direccion.

U, el vector movimiento total del punto C. -

uf la componente del movimiento u, en la direccion de F = 1.

Logicamente

u"=u, F (7:31)
Aplicando la expresion 7.30 del teorema de los trabajos virtuales complementarios
EO Zso ZO
M;m; Qq Nn E_ . F
= ds kGAdS EAds u F=u (7:32)

Expresion que proporciona el movimiento de cualquier punto de una estructura en
una determinada direccion. Evidentemente, si se quisiera obtener el giro, se aplicar a
un momento virtual M = 1.

En la practica, aparecen casos en los cuales no todas las deformaciones estan pro-
ducidas por los esfuerzos, sino que pueden tener otro origen, por ejemplo el termico.
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En tales casos, las expresiones 7.29 se pueden escribir de forma mas general

t — + nt
t — + nt
t — nt
1 1 + 1
endonde *; *‘y ! son las deformaciones generalizadas totales, ; y , son las defor-

maciones generalizadas debidas a los esfuerzos M;; Q y N respectivamente (expresiones
7.29)y ™, "y 7 son las deformaciones generalizadas producidas por otras causas
(efectos termicos, retraccion, etc.).

Si a una estructura con las deformaciones generalizadas anteriores se le aplica una
fuerza virtual concentrada F = 1 en un punto C y en la direccion en que se desea
obtener el movimiento de la estructura, la expresion 7.32 se reescribira

Bo Bo Bo
‘my;ds+ ‘qgds+ inds=u’ (7:33a)
o o o
o tambien, desarrollando los terminos de las deformaciones generalizadas
Bo Zo Bo
Mérlnf + kquds + gds + W= uF (7:33)
o o o
siendo
Bo Bo Lo
W = "m;ds+ "gds+ 'nds
o o o

La expresion 7.32 (o la mas general 7.33a y 7.33b) es extremadamente util en la
determinacion de los movimientos de las estructuras y sera utilizada en los cap tulos
que siguen.

| Problema resuelto P7.2 Supongase que se desea determinar el movimiento vertical y
el giro en el punto A de la mensula de la gura P7.2.1.

Solucion

Los esfuerzos en la pieza valen

2

X
M) = p3
Q(X1) = pX,
Para determinar el desplazamiento vertical del punto A, se coloca una fuerza vertical en
A de valor F = 1. Los esfuerzos provocados por esta fuerza valdran
me = X
g=1
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X

A BE Xy a)

>
N
———
77

A B xb)
F=1
( ‘A B§ 50

M=1

Fig. P7.2.1 Determinacion de la echa y el giro en el extremo de una
mensula

Aplicando la expresion 7.32 se obtendra el desplazamiento vertical v, del punto A

ZL pz§ ( X)) L

1 L* L®
Voa= gy P =P P

El KGA * T 8El ' 2kGA
o o
Es importante recordar que v,. es el producto escalar del desplazamiento por la fuerza
F =1, lo que quiere decir que un signo negativo indicar a que el desplazamiento tiene
sentido contrario a la fuerza F = 1.
Analogamente, para obtener el giro en el punto A se aplica en dicho punto un momento
virtual M = 1. Las leyes de esfuerzos que dicho momento producira valen

me= 1
q=0
por lo que, aplicando nuevamente la expresion 7.32, se obtendra el giro ” 5 en el punto A
322
. o = PL
a El t 7 BEI

o

La misma observacion realizada anteriormente a proposito del signo de v, es igualmente
aplicable ahora al giro.
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7.4 Energ a potencial total

El teorema de la minimizacion de la energ a potencial total puede plantearse como
una consecuencia directa del teorema de los trabajos virtuales. Para ello, basta con
notar que los movimientos virtuales V,;V,;™ se pueden escribir como una variacion
arbitraria de los movimientos previamente existentes en la estructura, es decir, v, =

Vi; Vo, = V,; 7= 7,conlocual — = y tambien —= y—, = ,. Por lo tanto

Mf
El
Q

kGA
N

' EA
Sustituyendo en 7.23, se obtiene

ZSO Zo EU
M, Q N
—tds + — = ds+ —
MiET 9+ Qga®t Nga
°z0 Zo < < 3
4 p,vids+ p, vpds+  Fpv+ Fy vp2=0 (7:34)

La expresion anterior, aunque escrita en forma ligeramente distinta a la 7.23, es
la misma; unicamente se ha supuesto ademas que existen cargas concentradas en la
pieza y considerado que las fuerzas y momentos de extremo de barra son unas cargas
concentradas mas. Teniendo en cuenta que

M M2
M,—L = L 7:35
T El 2EI (7:352)
Q Q?
< 7:
KGA 2kGA (7:35D)
N N2
N EAT  oEA (7:35¢)
se obtiene
2
4Zso Jg Lo Q2 Bo N2
ds + ds + ds+
EISCT 2kGA® T 2EA®
(o] O (0] (o] 13

&o Zo > >
@ p.v, ds P,V ds Fuvy FoVAS =0 (7:36)
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El termino

Bo Bo
M2 QZ
M ds + +
ETST %GA™ T 2EA

o o o

es la energ a interna de deformacion W, mientras que el termino entre parentesis es
la energ a potencial de las fuerzas externas U,. Por lo tanto, la expresion 7.36 puede
escribirse

Zo 1,
ds

W+ U, =0 (7:37a)
(W +U,) =0 (7:37b)
Al termino =W + U, se le denomina energ a potencial total del sistema.

Las expresiones 7.37 indican que la energ a potencial total del sistema debe ser
estacionaria frente a cualquier variacion de los desplazamientos. Se expresa tambien

=0 (7:38)
y tambien
<@
= av. Vv, (7:39a)

3
y puesto que las variaciones v, son arbitrarias, es preciso que para todo i se cumpla
que @ =@v, = 0, por lo que resulta que debe ser un maximo o un m nimo frente a
los desplazamientos.

Si el equilibrio es estable, se trata de un m nimo, con lo cual # >0, mientras que
si 2 <0 se estara en presencia de un problema de inestabilidad.

En 7.39a se ha supuesto que la energ a potencial total se expresa en funcion de
los desplazamientos referidos a las coordenadas locales. Logicamente puede tambien
expresarse en funcion de los desplazamientos referidos a las coordenadas globales. En
este caso, 7.39a se reescribe

>
_>xe
. Qu,

con lo que igualmente se llega a la conclusion de extremo de

(7:39b)

7.5 Expresion de la energ a elastica

Una vez llegados a este punto, es conveniente hacer un alto para analizar detenida-
mente las componentes de la energ a elastica de deformacion, as como sus diferentes
posibles expresiones.

La energ a elastica de deformacion puede expresarse de diferentes formas:

a) Como una funcion de las variables externas. En este caso es posible elegir varias
alternativas:
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- Expresar la energ a elastica como una funcion de las fuerzas externas y de los
desplazamientos existentes en los puntos de aplicacion de las mismas.

- Como una forma cuadratica de las fuerzas externas.

- Como una forma cuadratica de los movimientos de los puntos de actuacion de
las fuerzas.

b) Como una funcion de las variables internas. En este caso caben asimismo diferentes
alternativas:

- Expresar la energ a elastica como una funcion de los esfuerzos internos de la pieza
(momentos ectores, esfuerzos cortantes, esfuerzos axiles y momentos torsores).

- Como una funcion de los esfuerzos internos y de las deformaciones generalizadas
(curvaturas, etc.).

- Como una funcion de las deformaciones generalizadas.

Indudablemente, al ser la energ a elastica una funcion de estado, todas las anteriores
expresiones son equivalentes.

Seguidamente se analizan con algun detalle las diferentes expresiones de la energ a
elastica enunciadas anteriormente.

a) Expresion de la energ a elastica como una funcion de las variables externas

Supongase una pieza elastica cargada con unas fuerzas F, F, F, (Fig. 7.5)
gue producen unos movimientos U, U; U, en los puntos de aplicacion de las mis-
mas. Logicamente pueden actuar tambien momentos, en cuyo caso el correspondiente
movimiento a considerar ser a un giro.

Fig. 7.5 Fuerzas y movimientos en una pieza elastica

Si todas las cargas se aumentan proporcionalmente desde cero a su valor nal, es
evidente que la energ a de deformacion vendra dada por la suma de productos escalares,

1 X

w
2

F., u, (7:40)

%
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gue tambien puede escribirse

1 X
W=3 Fu (7:41)

3

siendo F, el modulo de F, y u’ la proyeccion (positiva o negativa) del movimiento u,
en la direccion de la fuerza F,. A los movimientos u’ se les denomina movimientos
e caces.

La expresion anterior puede escribirse como funcion de las fuerzas externas. Para
ello basta tener en cuenta que los desplazamientos e caces u; dependen linealmente de
las fuerzas externas F;, es decir

(7:42)
Jj=1
siendo ; unos coe cientes que seran conocidos una vez resuelto el problema elastico.

Sustituyendo 7.42 en 7.41 se obtiene la energ a elastica como una forma cuadratica de
las fuerzas externas

1 X X
=3 ,FiF; (7:43)
i

Analogamente, se puede escribir la energ a elastica como una funcion de los movi-
mientos e caces. Para ello, invirtiendo las relaciones 7.42 se tendra

F, = U (7:44)

expresion que sustituida en 7.41 proporciona

1 XX . . '
W = 5 U U (7:45)
i
lo cual proporciona la expresion de la energ a elastica en funcion de los desplazamientos
e caces.

La expresion 7.45 puede escribirse tambien en funcion de los movimientos totales.
Para ello, basta observar que 7.44 puede reescribirse

uy =cu; (7:46)

siendo c; el coseno del angulo que forma el movimiento con la fuerza aplicada, por lo
gue 7.45 tomara la forma

1XX/
—2

)

u;u; (7:47)

Es importante seralar que, puesto que el valor de la energ a elastica es unico, las
expresiones anteriores son validas independientemente del proceso de carga.
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b) Expresion de la energ a elastica en funcion de variables internas.

Tal como se ha tenido ocasion de indicar anteriormente, la energ a elastica puede
escribirse como semisuma de las integrales extendidas a toda la pieza de los esfuerzos
multiplicados por las deformaciones generalizadas. Para el caso bidimensional dicha
energ a tendra la forma

1 2%, Zo Zo 3
W = 54 M, ds+ Q ds+ N ,dsS (7:48a)
que tambien puede escribirse
BTV Q . N2 i
wW=2>4 _Lds+ ds+ ——ds5 7:48h
27 E1®T kea®T EA® (7:480)
0 tambien
L 2%, Zo Zo 3
W = > 4 EI *ds+ KkGA ?ds+ EA ?2dsS (7:48¢)

siendo equivalentes las tres expresiones.

| Problema resuelto P7.3 Considerese la mensula de la gura P7.3.1 en la que actuan
dos fuerzas F, y F,. Para mayor simplicidad se desprecia la deformacion debida al es-
fuerzo cortante. Tal como se vera mas adelante, los desplazamientos en los puntos By C

valen:
a3
Usp :6E—|(2F1 + 5F,) €))
a3
Usc :E(SFl + 16F,) )
Escribir las diversas expresiones de la energ a elastica.
X3
Fy K
A B C —
N L Wp 1 !
iuzc
| a | a |
T T T

Fig. P7.3.1 Mensula sometida a cargas externas
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Solucion

a) En funcion de las variables externas, la energ a elastica se escribira:
- En funcion de las fuerzas y los movimientos

1 1
W = EFll‘IZB + Equzc ©)

- En funcion de las fuerzas

Sustituyendo en c las expresiones de los desplazamientos dados por las expresiones
ay b se obtiene

W=t 2

> C(oF, +5F) + 1 F2 (5F1 + 16F,)

6EI

:—F2+5FF +8F2 d
e ) C)
- En funcion de los movimientos

Invirtiendo las relaciones a y b se obtiene

El
F1= 6 (16u2B 5u,¢c)

6E1
F,= ﬁ( SU,g + 2U,c)

y sustituyendo en d
6EI
W = 193 ———(56U3;  35UpsU.c + 7U3.)

b) En funcion de las fuerzas internas
La ley de momentos ectores se escribe

Mijz = Fi.(@a x)) F.(2a x,)

ijg = Fz(za Xl)

Sustituyendo ambas expresiones en 7.48b y recordando que en este ejemplo se desprecia
la energ a de deformacion debida al esfuerzo cortante, se obtiene

Za
W = 1 [ R x) F(2a ><1)]2OI
2 El *

o

Ra
L1 Rea )P
2 El

a

dx,

expresion que integrada coincide con la d tal como era de esperar.
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7.6 Primer teorema de Castigliano

Supongase un sistema elastico en equilibrio sometido a una serie de fuerzas externas
F., las cuales deben ser independientes. Si u’ son los desplazamientos e caces en los
puntos de actuacion de las fuerzas, la energ a elastica se escribe

1 >X
W=s3 FRu (7:49)

Se da a continuacion un incremento diferencial de desplazamiento du’ al punto
i y cero al resto. Logicamente, cada una de las otras fuerzas F, se modi cara en
un diferencial, aunque su contribucion al incremento de energ a sera nulo, al serlo el
incremento de los respectivos movimientos e caces. El incremento de energ a elastica
valdra 1
dW = F,du; + EdFiduj =F,du’ (7:50)

Este incremento de energ a elastica puede tambien escribirse

ow
dw = du? 7:51
fur Y (7:51)
e igualando
ou du’ = F,du; (7:52)
0 sea
_ow :
F, = ou (7:53)

lo cual constituye la expresion del primer teorema de Castigliano.
Mas adelante se veran las aplicaciones de este teorema al calculo de estructuras
hiperestaticas.

Otra deduccion del primer teorema de Castigliano
Anteriormente se ha visto que la energ a potencial total del sistema vale

>
=W F.u; (7:54)
La primera variacion de  debe ser nula, es decir
X < aw X <X aw
= W F, u = 0 ur F, u = 0 ,ouf (7:55)
1 ; @u;k 1 . 1 ; @u;k 1

y puesto que las variaciones u; son arbitrarias
oW
Quy
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0 sea 3 oW

= @u:‘

lo cual constituye otra demostracion del primer teorema de Castigliano.

F, (7:56)

7.7 Segundo teorema de Castigliano

7.7.1 Formulacion

Supongase al igual que antes un sistema elastico cargado con un conjunto de fuerzas
independientes F,. De acuerdo con la expresion del teorema de los trabajos virtuales
complementarios puede escribirse

EO ZSO Zo X
M; ds+ Q ds+ N ,ds= F.u! (7:57)

o o o =1

Si los esfuerzos y fuerzas virtuales de la expresion anterior son una variacion de los
esfuerzos y fuerzas reales existentes debidos a las fuerzas F,, se tendraM; = M;; Q =
Q; N= N; F = F. Ademas, como

=_7 7:
e (7:58a)
_Q :
= GA (7:58Db)
N
= 7:
1= ER (7:58¢)
la expresion 7.57 puede escribirse
M; Q N >
— M;ds+ —— Qds+ —— Nds= “F, 7:59
gl BT jga QT ga Nd= W F (7:59)
0 sea
2 3
4EZSOM—’%ds+EZSO Q* ds+EEO 2ds5 Xu* F.=0 (7:60)
2 El 2 kGA™ 2 EA o '
es decir
x
w u* F, =0 (7:61)
P QW .
pero como W = _ %F F, sustituyendo en 7.61
7 7 X W
0 u' F, =0 (7:62)

oF,

i
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y como las fuerzas virtuales son arbitrarias
ur = ow
0Kk
lo cual constituye la expresion del segundo teorema de Castigliano.

(7:63)

Otra demostracion

La energ a elastica de la pieza cargada vale W. Si se incrementa el valor de una
fuerza cualquiera F; en un diferencial dF; la nueva energ a elastica valdra

W + @(;)\llz\(dFi (7:64)

Supongase seguidamente que la carga se realiza cargando primeramente la fuerza
dF; y posteriormente el resto de las cargas. La energ a elastica nal valdra

1 1<
SdF duf +dF.uy + 2 | Fjus = u;dF, + W (7:65)
J
y puesto que las expresiones 7.64 y 7.65 deben ser equivalentes
. _ @W
0K
gue constituye la expresion del segundo teorema de Castigliano.

u (7:66)

7.7.2 Aplicacion del segundo teorema de Castigliano a la determinacion de
movimientos

El segundo teorema de Castigliano, uno de los teoremas mas importantes de todo el
calculo de estructuras, tiene dos importantes aplicaciones: por una parte en la deter-
minacion de los esfuerzos en estructuras hiperestaticas tal como se vera mas adelante,
y por otra en la determinacion de movimientos, tal como se expone seguidamente.

Cabe considerar varios casos:

a) En el punto en que se desea determinar el movimiento existe una fuerza concentrada
aplicada. En este caso, la aplicacion directa del segundo teorema de Castigliano pro-
porciona el desplazamiento e caz en este punto. Para aclararlo, considerese el siguiente
ejemplo.

| Problema resuelto P7.4 Sea la mensula de la gura P7.4.1 sometida a las fuerzas alla
indicadas. Se desea hallar el movimiento vertical del punto B.

Solucion
Las leyes de esfuerzos seran
M, = g(L %) +F(L )
Q=F plL x)
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le

Fig. P7.4.1 Mensula cargada

La energ a elastica valdra

Zs Zs
17 M2 1 Q?
= ds+ -
2 EI 2  kGA

o o

ds

W =

A partir de la expresion 7.66, se obtiene la echaen B

Zs Zs
—y = W @M, ds 0Q
UZB—UZB—@F = "OF EI+ oF ds
y puesto que
oM _
oF (L x)

0Q _
oF "

ZLn i ZL

dx dx
UZB = g(L X1)2 =+ F(L Xl) (I_ Xl)?; + F p(L Xl) kG,lA\

pL!  FL® _FL  pL?
8El 3EI kGA 2kGA

b) En el punto en que se desea determinar el movimiento segun una determinada di-
reccion no hay aplicada ninguna fuerza concentrada en tal direccion. En este caso se
supone aplicada en dicho punto y en la direccion deseada una fuerza de valor F. Las
nuevas leyes de esfuerzos valdran:

M; = M; +Fm; (7:67a)
Q' =Q+Fq (7:67b)
N‘=N+Fn (7:67¢)

siendo M;; Q y N los esfuerzos en la pieza con las cargas reales, y Fm;;Fqy Fn los
esfuerzos en la misma pieza debidos a la fuerza cticia F. Logicamente m;;q y n seran



270 Resistencia de Materiales y Estructuras

los esfuerzos debidos a una fuerza unidad aplicada en el mismo punto y con la misma
direccion que F.
La energ a elastica valdra
@y . 17N
S ds+ -
2 2EI 2 kGA 2 EA

] o ]

y de acuerdo con 7.66, el movimiento total debido a las cargas aplicadas y a la fuerza
F sera s s

_17

7s
Wi = !

ds (7:68)

Ut = @@;/l\:/t _ z M @@1\2}? ds + Qt%‘g ds + Nt@@'::'t ds (7:69)
y puesto que 0 : O
@@'\2; =m; (7:70a)
%Q':t =q (7:70Db)
@@'\: =n (7:70c)
sustituyendo en 7.69
ut = ZS(Mf + me)mfg + ZS(Q + Fq)qdeSA + ZS(N + Fn)n% (7:71)

El movimiento u*' y el movimiento u* coincidiran si F = 0, por lo que
Z
u* =

s 7s 7s
M;m; Qq Nn ]
= ds + WGA ds + EA ds (7:72)

o ] ]

expresion que proporciona el movimiento e caz en el punto de interes.

| Problema resuelto P7.5 Determinar el movimiento horizontal del punto A en la pieza
de la gura P7.5.1 mediante la aplicacion del teorema de Castigliano.

Solucion

Se eligen coordenadas polares. Las leyes de esfuerzos seran
R? .
M = p7(1 sin )?

Q= PpR( sin )cos
N =pR(1 sin )sin
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Fig. P7.5.1 Pieza circular: a) Cargas aplicadas, b) Carga unidad

Las leyes de esfuerzos debidos a una fuerza unidad valen

ms = R sin )
q= cos
n = sin

Aplicando el teorema de Castigliano en su expresion 7.72,

2/ R? Rd
— o H 2 H
Ua = p2 (1 sin ) R( sin ) e
/2
+ ’ R (@ sin )cos ( cos )Rd
P KGA
/2
+ ’ R (1 sin )sin Rd.
P EA
pR* pR? pR?
=0;1302 — +0;4521 —— +0;1187
0130 El 0:45 kGA 0:118 EA

gue proporciona el valor del desplazamiento del punto A en direccion horizontal.

c) Determinacion del movimiento total de un punto de una pieza. Este caso es una
consecuencia directa del anterior. Para determinar el desplazamiento total, es preciso
hallar dos componentes en dos direcciones cualesquieras utilizando la metodolog a de
la fuerza unidad expuesta en el punto anterior.

d) Determinacion del movimiento relativo entre dos puntos. Supongase que en una
pieza cualquiera (Fig. 7.6) actuan una serie de fuerzas F,;F,; F, ;F;; F;; Fiq;

F, 1;F, detal formaque dos deellas F,y F, tengan igual modulo y signo contrario
y esten aplicadas las dos en puntos distintos de la estructura Ay B.
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Fig. 7.6 Estructura cargada con un sistema de fuerzas, dos de ellas de igual

magnitud y signo opuesto

Supongase que se carga la estructura con dF; y al mismo tiempo con dF,. Poste-

riormente se colocan el resto de las cargas. La energ a elastica nal valdra
dF, du’, + EdFiduB +dF, u’, +dF,u;, + 2 F;j u;
J
La energ a elastica dada por 7.73 tambien se puede escribir

ow
W + oF. dF,
E igualando se obtiene
Uuy = U + U5 = oW
oF;

(7:73)

(7:74)

(7:75)

lo cual proporciona la expresion del movimiento relativo de los puntos Ay B en la | nea

de accion de F,.

| Problema resuelto P7.6 Supongase la viga biapoyada de la gura P7.6.1 cargada con
una carga uniformemente repartida p y dos momentos M iguales y de signo contrario
aplicados en los puntos de apoyo A y B. Se desea obtener el giro relativo de A respecto a
B. Para mayor simplicidad se considerara unicamente la deformacion debida al momento

ector.

Solucion

Las leyes de momentos valdran

M = %(L Xy)

pL_ x)°

M
2
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X2
| :
M@W 5
A B

l
| L

.4

Fig. P7.6.1 Viga biapoyada sometida a carga uniformemente repartida y
a momentos en sus extremos

y sus derivadas respecto a M

eM, _
am !
Aplicando el teorema de Castigliano
7L
. @My dx
AB — f @M El
z pL p(L  x)? dx pL? ML
= —_— _ 4+ _ = + —
;LX) 2 M BT e T E

o

lo cual proporciona el valor del giro relativo entre los extremos A 'y B.

7.8 Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

Este teorema fue enunciado en 1872 por E. Betti y poco mas tarde en 1874 por Lord
Rayleigh. Previamente, en 1864 Maxwell lo hab a formulado como un caso particular
de su forma mas general.

Considerese una pieza elastica cargada de forma independiente con dos sistemas de
cargas (Fig. 7.7). EIl primer sistema consiste en una serie de fuerzas externas p que
daran lugar a un campo de movimientos v.

El segundo sistema esta formado por otras fuerzas distintas p que daran lugar a otro
campo de movimientos ¥. EI primer sistema de fuerzas dara lugar a unos esfuerzos
M;;Q y N, mientras que el segundo a M,;Q;N. Logicamente, en el caso tridimen-
sional se tendran ademas otros esfuerzos. Ambos sistemas de esfuerzos cumpliran las
ecuaciones de equilibrio interno, es decir

%(N e;+Qe,)+p=0 (7:76a)
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2) b)

Fig. 7.7 Pieza elastica cargada con dos sistemas de fuerzas

dM; _ .
ds +Q=0 (7:76b)
y tambien
d .
£(Ne1 +Qe,)+p=0 (7:77a)
dM, B _
5 +Q=0 (7:77h)
por lo que tambien debera veri carse
EO EO
(Ne, +Qe,)+p YVds+ d('ijSf+Q Ads=0 (7:78a)
Zop i Lo )
(Ne, +Qe,) +p vds+ dﬁfﬂj ds=0 (7:78b)

o] ]

Procediendo de igual forma que en las demostraciones de los teoremas de trabajos
virtuales (esto es, integrando por partes), la ecuacion 7.78a se transforma en

Lo

TEl KGA EA

ZSO Zso
d d d
MfM S + Qois + N [Qi
S S EO ch
=M, +Q¢, +N¢, + pds+ py0,ds (7:79)

] o
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mientras que la 7.78b se escribe

Vi 5

’ ds Zo ds ’ ds
MM g+ Qg+ NNgg=
s s s Zo &o
=M,” "+Qv, “+Nv; T+ puds+  pv,ds (7:80)
o o o

y puesto que los primeros miembros de 7.79 y 7.80 son iguales, se puede escribir

S

M7 +Q0, TN T M Qv Ry,

Lo Bo Lo Bo
+ pds+  phds pyv, ds pov,ds =0 (7:81)

lo cual constituye la expresion general del teorema de Maxwell-Betti, que puede enun-
ciarse as: En una pieza elastica sometida a dos sistemas diferentes de fuerzas, el
trabajo que realizaran las fuerzas del primer sistema con los movimientos del segundo
es igual al trabajo que realizar an las fuerzas del segundo sistema con los movimientos
del primero.

Un caso particular muy interesante es el que se re ere al caso en que el primer
sistema esta formado por una unica fuerza (o momento) F, aplicada en un punto 1,
mientras que para el segundo sistema se tiene una fuerza F, aplicada en el punto 2
(Fig. 7.8).

Fig. 7.8 Pieza elastica con dos sistemas de cargas formado cada uno de ellos
por una fuerza (o momento) concentrado

Sea:

u,, el movimiento del punto 1 debido a la fuerza F,.
u,, el movimiento del punto 2 debido a la fuerza F,.
u,, el movimiento del punto 1 debido a la fuerza F,.
U, el movimiento del punto 2 debido a la fuerza F,.
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de acuerdo con 7.81 debera cumplirse que

F, u,=F, uy (7:82)

Por su interes, es formativo deducir 7.82 por un camino distinto a como se ha
deducido 7.81. Para ello, supongase que se carga la estructura aplicando primeramente
F, y a continuacion F,. El trabajo total realizado sera:

Trabajo realizado por F, cuando se carga F, : %Fl Uyq
Trabajo realizado por F, cuando se carga con F, : F, up,
Trabajo realizado por F, cuando se carga con F, : %Fz Uy,
El trabajo total valdra
1 1
W = EF1 U, +F;, u,+ EF2 U, (7:83)

Analogamente, supongase que se carga primeramente con F, y posteriormente con
F.. El trabajo realizado valdra:

Trabajo realizado por F, cuando se carga F, : %Fz Uy
Trabajo realizado por F, cuando se carga con F; : F, uy
Trabajo realizado por F, cuando se carga con F, : %Fl U,

El trabajo total valdra

1 1
W = 5Fl u,+F; uy + 5F2 Uy, (7:84)

y puesto que las expresiones 7.83 y 7.84 son equivalentes

Fi Uu,=F, uy

tal como se enuncio.

Una interesante aplicacion del teorema de reciprocidad es la que hace referencia al
centro de esfuerzos cortantes de nido en el Cap tulo 5.

Considerese una seccion cualquiera (Fig. 7.9) en que los ejes X,; X5 son principales
de inercia. Supongase que el primer sistema de cargas esta formado por un esfuerzo
cortante Q; que pasa por el centro de esfuerzos cortantes C, mientras que el segundo
sistema esta formado por un momento torsor T que actua en el centro de esfuerzos
cortantes.

Al pasar Q; por el centro de esfuerzos cortantes, la seccion no gira, teniendo unica-
mente un desplazamiento vertical de valor

Qs
k;GA

Asimismo, cuando en la seccion hay aplicado un momento torsor T, el punto C tiene

dv; = ;ds=

ds (7:85)
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X3 X3
c” c” )
o—_ o—_b
G X, G Xy

Fig. 7.9 Seccion cargada con un esfuerzo cortante que pasa por el centro de
esfuerzos cortantes y un momento torsor

un desplazamiento vertical dv; y un giro por torsion d”, = (T=GJ)ds. De acuerdo con
el teorema de Maxwell-Betti, el cortante Q; multiplicado por dv; debe ser igual al
momento torsor T por el giro de la seccion debido a Qs, es decir:

Qs dv;=T 0 (7:86)

es decir dv; = 0.

Analogamente, si el cortante aplicado tuviera direccion horizontal, resultar a que
dv, = 0, es decir, que cuando la seccion esta sometida a un momento torsor, el centro
de esfuerzos cortantes solamente gira sin desplazarse, 0 sea, que una seccion sometida
a un momento torsor gira alrededor del centro de esfuerzos cortantes.

7.9 Minimizacion de la energ a elastica respecto a las incognitas hiper-
estaticas

Considerese una estructura hiperestatica cualquiera (ver Fig. 7.10) en la que se han
introducido los cortes su cientes para transformarla en isostatica. En los puntos de
corte se han introducido unas fuerzas y/o momentos X; de tal manera que se restablezca
la estructura original. Los movimientos e caces de las X, deben ser nulos, ya que en el
caso de las hiperestaticas internas dicha nulidad de movimientos e caces es necesaria
para restablecer la continuidad de la estructura, mientras que para las hiperestaticas
externas al tratarse de apoyos, tambien se exige la nulidad de movimientos.

Por lo tanto, de acuerdo con el segundo teorema de Castigliano

ewW _

X;
lo cual indica que la energ a elastica debe ser un m nimo respecto a las incognitas
hiperestaticas.

0 (7:87)



278 Resistencia de Materiales y Estructuras

i

X;j

Fig. 7.10 a) Estructura hiperestatica, b) Cortes y fuerzas introducidas para
transformarla en isostatica

7.10 Expresion de las deformaciones generalizadas ,; , Yy de los esfuerzos
en funcion de los movimientos

Recuerdese que la expresion 7.20 establece

dv .
ds = e+ + e,
Por otra parte,

OI—V—g(ve+ve)—%e+v%+%e+v%
ds ds' 't ¥ ds ' tds  ds 2 %ds

Las derivadas respecto a la coordenada s de los vectores e, y e, vienen dadas por la

(7:88)
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matriz  de acuerdo con las expresiones 2.13 y 2.22, es decir

de,
ds 126>
de
disz = 126
por lo que 7.88 puede escribirse
dv_ v, dw
ds  ds rhz ds
Igualando 7.90 a 7.20 se obtiene
dv,
1T s + Ve
dv
_dis2 7 12V1
y ademas
_ a4
~ ds

12V1 e2

Las expresiones 7.91 pueden expresarse matricialmente

2 3
2.3 2, o 5% 3 2
— d L4y 544
4°5=80 4 144y,5+4
o 0o 4 0
0 sea
=L+ =(L+)

siendo el vector de deformaciones generalizadas

2 3
1
=4 5

L es el operador diferencial bidimensional dado por

Zd 3
4 0 0
L=80 4 1%
0 o 4
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(7:89a)

(7:89b)

(7:90)

(7:91a)

(7:91b)

(7:91¢)

(7:92)

(7:93)

(7:94a)

(7:94b)
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El vector es el vector de movimientos en coordenadas de la seccion

2 3
Vi

=4 A 5 (794C)

La expresion 7.92 o su forma compacta 7.93 proporcionan las deformaciones genera-
lizadas en funcion de los movimientos. Dichas expresiones son de especial importancia
en la resolucion de problemas de Calculo de Estructuras utilizando metodos numericos.
Es de notar que en el caso de piezas rectas se veri caque = 0, por lo que la expresion
7.93 para este caso particular adopta la forma

=L (7:95)
Por lo que respecta a los esfuerzos, se puede escribir
2 3 2 32 3
N EA 0 0 1
4Q05=40 kGA 054 5 (7:96a)
M, 0 0 EI
o en forma compacta
R=C (7:96b)

Sustituyendo  por la expresion dada por 7.93

R=CL +C =C(L+ ) (7:97)

expresion que proporciona el valor de los esfuerzos en funcion de los movimientos.

7.11 Directriz que no pasa por el centro de gravedad de la seccion

Todo lo estudiado hasta ahora supone que la directriz de la pieza pasa en cada punto
por el centro de gravedad de la seccion recta. Con ser este el caso mas habitual, no
deja de ser un caso particular de uno mas general, consistente en suponer una directriz
cualquiera. En el Calculo de Estructuras, existen importantes aplicaciones cuyo estudio
se simpli ca notablemente con una determinada directriz no coincidente con el lugar
geometrico de los centros de gravedad de las secciones rectas. Por ello, se exponen en
este apartado las expresiones que resultar an de este cambio.

Sea en una seccion cualquiera G el centro de gravedad de la misma y G’ la inter-
seccion de dicha seccion con la directriz. En G’ se situa el origen del triedro local
e,;€,;e;. Sea e(s) la posicion del punto G respecto al origen de coordenadas G’. Se de-
nominaran mediante N; Q y M los esfuerzos en G y mediante N’; Q" y M los esfuerzos
en G'. Evidentemente, N’; Q" y M4 cumplen las ecuaciones de equilibrio interno 2.14.
Por equilibrio se tendra

N'=N (7:98a)
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Q' =Q (7:98b)
Mi=M; e(s)N (7:98¢)

Asimismo si /; !y ’son las deformaciones generalizadas respecto a G’, se puede
escribir

"= 1+ e(s) (7:99a)
'= (7:99h)
'= (7:99¢)
y ademas
N’ M/ +e(s)N’
A L S SO A :
1= EA e e (s) (7:100a)
Ql
! — .
= \GA (7:100b)
M. M. +e (s)N’
= "1t =7 N/ .
T T (7:100c)
es decir
2/3 2L+ez(s) 0 e(s) 2N/3
1 EA El El ,
475=9" ¢ wx 0 £aqQs (7:101)
! e(s) 1 M}
T U
0 sea
"=D'R (7:102)
siendo
2, | 2w 0 ) 3
. EA T TEI : El %
D' = (0) o1 O (7:103)
e(s 1
BT U 7

La relacion 7.102 se puede invertir

R =C ' (7:104)
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siendo

2
EA 0 e(s)EA
0

cC'=D)'=4 o0 kKGA
e(s)EA 0 EI +e?(s)EA

S (7:105)

Por lo que hace referencia a la expresion del teorema de los trabajos virtuales 7.23,
sustituyendo en dicha expresion las ecuaciones 7.98 a 7.100 se obtiene

ZSD EO Zso s
Mi~ds+ Q'ds+ N7 ds=M;~ o Q'v, s
o ] o

Zo Zo
+N'v, + pV,ds+ pv,ds=0 (7:106)

o o

lo cual constituye la expresion del teorema de los trabajos virtuales respecto a una
directriz cualquiera.
En cuanto a la energ a elastica, dada por la expresion 7.48a, se tendra

122so Zo Bo 3
W=§4 M; ds+ Q ds+ N ;dsS=
122so Zo Bo 3
=§4 (M; +e(s)N) ‘ds+ Q' ‘ds+ N'(] e(s) 'ds®
122so Zo Zo 3
=§4 M} ‘ds+ Q' ‘ds+ N’i(s)ds® (7:107)
0 tambien
2 1 3
EO EO Eo -
1 M’ +e(s)N’ (QH? N’ M/ +e(s)N’
W=-4 M — 7 ds+ ds+ N/ —+ 1 > dsS
2 f El S kGA S EA El &(s) ds
20 o o
Bo Zo Bo
1 (M})? Q)? 1 e?(s)
=-4 I~ ds + ds+ (N’ —+ d
2 El B eadst (N gt O
(0] 03 (0]
Bo
e(s)M’N’
42 COMINT s (7:108)

El

o
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y en funcion de las deformaciones generalizadas

8
1 <2Bo Bo
W =5 . e(s)EA |+ (El +€’(S)EA) ' 'ds+ kGA( ')*ds+
Zo 2 B
+ EA'! e(S)EA’ 'ds_ = 5 - (E1 +e(s)EA)( ")?*ds+
Eo ZSO EO g
+ KkGA( ')’ds+ EA())’ds 2 e(s)EA 'ds_ (7:109)

Finalmente, se desarrollan las expresiones que proporcionan las deformaciones ge-
neralizadas y los esfuerzos en funcion de los movimientos. Para ello notese que la
expresion 7.20 es valida para cualquier directriz, por lo que se puede escribir

dv’
ds
y procediendo analogamente al apartado 7.10

= e, + ("' + e (7:110)

/
) dvs

1= gt 12V (7:111a)
d !/
= % Y, (7:111b)
d”’
= o (7:111c)
y escrito matricialmente
2 3 2 32 3 2 32 3
4 L0 0_"v 0 s 07V
475=80 4 184v/5+4 ,, 0 054y5 (7:112)
! 0 0 di z 0 0 O ”
0 sea
"=(L+ )’ (7:113)

En cuanto a las relaciones entre los esfuerzos y los desplazamientos, introduciendo
7.113 en 7.104 se obtiene

R=c/(L+ )’ (7:114)

expresion que proporciona los esfuerzos en funcion de los desplazamientos tomando
como referencia una directriz cualquiera.

Notar nalmente que, tal como es de esperar, todos los teoremas generales deducidos
en este cap tulo son de igual aplicacion al caso de una directriz no coincidente con el
lugar geometrico de los centros de gravedad.
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8 Estructuras articuladas

8.1 Introduccion

Se denominan estructuras articuladas aquellas estructuras formadas por barras (en
general rectas) unidas entre s mediante articulaciones (Fig. 8.1). Las fuerzas externas
se aplican en general a los nudos, por lo que dichas barras trabajan exclusivamente a
esfuerzo axil. Este hecho permite un aprovechamiento optimo del material, por lo cual
son ampliamente utilizadas en la practica de la construccion. Es habitual su uso en
cubiertas de naves industriales, mercados, cubiertas de gasolineras, puentes ferroviarios,
etc.

2

Fig. 8.1 Estructuras articuladas
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Las incognitas a determinar son, por tanto, los esfuerzos axiles en cada una de las
barras y las reacciones. Por lo tanto, si:

nn es el numero de nudos de la estructura
nb es el numero de barras de la estructura
nr es el numero de reacciones simples de la estructura,

entonces el numero de incognitas a determinar sera nb+nr. Las ecuaciones se obtendran
de realizar el equilibrio en cada uno de los nudos: dos ecuaciones por nudo para el caso
de estructuras planas y tres para estructuras espaciales. EI numero total de ecuaciones
sera, por tanto, 2nn para el caso de una estructura plana.

El anterior razonamiento proporciona un criterio para determinar si una estructura
es isostatica o hiperestatica. En efecto,

si nb+ nr > 2 nn, la estructura es hiperestatica

si nb + nr = 2 nn, la estructura es isostatica

si nb+ nr < 2 nn, la estructura es un mecanismo
y siempre con nr 3.

La anterior clasi cacion debe, no obstante, ser tomada con precaucion, en el sentido
de condicion necesaria, pero en algunos casos no su ciente. Considerese por ejemplo
la estructura de la gura 8.2a, en que se esta en presencia de una estructura isostatica
y en donde efectivamente 17 +3 =2 10. Asimismo, en la gura 8.2b se representa
una estructura una vez hiperestatica, ya que es identica a la anterior, pero con una
barra (incognita) mas. Se cumple que 18 +3 > 2 10. Sin embargo, en la gura
8.2c se aprecia un claro mecanismo, cumpliendose sin embargo que 17 +3 = 2 10.
Ello es debido a que algunas de sus partes son hiperestaticas y otras constituyen un
mecanismo. La clasi cacion anterior promedia ambos efectos y puede inducir a la falsa
a rmacion de que se trata de una estructura isostatica.

Para el calculo de estructuras articuladas hiperestaticas existen dos grandes grupos
de metodos: metodo de compatibilidad y metodo de rigidez. Ambos metodos seran
analizados con detalle.

8.2 Estructuras isostaticas

Como se ha dicho anteriormente, las estructuras isostaticas son aquellas en las cuales
las ecuaciones de equilibrio de la estatica son su cientes para determinar los esfuerzos
axiles en todas las barras, as como las reacciones.

8.2.1 Metodolog a general de analisis. Matriz de conexion

Para jar ideas, considerese la estructura articulada isostatica representada en la Fi-
gura 8.3a. Supongase que en dicha estructura se han numerado los nudos y las barras
(ambos de forma independiente). Es evidente que puesto que la reaccion en el nudo
4 es horizontal, el apoyo en dicho punto puede sustituirse por una barra horizontal de
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nb=18
nr=3
nn=10

b)

nb=17

=3
c) =10

Fig. 8.2 a) Estructura isostatica. b) Estructura hiperestatica. ¢) Mecanismo

rigidez (producto EA=L) in nita (Fig. 8.3b). Asimismo, el apoyo 5 puede sustituirse
por dos barras, una horizontal y otra vertical, de rigidez tambien in nita. Logicamente,
los valores de las reacciones en ambos puntos coincidiran con el valor del esfuerzo axil
en las barras cticias. Este simple arti cio facilitara el calculo.

En el caso particular de que algun apoyo fuera elastico, la barra cticia correspon-
diente tendr a una rigidez igual a la rigidez del apoyo elastico, es decir, si R = k , se
tendra que EA=L =K.

Dentro de una barra cualquiera, se denominara extremo A al de menor numeracion
global, y extremo B al de numeracion global mayor. Al mismo tiempo, los ejes locales
se elegiran de forma que el sentido del vector base e, sea el que va del extremo A al B
(Fig. 8.4).

Si se denomina Nj al esfuerzo axil en la barra I, es evidente (Fig. 8.5) que la fuerza
axil que actua en el extremo B vendra dada en coordenadas globales por N,el, mientras
que la que actua en el extremo A valdra Nel.
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Fig. 8.4 Ejes locales para la estructura articulada de la gura 8.3 (se
dibuja unicamente el eje local e,)
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Z2 /A

Z

Fig. 8.5 Fuerzas de extremo de barra en coordenadas locales y globales

4 4 4
Nye7 @ -Nye] N,e]

2 1
N,ej \Nlel

2 1
-N,e; \Nle]

® QO

Fig. 8.6 Descomposicion de fuerzas en el nudo 2

Con las consideraciones y de niciones anteriores, es ya posible ir nudo a nudo para
establecer las correspondientes ecuaciones de equilibrio. As por ejemplo, en la gura
8.6 pueden verse las fuerzas axiles de extremo de barra de las piezas que concurren en
el nudo 2, as como las fuerzas que actuan en el nudo. Por equilibrio, es evidente que
la suma de todas las fuerzas que actuan en el nudo debe ser cero, o lo que es lo mismo:
la fuerza externa F, que actua en el nudo debe ser igual a la suma de las fuerzas de
extremo de barra que concurren en el, es decir

N.e] N,e2 Nl =F, (8:1a)

Analogamente para los demas nudos

Nudol: N,e; Nzel=F, (8:1b)
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Nudo 3: N,e2 + Nze2 Nse Ngebt=F; (8:1¢)
Nudo 4 : N,el + Nse? N;e] Ngel=F, (8:1d)
Nudo 5: Nge? + N,el  Nge] Nyper’ =Fs (8:1e)

Las anteriores ecuaciones 8.1 forman un sistema de tantas ecuaciones como incogni-

tas

5 2 3
F
No !
e%e%Oe;*ooooooN3 Fo

N4
0e§e§0e§e§oooomZ=Fs
000e§e§0e{e§oo'\'7 Fa

Ns
OOOOOe‘erOe‘{e%OIGIQ Fs
10
(8:2)
que tambien puede escribirse como
C.N=F (8:3)

Sistema que, resuelto, proporciona el valor de las incognitas N, es decir, los valores
de los esfuerzos axiles y de las reacciones.

A la matriz C, se le denomina matriz de conexion del sistema isostatico, la cual en
un caso general se forma de la siguiente manera: Observese (ecuacion 8.2) que las las
de C, hacen referencia a nudos, mientras que las columnas hacen referencia a barras,
por lo que el elemento (i;J) de C, se re ere al nudo i y a la barra J. Su valor sera

0 si la barra J no concurre al nudo i

e/ si la barra J concurre al nudo i, y dicho nudo corresponde al extremo B (extremo
de numeracion mayor) de la barra J

e/ si la barra J concurre al nudo i, y dicho nudo corresponde al extremo A (extremo
de numeracion menor) de la barra J

Respecto a la matriz de conexion C,, es importante recalcar que es cuadrada debido
a que la estructura es isostatica. En el caso de una estructura hiperestatica ser a una
matriz con mas columnas que las. Por el contrario, en el caso de un mecanismo se
tendr an mas las que columnas. Podr a tambien darse el caso de una estructura en que
C, fuera cuadrada pero singular. En tal caso se estar a en presencia de una estructura
cr tica.
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| Problema resuelto P8.1 Considerese la estructura articulada de la gura P8.1.1 con
las cargas que en ella se indican. Se quiere conocer el esfuerzo axil en todas las barras as
como las reacciones.

50 kN 50 kN

@ 4 @ N

60°
§>§ @ 5 @ 3 @ 1
50 kN 50 kN 50 kN
‘ 4 m J‘ 4 m J 4 m ‘

Fig. P8.1.1 Estructura articulada correspondiente al problema resuelto
P8.1

Solucion

En la gura P8.1.2 puede verse la misma estructura, pero modi cada. Asimismo se ha
seralado el sentido de los distintos vectores e, .
Los valores e} valdran

ol = cos 60 _ 0;5
7 sin60 ~  0:;866
o2 = cos 180 _ 1
17 sinl180 T 0
3 — O 4 1 5 0, 5 6 — 1
.= 1 0 &T o 0 &7 g 0 T 0
e7 —_ 1 eB — O; 5 e9 — l elO —_— O
1T 0 ’ *7 0866 ’ T ' L 1
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s 1206 ()41 @ Y,
4
€

Realizando el equilibrio en los nudos 1 a 7, o bien, teniendo en cuentas las reglas de
formacion de la matriz de conexion C,, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

2—e1 ¢ 0 0 0 0O 0O O OO O O O O 32m; 2F13
el 0 € -e 0 0 0O O O O O O O O mj F2
0 e e 0 €€ 0 0 0 0 0 0 0 O EZ Fs
0 0 0 e e 0 —-e 0 0 -0 0 0 O H; =6 F4
0 0 0 0 O e 0 —e}—-e e°0 0 0 O ,\'\I'lgo Fs
0 0 0 0 0 0 e e 0 o0 —ef'—e? 0 o0 Hi; Fe
0O 0 0 0 0 O 0 0 e o0 e'@ 0o —elP-el mi Fr

Sustituyendo en la expresion anterior los valores previamente calculados de ef, as como
los valores de F;, se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:
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32 32 3
0

0;5 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 000 N1

—0;866 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 000 N2 —50

—-0;5 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 000 N3 0

0;866 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 000 Ng —50
0 -1 0 O 0;5 1 0 0 0 0 0 000 Ns 0
0 0 -1 0 —-0;86 0 0 0 0 0 0 000 Ne —50
0 0 0 -1 -0;5 0 1 0 0 0 0 000 Nz 2 @ 0
0 0 0 0 0,86 0 0 0 0 1 0 000 Ng Z §-50
0 0 0 O 0 -1 0 0;5 1 0 0 000 No 0
0 0 0 O 0 0 0 —-0;86 0 -1 0 000%42Nio —50
0 0 0 O 0 0 -1 -0;5 0 0 0 10049QNi11 0
0 0 0 O 0 0 0 0;86 0 0 1 00049 N2 0
0 0 0 O 0 0 0 0 -1 0 0 010 Nai3 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 -1 001 N 0

Sistema de ecuaciones que, resuelto, proporciona los valores de los esfuerzos axiles en
todas las barras

N,=577kN  N,= 289kN  N,= 100kN

N,=289kN  N;=173;2kN N, = 115;5kN
N, =115;5kN N, =288;7kN N, = 260kN
Nio= 200kN N = 250kN N, = 260kN
Nis= 260kN  Njs= 250kN

Con lo que las reacciones en los puntos 6 y 7, y respecto a los ejes globales z,; z, valdran

Re: = 260kN ; R,,=260kN : R,,=250kN

8.2.2 Calculo de movimientos

Supongase una estructura articulada isostatica cualquiera (para jar ideas, puede
ser la de las Fig. 8.3) sometida a unas cargas F; en los nudos. Dichas cargas produciran
unos esfuerzos axiles en cada barra de valor N; que pueden calcularse tal como se
ha indicado en el apartado anterior. La variacion de longitud de cada barra valdra

: = N;L,=E;A,, siendo L, la longitud de cada una de las barras. Dichas barras pueden
ademas estar sometidas a cambios en su longitud debidos a causas no tensionales, por
ejemplo variaciones termicas, retraccion, defectos de montaje, etc., de valor 7*. La
variacion total de longitud de cada barra sera por tanto ! = ;+ 7* = N,L,=E;A,;+ 7"

Considerese un nudo cualquiera j del cual se desea conocer su movimiento w; en
una direccion cualquiera. Para ello se aplica el teorema de los trabajos virtuales com-
plementarios desarrollado en el Cap tulo 7. Sea

F, una fuerza virtual de modulo unidad aplicada en el nudo j de la estructura con-
siderada
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N; los esfuerzos axiles virtuales provocados por la fuerza virtual F,
u; el vector desplazamiento del nudo j. Notese que w; = u; F;
Aplicando el teorema de los trabajos virtuales complementarios, se tendra

>
N, ;=u;, F,=w, (8:4)

I=1
Expresion que tambien puede escribirse

> N, L ,
e (85)

I=1

estando el sumatorio extendido a todas las barras de la estructura. La expresion anterior
proporciona directamente el valor w; del desplazamiento buscado.

Es de advertir que las expresiones 8.4 y 8.5 son tambien validas para hallar el
desplazamiento relativo entre dos puntos y segun una determinada direccion. En este
caso, los esfuerzos virtuales N, seran los debidos a dos fuerzas virtuales, iguales, de
sentido contrario y de modulo unidad, aplicadas en los dos puntos entre los cuales
quiere hallarse el desplazamiento relativo.

| Problema resuelto 8.2 En la estructura articulada del problema resuelto P8.1, deter-
minar el movimiento vertical del punto 1.

Solucion

Se supondra que todas las barras tienen el mismo modulo de elasticidad (E = 210 000
MPa) y la misma seccion (A = 6cm?). De esta forma se tiene que EA = 126 MN =
126 000 kN.

Se aplica (Fig. P8.2.1) una fuerza virtual vertical en el nudo 1 de valor F, = [0; 1]"
kN. Dicha fuerza provoca unos esfuerzos N, en las barras de valor

N, = 1;1547kN N, = 0;5774kN N; = 1kN
N, = 0;5774KkN N; = 1;1547kN Ne = 1;1547kN
N, = 1;1547kN Ng = 1;1547kN Ny, = 1;7321kN
N, = 1KkN N, = 1kN
Con estos resultados y los proporcionados por el problema P8.1 se obtiene el cuadro
P8.2.1. Hay que tener presente ademas que ;*=0.
Aplicando la expresion 8.5, el desplazamiento vertical del punto 1 sera descendente y su
valor sera
W= NN,
T EA

1=1

L, =92;14 10 3metros = 92;14 mm
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Fig. P8.2.1 Fuerza virtual aplicada en el nudo 1 de la estructura

Cuadro P8.2.1 Esfuerzos axiles

BARRA | ESFUERZO AXIL | ESFUERZO AXIL | £ , 1073m=kN |N,N,L,=E,A,

VIRTUAL

N, (kN) N, (kN)
1 57,7 1,1547 0,063492 4,23 1073
2 -28,9 -0,5774 0,031746 0,53 103
3 -100 -1 0,054986 550 103
4 28,9 0,5774 0,031746 0,53 103
5 173,2 1,1547 0,063492 12,68 1073
6 -115,5 -1,1547 0,031746 423 103
7 115,5 1,1547 0,031746 423 103
8 288,7 1,1547 0,063492 21,17 103
9 -260 -1,7321 0,031746 14.30 103
10 -200 -1 0,054986 11,00 103
11 -250 -1 0,054986 13,75 103
" N,N,L,=E,A, 92,14 103

I Problema resuelto P8.3 En la estructura del problema resuelto P8.1, determinar el
movimiento relativo entre los puntos 2 y 5 en la direccion que une ambos puntos.

Para determinar el movimiento relativo entre 2 y 5 se colocan sendas fuerzas F, y Fg
iguales, de sentido contrario y de modulo unidad (Fig. P8.3.1). Al igual que antes,
nt = 0 para todas las barras.

Los esfuerzos axiles virtuales producidos por las anteriores fuerzas valdran

N, =0 N, =0 N; = 0;866
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@ 1

Fig. P8.3.1 Fuerzas virtuales unitarias aplicadas en los puntos 2 y 5 de
la estructura

N, = 0;5 N =1 Ne = 0;5
N, =0 N =0 N =0
Ny, = 0;866 N, =0
Con estos resultados se forma, al igual que en el ejercicio anterior, el cuadro P8.3.1.

Cuadro P8.3.1 Esfuerzos axiles

BARRA | ESFUERZO AXIL | ESFUERZO AXIL ﬁ PR 10 3m=kN NN, L
VIRTUAL Y EA
N, (kN) N, (KN)

1 57,7 0 0,063492 0

2 -28,9 0 0,031746 0
3 -100 -0,866 0,054986 4,76x10 3
4 28,9 -0,5 0,031746 -0,46x10 3
5 173,2 1 0,063492 11,00x10 3
6 -115,5 -0,5 0,031746 1,83x10 3

7 115,5 0 0,031746 0

8 288,7 0 0,063492 0

9 -260 0 0,031746 0
10 -200 -0,866 0,054986 9,52x10 3

11 -250 0 0,054986 0
NN, L,=E,A, 26,65x10 s
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Aplicando nuevamente la expresion 8.4, el desplazamiento relativo entre los puntos 2y 5
valdra

_ > N, N,

T EA

1=1

y puesto que el resultado es positivo, signi ca que los puntos 2 y 5 se acercan.

L, =26;65 10°metros = 26;65mm

| Problema resuelto P8.4 La estructura del problema resuelto P8.1 esta sometida, aparte
de las cargas alla indicadas, a un incremento termico en todas las barras de valor t =
40°C, siendo el coe ciente de dilatacion termica lineal constante e igual a = 1;2
105 °C~!. Se desea conocer el movimiento vertical del punto 1.

Solucion

El alargamiento de cada barra debido a la variacion termica valdra

M= L,t=40 1;2 10°°L; =48 10°°L,

Para hallar el movimiento vertical del punto 4, se coloca en dicho punto una fuerza virtual
unitaria (1kN), vertical descendente que provocara unos esfuerzos axiles virtuales de
valor N,. Con ello se puede construir el cuadro P8.4.1.

Aplicando nuevamente la expresion 8.4, el desplazamiento vertical del punto 1 valdra

>
w,= N, N.L,

1=1

"t =02:1605 10°metros = 92;1605 mm
E,A, !

valor algo mayor que el proporcionado por el problema resuelto P8.2.

Cuadro P8.4.1 Esfuerzos axiles y alargamiento de barras

BARRA| POFUBZO L 10 BN | ML 10 3 syt x 10 2(m)| POEUERAO N, MiLu g

VIRTUAL

N7 (kN) N1 (kN)
1 57,7 0,063492 3,6635 3,84 1,1547 | 8,6642x10 2
2 -28,9 0,031746 -0,9175 1,92 -0,5774 | -0,5788x10 3
3 -100 0,054986 -5,4986 3,3255 -1 2,1731x10 3
4 28,9 0,031746 0,9175 1,92 05774 | 1,6384x10 3
5 173,2 0,063492 10,9968 3,84 1,1547 | 17,1321x10 3
6 -115,5 0,031746 -3,6667 1,92 -1,1547 | 2,0169x10 3
7 115,5 0,031746 3,6667 1,92 1,1547 | 64510x10 3
8 288,7 0,063492 18,3301 3,84 1,1547 | 25,5008x10 3
9 -260 0,031746 -8,2540 1,92 -1,7321 | 10,9711x10 3
10 -200 0,054986 -10,9972 3,3255 -1 76717x10 3
11 -250 0,054986 -13,7465 3,3255 -1 10,4210%10 3
Ni Figb + o7t 92,1605x10 3
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8.3 Estructuras hiperestaticas

Tal como se ha apuntado anteriormente, existen dos grandes metodolog as de calculo
de estructuras hiperestaticas: el metodo de compatibilidad y el metodo de rigidez. El
primero de ellos es una consecuencia del teorema de los trabajos virtuales complemen-
tarios (o bien, del segundo teorema de Castigliano) y sus incognitas son las fuerzas o
reacciones hiperestaticas. Conduce por tanto a un sistema de tantas ecuaciones como
grados de hiperestatismo tiene la estructura. Por contra, el metodo de rigidez con-
sidera como incognitas los movimientos de los nudos de la estructura. ElI numero de
ecuaciones resultante sera, por tanto, el numero total de grados de libertad. Puede
asimismo ser considerado como una consecuencia del teorema de los trabajos virtuales
0 de los teoremas que de el se derivan (primer teorema de Castigliano y minimizacion
de la energ a potencial total).

8.3.1 Calculo de estructuras hiperestaticas mediante el metodo de compa-
tibilidad

Como ha sido comentado anteriormente, el metodo de compatibilidad toma como
incognitas los esfuerzos o reacciones hiperestaticos de la estructura. La metodolog a
general de obtencion de dichas incognitas hiperestaticas consiste en realizar el su -
ciente numero de cortes para convertir la estructura en isostatica. A la estructura as
obtenida se le denomina estructura isostatica base. En dichos cortes, se colocan los
esfuerzos (hiperestaticos) desconocidos en ellos existentes, obligando seguidamente a
que en dichos puntos se veri quen las condiciones cinematicas de compatibilidad.

Para centrar ideas, considerese la estructura de la gura 8.7a, la cual, como puede
observarse, es dos veces hiperestatica. Para obtener el valor de las dos incognitas
hiperestaticas, se eliminan las barras 3 y 8, colocando en su lugar las fuerzas descono-
cidas X, y X, (Fig. 8.7b). La estructura as transformada es isostatica, y por tanto
pueden hallarse en ella todos los esfuerzos en funcion de las cargas y de las incognitas
hiperestaticas. A dicha estructura isostatica de la denomina estructura isostatica base.
Sean:

N¢ los esfuerzos en todas las barras de la isostatica base debidos a las cargas externas.

N/ los esfuerzos en todas las barras de la isostatica base debidos a dos fuerzas unidad
dirigidas la una hacia la otra y situadas en la | nea de accion de la pieza 3.

N?Z los esfuerzos en todas las barras de la isostatica base debidos a dos fuerzas unidad
dirigidas la una hacia la otra y situadas en la | nea de accion de la pieza 8.

Por otro lado, las barras 3 y 8 estaran sometidas a unos esfuerzos de valor X;; X,,
respectivamente.
Con las anteriores de niciones, es claro que los esfuerzos axiles en las barras valdran

N, = N2 + X;N* + X,N? (8:6)

Por otra parte, aplicando el teorema de los trabajos virtuales complementarios,
de acuerdo con la expresion 8.5, el movimiento relativo entre los puntos 1 y 4 de la
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b)

Fig. 8.7 a) Estructura hiperestatica. b) Estructuras isostatica base correspon-

diente a la anterior hiperestatica

estructura isostatica base valdra (acercamiento de los puntos)

> N,L, Pl L
w — + nt Nl — NONl I +
e I=1 E:A; ! ! I=1 Y E:A;
» L » L
+ X, NIN!—— +X, N2N!—
11—1 o E/A; 21—1 o E/A;

—+

(8:7a)
PN

I=1
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siendo nbi el numero de barras de la estructura isostatica base. Analogamente, el
acercamiento entre los puntos 3 y 6 vale:

L, > L,
+X,  NINZ
L A (8:7h)

> o
n
+ 7 N;
=1

ol
Wz =  NPN?

-+
"E,A,

I=1

lx NN2
2 EQ
I=1 ! 4

La condicion de compatibilidad cinematica para la incognita hiperestatica X, se ex-
presa diciendo que el acercamiento de los puntos 1y 4 w; , debe ser igual al acortamiento
de la barra 3, es decir:

— X1L3 nt .
Wy 4 = E.A, 3 (8:8a)
y de la misma forma para la hiperestatica X,:
X2L8 t
W3g = - 8:8b
3,6 EgAg 8 ( )

con lo que igualando las expresiones 8.7 a las 8.8 se obtiene nalmente el sistema de
ecuaciones

" #
L, X L, X > L,
X NIN? +X, N2N? +  NP°N!
TEA ., T TEA T IEAIﬂ "E/A,
X nt nt
+  MN;+ M=0 (8:9a)
I=1
#
XXN N2~ + X i+XN 2N 2 +XN"N2
o ’EA ° EAs IEm i fa&
+  PNZ+ =0 (8:9b)
I=1

El anterior sistema de ecuaciones se resuelve en X; y X,, obteniendose el valor de
las incognitas hiperestaticas. Los esfuerzos en todas las barras se obtendran mediante
la aplicacion de la expresion 8.6.

| Problema resuelto P8.5 Considerese la estructura articulada de la gura P8.5.1. Como
puede observarse, la estructura es una vez hiperestatica. Asimismo se ve que es la misma
estructura que la del problema P8.1, en la cual se le ha anadido la pieza 12. Se desea
conocer los esfuerzos axiles en todas las barras.

Solucion

Se considera como incognita hiperestatica el esfuerzo axil en la pieza 12, por lo que la
estructura isostatica base sera la que se representa en la gura P8.5.2. Si N? son los
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50 kN 50 kN

N
3

e
N
3

-
N
3

-

Fig. P8.5.1 Estructura articulada hiperestatica

50 kN 50 kN

4 2

b

5 3 1
50 kN 50 kN 50 kN

Fig. P8.5.2 Estructura isostatica base correspondiente al problema re-
suelto P8.5

esfuerzos en la isostatica base debidos a las cargas externas y N; los debidos a un par
de fuerzas unidas iguales y de sentido contrario situadas en los puntos 2 y 5 y actuando
segun la direccion de la barra 12, los esfuerzos totales valdran

N, = N7+ XN;
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Teniendo por tanto en cuenta las expresiones 8.9 y que los esfuerzos N? y N han sido ya
hallados en los problemas resueltos P8.1 y P8.3, respectivamente, se construye el cuadro
P8.5.1.

El acercamiento entre los nudos 2 y 5 debido a las cargas externas vale

o — o 1L|
Wz;s_ NINIEA
17\

1=1

El acercamiento entre los puntos 2 y 5 debido a la carga unidad vale

10°m

= 26;65678

1 — 1n]L Ll
Wz;s_ NINIEA
17\

1=1

10°m

= 0;161840

El acortamiento de la barra 12 debido a la hiperestatica X valdra XL,,=(E;;A;,). La
ecuacion de compatibilidad se escribira por tanto:

L12
X —— =Wy + Xw,
EnA, 2o e
es decir
8 . -3 . -3 —
X 136 000 +0;161840 10 +26;65678 107°=0
X = 118;51 kN (compresion)

Conocido el valor de la incognita hiperestatica, puede llenarse la ultima columna del
cuadro P8.5.1 que proporciona el valor de los esfuerzos axiles en todas las barras.

Cuadro P8.5.1 Esfuerzos axiles y alargamiento de barras

BARRA | N? N{ | (L/EAW | NPNF g5 | NIND 25, Ny =
x10 3 x10 3 x10 3 NP + XN}
1 57,7 0 0,063492 0 0 57,7
2 -28,9 0 0,031746 0 0 -28,9
3 -100 | -0,866 | 0,054986 4,761788 0,041237 2,6
4 28,9 | -0,5 | 0,031746 -0,458730 0,007937 88,2
5 173,2 1 0,063492 10,996814 0,063492 54,7
6 -115,5 | -0,5 | 0,031746 1,833333 0,007937 -56,2
7 115,5 0 0,031746 0 0 115,5
8 288,7 0 0,063492 0 0 288,7
9 -260 0 0,031746 0 0 -260
10 -200 | -0,866 | 0,054986 9,523575 0,041237 97,4
11 -250 0 0,054986 0 0 -250
SUMA 26,65678 0,161840
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8.3.2 Calculo de estructuras hiperestaticas por el metodo de rigidez

El metodo de rigidez que se expone a continuacion toma como incognitas las des-
plazamientos de los nudos. Debido a su facilidad de automatizacion, es el metodo mas
utilizado en el calculo de estructuras con ordenador. Para su deduccion, considerese
una barra cualquiera de longitud L, perteneciente a una estructura articulada (Fig.
8.8).

Fig. 8.8 Barra biarticulada referida a sus ejes locales

La barra tendra un desplazamiento u, en su extremo A y uz en su extremo B.
Asimismo, en el extremo B actuara una fuerza F; y en el extremo A una fuerza F,,
de forma que por equilibrio se veri que que F, = Fg.

Respecto a los ejes locales, el movimiento de B segun el eje X, (esto es, el movimiento
de B en la direccion del eje de la pieza) valdra

Vip = €] Up = [cos sin ] 313 (8:10a)
2B
y analogamente, para el punto A
Vi, =€ju, = [cos sin ] 3“‘ (8:10b)
2A

Por otra parte, la diferencia de movimientos entre B y A en la direccion de la barra
debe ser igual a la suma del alargamiento de la misma motivado por el esfuerzo axil
mas el producido por causas no tensionales (temperaturas, etc.), es decir
FsL

5=+
EA

n (8:11)

Vig  Via =

0 sea,

EA EA
F, = T(VlB Via) — nt (8:12a)
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EA EA
F.= T(VlB Via) + T m (8:12b)

multiplicando F, y F; por e, y teniendo en cuenta 8.10 las anteriores expresiones se
escriben en coordenadas globales

EA EA EA
F,=eF,=(.—e)u, (e.—e)uz+e— ™ (8:13a)
L L L
EA EA EA
Fo=e,Fp= (e,—e))u,+(e;—eJuy e — ™ (8:13b)
L L L
0 sea,
Fo = Ku, Keoug+f" (8:14a)
Fo = Kouy,+Koug (8:14b)
siendo
EA
Ke = elTelT
es decir
._EA  cos? sin  cos .
K= L sin  cos sin? (8:15)
y fnt J— e E nt
=e

Las expresiones 8.14 constituyen las ecuaciones elasticas de una barra biarticulada
plana, y constituyen la base del metodo de rigidez.

Para formar las ecuaciones globales de rigidez considerese la estructura de la Figu-
ra 8.9a sometida a unas cargas en los hudos F,. Supongase seguidamente (Fig. 8.9b) que
se sustituyen los apoyos por las correspondientes reacciones (en principio desconocidas).

Por compatibilidad, debera veri carse que para cada barra los movimientos de ex-
tremo de barra deben ser iguales a los correspondientes movimientos de los nudos, y
estos siguen una numeracion global. Las ecuaciones elasticas de cada barra se escribiran
por tanto

Barra 1
(F)'=Kluy  Klu, + (f™)* (8:16a)

(Fe)'= Klu+Klu, (f")! (8:16b)
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Fig. 8.9 a) Estructura articulada, b) Estructura articulada en la que se han
sustituido los apoyos por las correspondientes reacciones

Barra 2

(F9)* = K?u;,  K?u; + (f)? (8:16c)

(F3)? = Klu,+KPu; (f™)? (8:16d)
Barra 3

(F3)’ = KPus  Klu,+ (f)° (8:16€)

(F3)P = Kus;+Ku, (f)° (8:16F)
Barra 4

(F)*=K'u, K'u,+ (f*)* (8:169)

(Fe)' = Klu,+K'u, (f*)* (8:16h)
Barra 5

(F4)° =K°u;  K°u, + (f™)° (8:16i)

(F3)° = Kou,+Ku, (f) (8:16])
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Por otra parte, por equilibrio en cada uno de los nudos

Fu=(F2)" + (F4)” + (FY)° (8:17)
Fa =(F3)° + (FY)* + (F)* (8:17¢)
Introduciendo las ecuaciones 8.16 en las 8.17 se obtiene
2e3 Zritki+ ks KE K> ke 32,3
Faf_ K? K+ K* K* 0 u,
QRZ_Q K? K4 K2+ K®+K* K3 g2u3?’+
= K5 0 K3 K3+ K?® U,
2 (fnt)l + (fnt)z + (fnt)S 3
+§ (fr)r + (f™) L (8:18)

(f nt)2 + (fnt)B (f r\t)4
(f nt)S (f nt)S

0 escrito en forma compacta

F=Ku+F" (8:19)

es decir
Ku=F F* (8:20)

El sistema anterior constituye el sistema de ecuaciones buscado. En el, la matriz K
es la matriz de rigidez global de la estructura, la cual es simetrica. El vector u es el
vector de desplazamientos incognita, mientras que F  F™* es el vector de cargas.

A partir de la forma de la matriz K es posible dar la regla general para formarla:
El elemento (i;i) de la diagonal principal, de la matriz de rigidez global, esta formado
por la suma de las matrices K’ de todas las barras que concurren al nudo i. En el
elemento (i;]), si existe una barra que una los nudos i y j, se colocara la matriz K
correspondiente a tal barra, y la matriz nula en caso contrario.

Es importante notar que el sistema de ecuaciones obtenido es singular, ya que lo
es la matriz K. Es logico que as sea, puesto que han sido sustituidos los apoyos por
las correspondientes reacciones. Es preciso, por lo tanto, modi car el anterior sistema
para introducir las condiciones cinematicas en los apoyos. Para este caso: u, = u, = 0.
Este hecho puede ser tenido en cuenta eliminando de la matriz de rigidez, y por tanto
del sistema de ecuaciones, las las y columnas correspondientes a los grados de libertad
de los nudos 2 y 4. En general, por tanto, se eliminaran de dicha matriz de rigidez las

las y columnas correspondientes a grados de libertad restringidos.

Resolviendo el sistema 8.20 se obtienen los desplazamientos de los nudos

u=K Y(F F") (8:21)

Obtenidos los movimientos, se obtienen las fuerzas de extremo de barra en coorde-
nadas globales mediante las expresiones 8.16, y a partir de ellas los esfuerzos en cada
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barra | (fuerzas en coordenadas locales) mediante

N; = (e1)"(F3): (8:22)

Como puede verse, el metodo de rigidez conduce a un sistema de ecuaciones que (al
reves que en el metodo de compatibilidad) es independiente del grado de hiperestatismo
de la estructura.

b)

Fig. 8.10 Diferentes numeraciones de una estructura

Es muy interesante analizar la topolog a de la matriz de rigidez K. Para ello, con-
siderese la estructura de la gura 8.10a. Si se seralan con un asterisco (*) los elementos
no nulos de la matriz de rigidez global K, se tendra

Nudo 2 3
1 * %

) * %

3 *

4 *

5 * % 0

6 ¥ x k

7 x % (8:23)
8 * % %

9 * ok %

10 SIMETRICO * ok %

11 *

12 *

13
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Al ser la matriz simetrica, se escribe unicamente media matriz. Se observa que
todos los valores no nulos se situan en una banda paralela a la diagonal principal. El
ancho de dicha banda depende de la numeracion de los nudos de la estructura. Con la
numeracion de la gura 8.10b, el ancho de banda aumenta considerablemente de forma
innecesaria, apareciendo multitud de ceros en el interior de la banda. Logicamente hay
que tender a numerar las estructuras de forma que el ancho de banda sea pequeRo.

| Problema resuelto P8.6 Obtener las ecuaciones del metodo de rigidez utilizando el
teorema de los trabajos virtuales. Para mayor facilidad de desarrollo, se supondra que no
existen variaciones de longitud en las barras debidas a causas no tensionales.

Solucion

Considerese la misma estructura de la gura 8.9, en la que (por ejemplo) al nudo 3 se le
da un desplazamiento virtual us. La ecuacion de trabajos virtuales se escribira

uz[((F2)* + (FR)° + (FR)' 1= uiFs
y en virtud de las expresiones 8.16:
us[( Keu, + K?uy) + (KPu; Kiu,) +( Kiu, + K'uy)l = uj F,
y reorganizando terminos
ur[ Ku, Ku,+(KE+K+KYu, Kiu,l=ulF,
y puesto que el valor de u, es arbitrario, la ecuacion anterior se escribe
K’u, K'u, +(K*+K*+KYu, Ku,=F;

expresion que coincide con la tercera de las ecuaciones 8.18. Las otras tres ecuaciones se
obtendran, obviamente, dando desplazamientos virtuales a los otros nudos.

| Problema resuelto P8.7 Obtener las ecuaciones del metodo de rigidez mediante la
minimizacion de la energ a potencial total.

Solucion

Como es sabido, la energ a potencial total es la suma de la energ a interna W de la
estructura mas la energ a potencial U, de las cargas respecto de los desplazamientos, es
decir

=W +U,
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La energ a interna W de la estructura puede escribirse expresando las variables en
coordenadas locales

1 X
W = E [FB(VB VA)]

barras
o0 expresandolas en coordenadas globales

>
(UsF3 + U F)

N -

>
W=3 [(ug upFal=

barras barras

Eligiendo esta ultima expresion, la energ a potencial total de la estructura de la gura
8.9 se escribira

1
=§[rl(F%)1 {+7 uy (Fi)}ﬁ + rl(F%)z {+7 uy (Fi)}f + VI(F%P {+7 U (Fi)}f +
Barra 1 Barra 2 Barra 3

+ rl(FgB)“ & Ul(':i)i + VI(F%)S & UI(Fi)i uF u R uF ulF,

Barra 4 Barra 5

Sustituyendo las fuerzas de extremo de barra F y F4 por las expresiones dadas en 8.16
y derivando despues respecto a u,; U,; U; Y U,, se obtiene el sistema de ecuaciones 8.18.

| Problema resuelto P8.8 Determinar los movimientos en todos los nudos as como los
esfuerzos axiles en las barras en la estructura articulada del problema resuelto P8.5.

Solucion
De acuerdo con la expresion 8.15, las matrices de rigidez de cada una de las barras valdra

s s ans 394 6;82
K=K =K'=10 6:82 11:81
31;5 0

2 — 4 — 6 — 7 — 9 — 3
Ke=K'=K*=K"=K"=10 0 o

0 0

3 — 10 — 11 — 3
KP=K"=K" =10 0 1819

3;94 6,82

KE=10" 680 11:81
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La matriz de rigidez global se formara a partir de las matrices de rigidez de cada barra,

es decir
2K1+K2 -K! -K? 0 0 0 0 3
3 4
K ;2112{ k3 K4 _K12 0 0
3 5
K ;;g{ ks _KS 0 0
4 5
K= If@illilér -K*° -K’ 0
K® + K8+
KQ + Klo+ 7K8 7K9
K12
7 8
Simétrica K ElIl{ + -K1
K9 + Kll

con lo que, sustituyendo los valores de las matrices de cada barra, se obtiene la matriz
de rigidez dada por el cuadro P8.8.1. En dicho cuadro, aparecen escritas en negrita

los elementos correspondientes a las

las y columnas eliminadas correspondientes a los

grados de libertad con movimientos impedidos (grado de libertad horizontal en apoyo 6
y grados de libertad horizontal y vertical en apoyo 7).

Cuadro P8.8.1 Matriz de rigidez ( 103)

235,44 -6,82 —-3,94 6,82 31,5
11,81 6,82 —11,81 0
39,38 0 0
41,81 0
66,94
Simétrico

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 -31,5 0 -394 —6,8 0
18,19 0 0 —6,82 —1182 0
6,82 —3,94 6,82 31,5 0 ()}
30,00 6,82 —11,82 0 0 ()}

66,94 —6,82 0 0  —31,50

30,00 0 —18,19 0

70,88 0 —-3,94

41,81 6,82

35,44

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
6,82 —31,50 O
~11,81 0 0
—6,82 ()} ()}

30, 00 0 —18,19
31,50 0

18,19

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtienen los desplazamientos de los nudos

4= 1095
1T o711

10; 04

Us 56; 97

3. _ 6,46 3.
10°m: u, = 56: 84 10°m:
3 _ 367 3
10°m: u, = 45: 04 10°m:

3
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Lo 82 0
s~ 30:67 13:75

Conocidos los desplazamientos, se calculan los esfuerzos a partir de 8.22

10°m: ug = 10°m:

N, =57;7 KN N,= 28,9KkN N;=2;6kN
N, = 88;2 kN Ns = 54;7 kKN Ns = 56;2 kN

N, = 115;5 kN Ng =288;7 kKN N

260 kN
Ny = 97;4kN Ny = 250kN N,;, = 118;5 kN

8.4 Ejercicios propuestos

I Ejercicio propuesto EP8.1 Para resolver la estructura articulada de la gura EP8.1,
se toma como incognita hiperestatica la barra 6.

Fig. EP8.1

Todas las barras tienen el mismo modulo de elasticidad y la misma area, EA = 10°kN.

Hallar:
- Esfuerzo en la barra 5
- Esfuerzo en la barra 6

- Alejamiento de los puntos B y F
- Alejamiento de los puntos E 'y C

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra 6 vale 3; 125kN (traccion).
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| Ejercicio propuesto EP8.2 En la estructura de la gura EP8.2, todas las piezas estan
articuladas entre s . Las barras horizontales tienen una seccion doble que el resto, siendo

el modulo de elasticidad identico para todas ellas.

10 kN

2,5m

8 kN

b B 'SkN

2m 2m

[ S
-
[ S
-

2m 2m

D

Fig. EP8.2

Determinar:

- Esfuerzo en todas las barras
Valor de control: Esfuerzo axil en la barra AB: 5kN (compresion).

I Ejercicio propuesto EP8.3 En la estructura de la gura EP8.3, todas las piezas estan
articuladas entre s , teniendo todas la misma seccion y el mismo modulo de elasticidad.

Determinar los esfuerzos en todas las barras.

Valor de control: Valor del esfuerzo axil en la barra AB : 32kN (compresion).

| Ejercicio propuesto EP8.4 En la estructura articulada de la gura EP8.4, todas las
barras son de acero con un modulo de elasticidad de valor E = 200 GPa. La seccion recta

de cada una de las barras es la siguiente:

3{4 | 2{5 | 3{6 | 2{6 | 3{5 | 2{3 | {5

Barra | 1{6 | 4{5 | 1{2
15,00 | 20,00 | 20,00

Seccion | 22,35 | 22,35 | 32,00 | 32,00 | 25,00 | 25,00 | 15,00
(cm?)

Determinar los esfuerzos en todas las barras, as como el movimiento total del punto 3.

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra 5{6 vale 0;26 KN (traccion).
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Fig. EP8.3

2 3//l5kN

4 kN 2m

Fig. EP8.4

I Ejercicio propuesto EP8.5 En la estructura que se muestra en la gura EP8.5, se
pide: determinar los esfuerzos en todas las barras. Se supone que todas las barras tienen
la misma seccion A y el mismo modulo de elasticidad E.

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra AB vale 11;2kN (traccion).
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' 100 kKN ' 50 kN
50 kN

Fig. EP8.5

I Ejercicio propuesto EP8.6 La estructura representada en la gura EP8.6, se encuentra

sometida a la accion de las dos fuerzas indicadas y a una dilatacion de 3 cm en la barra
3{5. El producto EA de las distintas barras vale:

- EA,s =EA,, =EA,; =EA,, =EA,, = 3;46 10°kN
- EA,,=6;15 10°kN
- EA,, =7;00 10°kN
- EA, =6;15 10°kN

Se pide determinar los esfuerzos en todas las barras.
Valor de control: El esfuerzo en la barra 1{3 vale 611 kN (traccion).

Ejercicio propuesto EP8.7 En la estructura que se muestra en la gura EP8.7 se pide:
hallar movimientos del nudo A.

- La seccion de todas las barras es A = 10cm?
- Modulo de elasticidad lineal E =2 10°MPa

Valor de control: EI movimiento total del punto A vale 4;84cm.
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100kN 2 3

Fig. EP8.6

10 kN

20 kN

»
45m
1,5m

20 kN Lym
2m

Fig. EP8.7
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I Ejercicio propuesto EP8.8 En la estructura de la gura EP8.8, sometida a la cargas
que en ella se indican, se pide:

- Grado de hiperestatismo.
- Movimiento del nudo 6.
- Esfuerzos en todas las barras.

Caracter sticas f sicas de las barras:

Seccion de las barras

Barra 2{6 | 4{7 1{6 3{6 3{7 5{7 6{7
Seccion 10 10 11,547 | 11,547 | 11,547 | 11,547 10
(cm?)

4

-

Fig. EPS8.8
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9 Vigas simples

9.1 Introduccion

Se estudiaran en este cap tulo las vigas simples, entendiendo por tales aquellas piezas
de un solo vano sometidas a cualquier tipo de carga. En la mayor parte del estudio
se prescindira del esfuerzo axil, puesto que su inclusion es inmediata y no requiere un
analisis especial. Se analizaran dos tipos de formulaciones: la primera de ellas, conocida
como formulacion de vigas de Euler-Bernouilli, prescinde de la deformacion debida al
esfuerzo cortante, mientras que la segunda, comunmente denominada formulacion de
vigas de Timoshenko s la tiene en cuenta. En la mayor a de los casos, la formulacion
de Euler-Bernouilli proporciona resultados su cientemente aproximados. Aun as, e-
xiste un numero su ciente de situaciones en que es preciso la utilizacion de la viga de
Timoshenko, lo que justi ca sobradamente su inclusion en el presente cap tulo. Por
otro lado, en el calculo de estructuras utilizando metodos numericos, la inclusion del
esfuerzo cortante supone un esfuerzo adicional de calculo apenas apreciable.

A) FORMULACION DE VIGA DE EULER-BERNOUILLI

9.2 Ecuacion de la elastica

Para el caso de una pieza recta bidimensional en la que se prescinde de la inclusion
del esfuerzo axil, las ecuaciones de equilibrio interno 2.25 se escribiran

dQ _ .
% +p,=0 (9:1a)
dM, +m+Q=0 (9:1b)

dx,
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que tambien pueden escribirse

d*M; dm
+ = .

Por lo que hace referencia a las deformaciones generalizadas, la expresion 7.92 se
escribira en este caso

#
_d_ 1 v
o a7 (9:3)
dx1
y si se prescinde de la in uencia de la deformacion por cortante, = 0, por lo que a
partir de 9.3
_dv, )
0= ax, (9:4a)
d,
= i (9:4Db)
es decir
d?v,
= (9:5)
dx2
y puesto que = M,=ElI, la expresion 9.5 puede escribirse
M;  d*v, )
El - (9:6a)
y tambien dado que
dM; _
X +m+Q=20
Q+m _ v, _
El dxd (9:6b)
y como
dQ
— 4+ o
ax, P2 0
4
P2 1 dm _ d*v, (9:6¢)

El Eldx, dx¢

Cualquiera de las expresiones 9.6 constituye la ecuacion diferencial de los movimien-
tos de la viga, conocida con el nombre de ecuacion diferencial de la curva elastica,
siendo logicamente la curva elastica la deformada de la pieza recta.
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9.2.1 Deformacion de una mensula sometida a carga uniformemente repar-
tida

Considerese una mensula de longitud L cargada con una carga uniformemente repar-
tida p, = q (Fig. 9.1). Se trata de obtener la deformada y la ley de giros ”(X;).

X7

(V2) max
max

Fig. 9.1 Deformada de una mensula con carga uniforme

Como pueden utilizarse cualquiera de las expresiones 9.6, para este apartado se
partira de 9.6a. Para ello, se escribe la ley de momentos ectores

2
M= 4 (9:7)
2
por lo que la ecuacion diferencial 9.6a de la elastica se escribira
oxi _ d?v, :
2E1  dx? ©:8)
gue una vez integrada da
X4
v, = 2(411Ell +Cyx, +C, (9:9)

Las constantes de integracion C, y C, se obtendran de imponer la condiciones de
contorno en B

para X, =L)v,=0 (9:10a)
d
para  x, =L " =2= (9:10b)
dx,
es decir 4 9
iL° L cL+c, =02
24El (9:11)
IL° e, =03
6EI '

de donde se obtiene C, = qL3=6EIl; C, = qL*=8EI, por lo que la expresion de la
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deformada 9.9 se escribira nalmente
ax; | 9L’ gL*

V27 24E1 T BEI"  BEI (9:12)
y derivando se obtiene la ley de giros
3 3
. R L (9:13)

T dx, 6El 6EI

La echa maxima se obtendra en el punto A, por lo que sustituyendo para x;, =0
en la expresion 9.12 se obtiene (V,)max = qL*=8EIl. Asimismo, el giro maximo se
producira tambien en A y valdra ” ., = qL3=6EI.

9.2.2 Viga simplemente apoyada con carga uniformemente repartida
Considerese (Fig. 9.2) una viga biapoyada sometida a una carga uniformemente

repartida de valor p, = ¢ kKN por metro lineal. Se trata de hallar la ley de echas,
los giros, la echa maxima y los giros en los apoyos

)

7 (PA (pB 4 (V2) max

Fig. 9.2 Deformada de una viga biapoyada sometida a una carga uniforme

Las reacciones R, y Ry valdran R, = R; = qL=2.
La ley de momentos ectores valdra

2
M;(X1) = Rg(L  Xi) %(L X)) = qL2X1 q% (9:14)
Sustituyendo en la expresion 9.6a
d®v, _gbLx, gx2
El = - 9:15
dx2 2 2 (9:15)
Integrando L3 .
Elv,= =1 P4y 00 4c, (9:16)

12 24
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para X, =0 D v, =0

para X; =L D v, =0
Con lo cual C, = qL3=24; C, =0, por lo que sustituyendo en 9.16 se tendra
0%

— 2 3 3 .
v, = SAE] (2Lx; x; L) (9:17)
La echa maxima (V,)max Se Obtendra para X, = L=2, por lo que
_ 5qL* :
(Vz)max - 384E| (918)

En lo que respecta a los giros, derivando la expresion 9.17

dv, gLx? gx3 qL3
== 9:19
dx, 4El 6El 24ElI (9:19)

Ademas, para X, = 0 se obtiene ” , = qL3=24E1l y para X, = L; *5; =qL3=24EI.

9.2.3 Viga empotrada en un extremo y apoyada en otro sometida a carga
uniformemente repartida

Considerese la viga de la gura 9.3 sometida a una carga uniformemente repartida
g. Al ser la pieza hiperestatica, no es posible utilizar la ecuacion diferencial 9.6a al ser
desconocida la ley de momentos ectores, por lo que sera necesario partir de la 9.6c.
Integrando dicha ecuacion se obtiene

X3 " C.x3 . C,x2
24 6 2
Las condiciones de contorno a imponer seran:

Elv,(X,) = + Cyx; +C, (9:20)

paraX; =0 D) V(X)) =0

parax, =0 ) (X)) =dv,=dx, =0
paraxX; =L ) V(X)) =0

parax; =L ) M;=EIld°v,=dxZ =0

Imponiendo las anteriores condiciones a la ecuacion 9.20 se obtienen los valores de
las cuatro constantes de integracion: C, = 5qL=8; C, = qL?=8; C; =C, =0, con lo
que la expresion de la ley de echas sera

ax; , Sqbxi  gL’xg

V2= 22E1 T 28E1  16EI

(9:21)

y la ley de giros

dv, gx¢  59LxZ  qL2x,
=_*- = + 9:22
dx, 6EI  16EI 8EI (9:22)
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Fig. 9.3 Deformada de una viga simple empotrada y apoyada sometida a una
carga uniformemente repartida

Las leyes de esfuerzos se obtendran

d>v, _ gx? N 5gLx, qL?

M, (x,) = EI - 2 . — (9:23a)
_ dM; _ SqL .
Q(x1) = ax, =0x g (9:23b)

y las reacciones

LZ
M, = |v|f(x1:0):q8
5L
R, = Q(X1=O)=%
3qL

Ry =Q(x, = L) =

8
Enla gura 9.4 pueden verse dibujadas las leyes de momentos ectores y de esfuerzos
cortantes

9.2.4 Cargas no uniformes. Utilizacion de la funcion de Heaviside

Las piezas estudiadas anteriormente tienen en comun el hecho de que la carga es
uniformemente repartida a lo largo de toda la luz de la pieza. Aparecen, sin embargo,
muchos casos en los que la carga actua unicamente en un trozo de la pieza, o bien,
dicha carga es puntual. En estos casos es muy util introducir la funcion de Heaviside,
la cual se de ne (Fig. 9.5)

i <
a) = 0 six;<a

H(X, 1 six, a

(9:24)
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a) 8 QZD e B - X,
PR .

b) -\ 1] Wﬁ%}i% X,

Fig. 9.4 Leyes de momentos ectores y esfuerzos cortantes en una viga empo-
trada y apoyada sometida a carga uniforme

Xy = H(x1 -a)

= X,

Fig. 9.5 Funcion de Heaviside

Mediante la funcion de Heaviside es posible representar funciones a trozos, lo que la
convierte en una herramienta muy util para representar anal ticamente algunos tipos
de cargas, momentos, etc. As por ejemplo, las cargas representadas en las guras 9.6a
y 9.6b pueden escribirse respectivamente:

P2(X1) = qH(X; @) (9:25a)

P2(X1) = qH(X; a)+gH(x, b) (9:25b)
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Fig. 9.6 Diversas cargas y leyes de esfuerzos en una pieza biapoyada

mientras que la ley de momentos ectores de la gura 9.6¢ se escribira
4 MoL(a Xx;)

all a) HXx, a) (9:25¢)

M
M;(X1) = ?Oxl

Es interesante obtener la primera derivada as como la integral de la funcion de
Heaviside
dH(x, a)

ax. = (X, a) (9:26)
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siendo (X, a) la funcion delta de Dirac de nida por

x, a)=0 six, &a

Z oo
f(x)) (X, a)dx, =f(a)

—00

asimismo
Z 21 Z 21
f(O)H( ad =H(x a) f()d

—00 a
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(9:27a)

(9:27b)

(9:28)

A partir de estas expresiones ya es posible proceder a la integracion de la ecuacion

de la elastica para cualquier tipo de carga.

9.2.5 Viga biapoyada sometida a una carga puntual F

La ecuacion de la elastica se escribira en este caso (Fig. 9.7):
dv, _ F

dx? El

xX: @)

cuyas sucesivas integrales seran

d3v, F
= —H a)+C
oe - Bl G
d?v F
dxgz E(Xl aH(x, a)+C;x, +C,
F 2 2
b= Bz M @rCjecxec
1
F (x, a)® x3 X2
v, = E%H(Xl a)+C1€l+C2?1+C3x1+C4

Las condiciones de contorno a imponer seran:

v,(0) =0
vo(L) =0
d?v,
M, (x, = 0) = EI =0
A d % x1=0
2
Mo, =) =122 =

dX% r1=L

(9:29)

(9:30a)

(9:30b)

(9:30C)

(9:30d)
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Xy

N

- o

Fig. 9.7 Deformada de una viga biapoyada sometida a carga puntual

con lo cual las constantes de integracion valdran

F a
“TE L
C,=C,=0
F a a
R R T
con lo que la ley de echas se escribira
F 3 a 3
= JE— + — —
Vs, 6E1 (X, a)HX; a) 6El 1 C X
F a a
+ 6ET 1 C L 2 albx; (9:32)
La echa en el punto C de actuacion de la carga valdra
j— j— —_ F a 2 2 .
Voo = V(X =a) = 3ET 1 T a’L (9:33)
Los giros en Ay B seran
s _ s, F a a ]
A=7(0)= 6ET 1 T L 2 aL (9:34a)
. s _ F a ? _
s=7(L) = 6ET 1 T aL (9:34Db)

9.2.6 Movimientos de apoyos en vigas simples

Las piezas analizadas hasta ahora, descansan todas ellas en apoyos jos. Existen
sin embargo casos en los cuales algun apoyo experimenta algun movimiento (desplaza-
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miento o giro) conocido, o bien, dicho apoyo es elastico, entendiendo por tales aquellos
apoyos que experimentan un movimiento proporcional a la accion existente en dicho
apoyo (Fig. 9.8). As por ejemplo, si el apoyo A es elastico a desplazamiento vertical, el
desplazamiento en este punto no sera nulo, sino que se escribira v,, = KkR,, mientras
gue si es elastico al giro, este valdra *, = k'M,, siendo M, el momento externo
actuante en dicho apoyo. EIl signo menos tiene su origen en que el movimiento tiene
signo opuesto a la accion.

vy,= kR,
7 RB
J
Ry
= .
X2
b Ak (Tl s .
M, A %>
Z 0= -k'M,
$ L !
¢ *

Fig. 9.8 Vigas sobre apoyos elasticos

A n de ilustrar el proceso a seguir en ambos casos, considerese la viga simple de
la gura 9.9. Se estudiara primeramente el caso en que los movimientos de los apoyos
son dados

Vou = Vo(X, =0) = V3, (9:35a)
dv,

T = — =79 9:35b

B Xm s1—L B ( )

Vo =Vo(X, =L)=0 (9:35¢)

La solucion general viene dada por la expresion 9.20, en donde las cuatro constantes
de integracion se obtendran imponiendo las condiciones de contorno dadas por 9.35 y
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X2
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\2
2 L A

X
///MB1

A B

L |

-

Fig. 9.9 Viga simple sometida a una carga uniformemente repartida y a un
desplazamiento dado vg, en Ay a un giro dado *2 en B

ademas M;(x, =0) = ElI %’} = 0. Con ello se obtiene
1 21=0
_ 3qL 3vy, 379 _
Cl—?+EI L3+LZB C,=0
_ qL3 %0 3Vo o
C;= 28 El 23+ 2I2_A C,=v;,El
Con lo que la expresion de la echa vendra dada por
4 o %0 3 3 %0 o
v, = @, 3oL 8ve, [ 3Th X aL” , Te  3Va X, +vy, (9:36)

24E| 8EI L3 L2 6 48E1 2 2L

La ley de giros vendra dada por

. gx3 gL 3vz, 377 X§ qL® 73 . 3vi,
= + + + + + -37
00) 6EI 8EI L3 L2 2 48E1 2 2L (9:37)
La ley de momentos ectores sera (Fig. 9.10a)
d?v, qx3 gL 3vg 37¢
M =ElI = 14 EI 4+ 224 4 B :
1) a2 2 8EI  L® L2 (9:38)
El momento en el extremo B valdra
_ | 3gL . 3vg 379
Mz =M;(x; = L) = T+ T+ L23AEI+ LZBEI L
2 o %0
= 0L Ve 3Tk (9:39)

8 L2 L
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X3
MB
L W,
T 1
s 0 2
X
IR
A e
b T — Xl
) AT %
RA
Fig. 9.10 Leyes de momentos ectores y de esfuerzos cortantes para la viga
simple de la gura 9.9
mientras que la ley de cortantes (Fig. 9.10b)
d3v, 3qL 3ve 379
= EI = QX —  EI 24 z 9:40
Q dx3 Pa 3 L3 L2 (9:40)

en tanto que las reaccionesen Ay B

gL 3ve 379
RA: Q(Xlz()): g —+ zzAE|+ LZBEI

5gL  3vg 37¢
R;=0Q(X; =L)=— ZAE| EEI
B Q( 1 ) 8 L3 L2
En el caso de una viga con apoyos elasticos, la solucion general de la elastica seguira
siendo la 9.20, siendo distintas las condiciones de apoyo a imponer. Considerese por

ejemplo la viga simple de la gura 9.11, en la cual el apoyo A es elastico en direccion
vertical y el apoyo B es elastico a giro.

Las condiciones de contorno a imponer seran:

-parax, =0 ) Vvou= kR, D Vi (x,=0)= kE'%

1 21=0
-parax; =0 > M;=0 ) %’% =0
1

x1=0
-parax; =L ) Vv, (Xy=L)=0

329
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X2
q
oA VAN \ —x,
T PLA
-—— B > B
7
RA
| L |
Fig. 9.11 Viga sobre apoyos elasticos
— L dvo — / d?vo
-parax, =L D r= kMg, D> 42 = KEI%%
dxq w1=L dzg w1=L

Con lo cual las constantes de integracion C,, C,, C; y C, valdran

C,=3qL—

2

q 72(E1)’kK' + 24E1KL + 6EIK'L® + L*

C, =
3 6 )

C, =3qEIKL—

2

siendo
L =4EIK + L

, = 8( 3EIk+3EIKL?+ L%)=L?

Las leyes de esfuerzos, reacciones etc. se obtendran de la misma forma que anterior-
mente.

9.2.7 Efectos termicos

El estudio de los movimientos y las tensiones producidas por los efectos termicos es
en general un tema complejo cuyo analisis en profundidad excede los | mites de este
texto. Sin embargo, en piezas formadas por una seccion rectangular o asimilable existe
una solucion aproximada, valida para un numero considerable de aplicaciones. Dicha
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At,
h =
At,
At +At, At,-At,
2 2
h + n
At,-At,
2

Fig. 9.12 Distribucion de temperaturas a traves de una seccion y descom-
posicion de las mismas en una variacion uniforme y en otra variable

aproximacion consiste en admitir una distribucion lineal de temperaturas a traves del
canto de la seccion (Fig. 9.12).

Como puede verse en la gura 9.12, una variacion lineal de temperatura puede
descomponerse en una variacion uniforme y una distribucion variable, de forma que en
las caras superior e inferior los incrementos termicos sean iguales y de sentido contrario.
En el primer caso se produce un alargamiento de toda la seccion de valor ( t,+ t,) =2
por unidad de longitud. Sus efectos en las piezas rectas seran estudiadas al nal de
este cap tulo. Por lo que respecta al segundo caso, las variaciones termicas producen
una curvatura en la seccion (ver Cap tulo 4) de valor

nt — ( tl tz)
h

siendo el coe ciente de dilatacion lineal y h el canto de la seccion. La curvatura total
de una seccion valdra por tanto

(9:41)

t= M—If + (9:42)

por lo que las ecuaciones 9.6 se transforman en

M; L d?v, )
El T T ax (9:432)
nt 3
Q+m d ™ _ dv, (9:43b)

+ =
El dx,  dx3
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P> 1 dm " dz " d*v,

ElI  Eldx, dx2 dx¢

(9:43c)

y si la variacion termica es constante en toda la longitud de la pieza
d2 nt d nt
= =0
dx2 dx;

Es importante seralar que si la pieza es isostatica los momentos ectores y esfuerzos

cortantes producidos por las variaciones termicas seran nulos, aungue no los movimien-
tos.

| Problema resuelto P9.1

La pieza de la gura P9.1.1 esta sometida a la variacion termica indicada. Dado que
t, =ty t,= t, lacurvatura debido a la variacion termica vale

2 t
h

nt —

Integrando la ecuacion 9.43c

x3 X2
v, = Clgl + szl +C.x, +C,

Las condiciones de contorno a aplicar seran

Von = V(X =0) =0

v,
Xm (£1=0

>
A

Vog =Vo(X, =L)=0

d3v
M;(x, = L) = EI dTZ =0

1 x1=L
por lo que las constantes C,, C,, C, y C, valdran

=3
2L

nt

C,

nt

C,=

2
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A t B

— _— X

|

—
—
N

Fig. P9.1.1 Viga empotrada y apoyada sometida a una variacion
termica

C.=C,=0
La ecuacion de la deformada sera
nt nt
s 7S
Las leyes de momentos ectores se obtendran a partir de 9.43a

V, =

d2V2 3 Xy
M =El — nt - ™ — 1 EI
y el momento reaccion en A
3 3 tEl
Ma = Mf(x1=0):E "EIl = =

En cuanto a la ley de esfuerzos cortantes, a partir de 9.43b

d®v, 3 3t

= EI = — ™El=—EI
Q dx3 2L hL
y las reacciones
j— j— j— 3 nt — 3 t
Ra = Q(xl—O)—i = hLEI
3 3t
Rg = =L)y= — "™=_—EI

En la gura (P9.1.2) pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y las reacciones.
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M 2
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W
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R== T El Ry=——EI

Fig. P9.1.2 Leyes de esfuerzos y reacciones para el problema resuelto
P9.1

9.2.8 Vigas sobre lecho elastico

El objeto de este apartado es el analisis de un tipo especial de vigas simples que
no descansan sobre apoyos jos, sino que estan apoyadas en toda su longitud sobre
un lecho elastico (Fig. 9.13), caracterizado por el coe ciente de balasto k. Tal tipo
de vigas aparecen frecuentemente en la practica estructural asociadas a problemas de
cimentaciones, depositos, etc.

le

SRR

————————————— +—x

ERpEEEEE

p'2: -kV2

Fig. 9.13 Viga apoyada sobre lecho elastico
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La ecuacion de la elastica se escribira ahora

d*v, ,
El o = pa(Xy) + py(X2) (9:44)
1
y dado que p,(x,) = kv,
4
19V 4k, =, (9:45)
1

Como es sabido, la solucion de la ecuacion anterior es suma de la solucion de la
ecuacion homogenea mas una solucion particular, es decir

v, = e#1(C cos X, + C,psin x;) +e P71(Cycos X, + Cysin X)) +v,,  (9:46)

q__
siendo v,, la solucion particular dependiente de las cargaspy = * 4—21

Las constantes C, a C, se obtendran en cada caso particular, imponiendo las condi-
ciones de contorno apropiadas de la misma forma que se ha hecho hasta ahora.

Por su importancia practica en cimentaciones, se van a estudiar dos casos de especial
interes: el primero de ellos corresponde a una viga in nita sobre lecho elastico cargada
con una fuerza puntual F, mientras que el segundo se re ere a la misma viga cargada
ahora con un momento concentrado M.

a) Viga in nita sobre lecho elastico cargada con una fuerza concentrada F
(Figura 9.14)

Para este, caso la solucion particular v,, es nula, es decir v,, = 0, por lo que habra
que determinar las constantes C, a C, de la expresion 9.46.

Se considerara unicamente la solucion en el semieje x, positivo, ya que por simetr a
los correspondientes valores del semieje X, negativo se deducen inmediatamente. Para
dicho semieje X, positivo, las constantes C, y C, deben ser nulas, pues de lo contrario
se tendran valores in nitos de la echa en x, = 1 (para X, negativo las constantes
nulas deben ser por la misma razon C; y C,), es decir

v, = e P71 (Cycos X, + C,sin X;) (9:47)

Las condiciones de contorno a aplicar a la expresion anterior seran

(X, =0)=— =0 (9:48a)

3
dv. - _ g (9:48b)

+= = =
QxF=0)= EI &G 2t
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Xy
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| 3n/4B
1
b) vy \/
- +
% ¢ . /B T
) PAN
) M — M\
o I\ B2

X

X1

Fig. 9.14 Viga in nita apoyada en lecho elastico y cargada con una fuerza con-

centrada en el origen

Derivando 9.47

g)\iz = e M[( Cs+C,)cos X, (Cy+Cy)sin ]

1

oV, _ 2 27 P71 C,cos X, + Cssin X,)

dx% 4 1 3 1

d®v, s.—fBr1 )

v =2 °e [(C;+C,cos X, +( C;+C,)sin X,
1

los constantes C; y C, valdran

F
C=C= g
por lo que
F oo s .
V, = ———e P*(cos X, +sin X;)

8 El

(9:49a)
(9:49b)

(9:49¢)

(9:50a)
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,_dv,  F 5 .
“ox. 2 ZEIe sin X, (9:50b)

. dv, F B . _
M; =EI i —4—e t(cos %X, sin Xy) (9:50¢)

dv F
Q= EI dxfz = 5e*5“*“1 oS X, (9:50d)
y si se introduce la notacion

9:( X1) = e P1(cos X, +sin X,) (9:51a)
0.( ) = e Pisin x, (9:51a)
0s( X1) =e P(cos x, sin X,) (9:51a)
ga( %) = e Pcos x, (9:51b)

En la tabla 9.1 pueden verse los valores numericos de g,( X;) a g.( X;) en funcion
de X.
Las expresiones 9.50 quedan

V, = 8'zﬁgl( X,) (9:52a)
= 4Eﬁgz( X,) (9:52h)
M; = 4593( X1) (9:52¢)
Q= 294( Xy1) (9:52d)

En la gura 9.14 se representan estos valores.

b) Viga in nita sobre lecho elastico cargada con un momento concentrado M
(Fig. 9.15)

Al igual que en el caso anterior, la solucion v,, vale cero, es decir v,, = 0. Asimismo
se considerara la solucion en el semieje X, positivo, ya que por antisimetr a, una vez
conocidos los valores buscados en dicho semieje, es inmediato determinar los correspon-
dientes a X, negativo. Tambien por las mismas razones apuntadas antes C, = C, =0
y la solucion general 9.47 seguira siendo valida. Las condiciones de contorno a aplicar
en este caso seran

Vo(X, =0) =0 (9:53a)
d*v, M

b . - 7 (9:53b)

M, (x; = 0) = El



338

Resistencia de Materiales y Estructuras

Tabla 9.1 Valores de las funciones g,( X;) v 9.( X,)

Xy 9:( %:) g2( x1) 9a( X1) 9a( X1)
0,00 1,0000 0,0000 1,0000 1,0000
0,02 0,9996 0,0196 0,9604 0,9800
0,05 0,9976 0,0475 0,9025 0,9500
0,10 0,9907 0,0903 0,8100 0,9003
0,20 0,9651 0,1627 0,6398 0,8024
0,40 0,8784 0,2610 0,3564 0,6174
0,60 0,7628 0,3099 0,1431 0,4530
0,80 0,6354 0,3223 -0,0093 0,3131
1,00 0,5083 0,3096 -0,1108 0,1988
1,20 0,3899 0,2807 -0,1716 0,1091
1,40 0,2849 0,2430 -0,2011 0,0419
1,60 0,1959 0,2018 -0,2077 -0,0059
1,80 0,1234 0,1610 -0,1985 -0,0376
2,00 0,0667 0,1231 -0,1794 -0,0563
2,20 0,0244 0,0896 -0,1548 -0,0652
2,40 -0,0056 0,0613 -0,1282 -0,0669
2,60 -0,0254 0,0383 -0,1019 -0,0636
2,80 -0,0369 0,0204 -0,0777 -0,0573
3,00 -0,0423 0,0070 -0,0563 -0,0493
3,20 -0,0431 -0,0024 -0,0383 -0,0407
3,40 -0,0408 -0,0085 -0,0237 -0,0323
3,60 -0,0366 -0,0121 -0,0124 -0,0245
3,80 -0,0314 -0,0137 -0,0040 -0,0177
4,00 -0,0258 -0,0139 0,0019 -0,0120
4,20 -0,0204 -0,0131 0,0057 -0,0074
4,40 -0,0155 -0,0117 0,0079 -0,0038
4,60 -0,0111 -0,0100 0,0089 -0,0011
4,80 -0,0075 -0,0082 0,0089 0,0007
5,00 -0,0045 -0,0065 0,0084 0,0019
5,20 -0,0023 -0,0049 0,0075 0,0026
5,40 -0,0006 -0,0035 0,0064 0,0029
5,60 0,0005 -0,0023 0,0052 0,0029
5,80 0,0013 -0,0014 0,0041 0,0027
6,00 0,0017 -0,0007 0,0031 0,0024
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a)

b)

d)

e)

Fig. 9.15
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Viga in nita sobre lecho elastico cargada con un momento puntual

M en el origen de coordenadas

por lo que las constantes C; y C, valdran

con lo cual

En la gura 9.15 pueden verse representadas los anteriores valores.

M
Vo= g

, _ M
=1 Elgs( X1)

M
M, = 794( X1)

M
Q= Tgl( Xy)

X

X

X
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(9:54a)
(9:54b)
(9:54¢)

(9:54d)
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9.3 Deformacion de vigas isostaticas: teoremas de Mohr y Castigliano

En los apartados anteriores se han estudiado los movimientos en las vigas simples
utilizando la ecuacion de la elastica. De la integracion de dicha ecuacion se obtienen
las echas y los giros en todos los puntos de la pieza. En muchos casos es, sin embargo,
su ciente con obtener los movimientos unicamente en un reducido numero de secciones.
En tales casos, es util la aplicacion de los teoremas de Mohr o del segundo teorema de
Castigliano.

9.3.1 Primer teorema de Mohr

Considerese una pieza simple cualquiera sometida a un sistema de cargas y sean A
y B dos puntos cualesquiera de la misma (Fig. 9.16).

X)

—x,
Deformada
(PAB
Fig. 9.16 Viga simple y su deformada
A partir de la expresion 9.4b se tiene

Z B Z B M
=4t dx, =7, + —L dx, (9:55)

A A EI

ydadoque *,; =75 ”. eselgiro relativo de B respecto de A se tendra que
Z M,

T p = — dx 9:56
AB A El 1 ( )

lo cual constituye la expresion del primer teorema de Mohr, que proporciona el valor
del giro relativo entre dos puntos de una pieza recta.

9.3.2 Segundo teorema de Mohr

Considerese una viga simple en la que un punto A de la misma no gira ni tiene
desplazamiento vertical (Fig. 9.17), y sea un punto B del que se desea hallar los
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dv
do | T 2AB

Xy

X1B

Fig. 9.17 Desplazamientos relativos entre dos puntos Ay B

movimientos respecto de A. El diferencial de desplazamiento vertical debido a la exi-
bilidad de cualquier punto entre A y B valdra

M
av,,; = (X X)d” = ?{(XlB X,) Xy (9:57)

0 sea
YA

B

M
Vorn =  —r(Xap Xi)dX (9:58)
4 EI
Logicamente (Fig. 9.18), si el punto A tiene un giro ” 4, y un desplazamiento v, ,, el

desplazamiento del punto B valdra

Z . Mf
Vop =Vou + (Xop  Xia) 74+ El Xip X)) dx, (9:59)
A

Las expresiones 9.58 y 9.59 constituyen la expresion del segundo teorema de Mohr,
el cual permite hallar el desplazamiento de un punto de una viga recta.

Deformada

e

V2AB

ONCST RPN, ‘28
19

VoA

Fig. 9.18 Desplazamiento total de un punto
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A la misma expresion 9.59 se puede llegar a partir de que * = dv,=dx,
Z . B Z5
Vop = Vo + TdX; = Vo + 7X X107 =Vou + 7pXep T aXia
A A A
Z Z Z
B B B
%Xl dX; =Vou+ T4+ & dX; Xip 7 aXia &Xl dx, =
4 El 1 EI 1 EI
Z

B M
= Vo, + 7 A(xlB XlA) + (XlB Xl)?{ dx;
A

(9:60)
expresion identica a la 9.59.

9.3.3 Determinacion de echas y giros utilizando los teoremas de Mohr

a) Determinacion de giros

En el caso en que se conozca el giro de un punto cualquiera A (caso de una mensula),
mediante la aplicacion directa de la expresion 9.55 es posible determinar el giro de otro
punto cualquiera B. En caso contrario (caso de una viga biapoyada), es preciso la
utilizacion simultanea de los dos teoremas de Mohr.

Considerese la viga biapoyada de la gura 9.19 en la cual se quiere determinar el
giro del punto B. De acuerdo con el primer teorema de Mohr,

Z B
M
L= i ?{dxl (9:61)
y a partir del segundo teorema de Mobhr,
Voo =0 =Vou + 74 (X Xpa) + E(ch X;) dXy (9:62)
A
de donde (y teniendo en cuenta que X;, = 0; X;c =L;V,, =0)
Z
., _ 17 9M; .
AT a(L X;) dX, (9:63)
expresion que sustituida en 9.61
Z Z
1M EM
= T . E—If(L X,) dx, + ) E—If dx, (9:64)

proporciona el valor del giro en B
b) Calculo de echas

Al igual que en el caso de los giros para determinar las echas en una mensula
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X3

Q Pg
N N m V2B c -

= X
% B % 1

Fig. 9.19 Flecha y giro de un punto cualquiera B en una viga
biapoyada

se puede aplicar directamente el segundo teorema de Mohr. En el caso de una pieza
biapoyada (Fig. 9.19), se tendra

zZ . M.
Vop = Vou + 74Xy Xia) + E{(XlB X)) dx, =
YA A (9:65)
= " aXpt E‘(XIB Xl) dx;
A

Sustituyendo en la expresion anterior el valor del giro en A dado por 9.63, se tendra

nalmente
Z

Z
X c M, 5M
i N (G OL RS  CERR DL (3:66)

lo cual proporciona el valor de la echa en un punto cualquiera B.

| Problema resuelto P9.2 Dada la pieza biapoyada de la gura P9.2.1, determinar el
giro y el movimiento vertical del punto B.

X1

3L/4 |
‘

R

Fig. P9.2.1 Viga biapoyada correspondiente a los problemas resueltos
P9.2 y P9.3.
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Solucion

La ley de momento ectores se escribe:

_ gL q..
M, = 5% 5% @

De acuerdo con los teoremas de Mohr, el giro y el movimiento vertical de B se escriben:

P4

» ] ¥
= at del
0

/4
3L z Mg %

e 4+ T
4 A El 4 ©
0

y sustituyendo la ley de momentos ectores dada por a e integrando

Vog =Vou + dx,

9
» :’ + 3
s =A% eEr it ®)
B 3L, 45
Voe —V2A+T A+72048EIQL (C)

Por otra parte, el desplazamiento vertical del punto C vale

7L
M
Voc = Voa + L7+ E—If(L X)) dX, = Voa + L7 4 + ﬁqL4
0
y dado que v,. = Vv, =0, de esta ultima expresion resulta que
1
» — L3
AT uEd
por lo que sustituyendo en b y c,
L3
-, =0;02865 ?5
L4
Vss = 000928 (:EI
Los valores anteriores son, respectivamente, el giro y el desplazamiento vertical del punto

B.

9.3.4 Calculo de movimientos utilizando el segundo teorema de Castigliano
y el metodo de la fuerza unidad

Tanto el segundo teorema de Castigliano como el metodo de la fuerza unidad son
alternativas muy utiles para la determinacion de movimientos. La metodolog a de
aplicacion se ha analizado en el Cap tulo 7, por lo que no se repite agu . Se estudia
simplemente un ejemplo.
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I Problema resuelto P9.3 Utilizando el segundo teorema de Castigliano y el metodo de
la fuerza unidad, determinar el giro y el desplazamiento vertical del punto B de la viga
correspondiente al problema resuelto P9.2.

Solucion

a) Utilizando el segundo teorema de Castigliano

Para obtener el giro del punto B, se introducira un momento externo M en el punto B
gue posteriormente se anulara (Fig. P9.3.1).

X5

3L/4 |
'

- o
—
-—

Fig. P9.3.1 Viga con carga uniformemente repartida y un momento M =0
aplicado en el punto B.

Las leyes de momentos ectores valdran

. C_qL X2

M, A T X
¢ qL X2 M
M; =q?x1 q21 f(L X1)

Derivando las anteriores expresiones con respecto a M

B

M,
A%
(Y L
C
oM
"o L o x
(Y L
por lo que, dado que M = 0, el giro valdra
B C
z/4 M ZL M
a= M M ax + M M = 0;02865 0=
= @M EI feM EI El

0 3L/4
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X4

3L/4

N
>
-— U
@}
B

—
-
-

Fig. P9.3.2 Viga con carga uniformemente repartida y una fuerza F =0
aplicada en el punto B.

Analogamente, para obtener la echa v,z se introduce una fuerza F = 0 en el punto B
(Fig. P9.3.2).
Las leyes de momentos ectores valdran:

°_qL ¢ F

M =% % 3 T35
C
. _oqL qx? 3F
Me =20 gt

B
Derivando las anteriores expresiones respecto a F

B

oM,

A%
OF 4
@MfB_3¢ .
OF 4 '

por lo que, particularizando para F = 0, la echa v,5 valdra

B c
/4 M, ZL oM,
Xm Xm C]L4
e My—2 —— + M,——B8_—— =0; 2
28 "TOF EI "BF EI 0; 009 8E|
0 3L/4

Notese que en este caso la echa v,g sale positiva (en el ejercicio propuesto P9.2 sal a
negativa). Ello es debido a que en este caso el signo es positivo si el desplazamiento
coincide con el sentido de la fuerza F = 0.
b) Aplicando el metodo de la fuerza unidad

Para obtener el giro ”¢ se aplicara un momento M = 1 en el punto B (ver Fig. P9.3.3).
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X)

3L/4 |
'

-
—
—

Fig. P9.3.3 Viga con carga uniformemente repartida y un momento unidad
aplicado en el punto B.

Las leyes de momentos ectores debidas a M =1 valen:

por lo que, de acuerdo con (7.32), el giro en B valdra

HA/4 L
®dx, z
g = Meme —-
A El
0 3L/4

y realizando las sustituciones, se obtiene nuevamente

qL’
El

De la misma forma, para obtener el desplazamiento v, Se introducira una fuerza unidad
F =1 en el punto B. Las leyes de esfuerzos debidos a dicha fuerza unidad valen:

”s = 0;02865

B
Xy
me =—
L4
C
3
me :Z(L X1)

B

Aplicando nuevamente la expresion (7.32) se obtiene

wi 7
dax,
Vog = Meme — + Memy
A El
0 3L/4

€ dx, qL*
T 0; 00928 =

B

expresion que proporciona el desplazamiento vertical del punto B.



348 Resistencia de Materiales y Estructuras

9.3.5 Efectos termicos

De acuerdo con lo analizado en el apartado 9.2.7 la curvatura de origen termico
viene dada por la expresion 9.41, es decir

nt — M
h

por lo que la curvatura total sera igual a la curvatura termica mas la mecanica. Es
decir, de acuerdo con 9.42
% 4+ nt

|

Sustituyendo la expresion anterior en 9.4b y observando nuevamente la gura 9.16,
se tendra

t

z z z, z,

M
Tp=T4+ fdx, =7, + e "odx, =T, =L dx; + "t dx,
A A El 4 EI A

Por lo que el giro relativo de punto B respecto al punto A vendra dado por

Z g Z g
Tap =B A= ?{dxl + "t dx, (9:67)
A A

lo cual constituye la expresion del primer teorema de Mohr cuando se incluyen efectos
termicos.

Por lo que respecta al segundo teorema, la expresion 9.57 se reescribe

M
AVoup = (Xip X)d7 =(Xip X)) "X = (Xap  X1) ?{ + 1 odx

Por lo cual, el movimiento total del punto B (Fig. 9.18) vendra dado por

z

B M
— + L f 4
Vop =Vou + (Xap  X1a) 74
. El

"o (X X)) OX, (9:68)

A partir de las expresiones anteriores, la determinacion de echas y giros sigue las
mismas pautas que las seraladas anteriormente.

El giro y la echa en un punto debido a efectos termicos puede tambien calcularse
utilizando el metodo de la fuerza unidad desarrollado en el apartado 7.3.2. En efecto,
supongase primeramente que se desea calcular el giro en un punto cualquiera B de una
pieza simple sometida a cargas y a efectos termicos. Para ello, si se coloca un momento
unidad en el punto B, el giro en en este punto, de acuerdo con (7.32) valdra

7C
5= ‘'m;dx;
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siendo m; la ley de momentos ectores en la pieza producidos por un momento unidad
aplicado en B. Sustituyendo la curvatura total * por su expresion 9.42, el giro queda
nalmente
C
— g M, +
? El

A

"tom,dx, (9:69)

Analogamente, cuando se desea hallar el desplazamiento vertical de B, se coloca en
dicho punto una fuerza unidad. Si m; representa ahora la ley de momentos ectores
en la pieza debida a dicha fuerza unidad, el desplazamiento en B se escribe

7c
Vop = ‘m;dx,
A

y sustituyendo nuevamente la curvatura total * por su expresion 9.42, se obtiene

7Zc

o M

2B — EI
A

lo cual representa el valor del desplazamiento vertical del punto B.

"tom;dx, (9:70)

9.4 Vigas rectas hiperestaticas. Aplicacion de los teoremas de Mohr y se-
gundo de Castigliano

9.4.1 Viga empotrada y apoyada

Considerese la pieza de la gura 9.20 sometida a unas cargas cualesquiera. Dicha
pieza es una vez hiperestatica. Supongase que se elige como incognita hiperestatica el
momento reaccion en A.

Para obtener el valor de la incognita hiperestatica, se libera la coaccion al giro que
tiene el punto A colocandose en su lugar un momento de valor desconocido 4, con
lo cual la estructura se ha convertido en isostatica. El valor del giro en A en dicha
estructura isostatica sera igual al giro producido por las cargas externas mas el giro

producido por el momento 4, es decir,
o=+ 7 (9:71)

El valor del momento I se obtendra de imponer la condicion de giro 4 nulo. Para
ello, si M{ es la ley de momentos ectores en la pieza debido a las cargas externas, de
acuerdo con 9.63 se tendra

Z
17 MY
— — (L x,)dx 9:72
C.oErL xdx (9:72)

2C —
A=
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X

253 (Xl)

Xy

>
/:'\
>
g
N

L
Il
X
pz(x1)
X
7 A ‘Pi B777
X, +
1
A
M X
” A B

Fig. 9.20. Pieza empotrada y apoyada

Por otro lado, la ley de momentos ectores debida a I sera
_ X1
M;= © 1 T

gue introducida en 9.63 proporciona

Z
1°L &1 4L
1 — = - L = __ -
AT L Bl (b 0=
por lo que sustituyendo en 9.71
Z
. _~_ 17LMY? 4L
2=0= Lo ﬁ(l‘ xl)dx1+BE
y despejando 4 3 z,

Mzg . ML x;)dx,

(9:73)

(9:74)

(9:75)

(9:76)

Una vez conocido el valor de €%, las leyes de esfuerzos se obtienen en la forma

habitual.
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| Problema resuelto P9.4 Determinar las reacciones y las leyes de esfuerzos en la viga
empotrada y apoyada de la gura P9.4.1

X2
q
N X
A B 777
L
X, I
q
X
7 A @i B 777
X, +

A
M( 7 A B%

Fig. P9.4.1 Viga empotrada y apoyada sometida a una carga unifor-
memente repartida
Solucion

Para determinar el valor de la incognita hiperestatica, se libera la coaccion al giro en A
colocando en su lugar un momento desconocido I#, y se calcula el valor del giro en A.
Para ello, se considera primeramente la pieza isostatica sometida a las cargas externas.
La ley de momentos ME vale

L
Me=2L x) M %)
por lo que, de acuerdo con 9.63, el giro en A valdra
z
2C — l L
A L 0

dx, _ g¢L®
El  24EI

gL q 2
7('— Xl) E(L Xl)

mientras que, de acuerdo con 9.74, el giro debido al momento vale (I#L)=(3E1). Por lo
tanto, y dado que el giro total debe ser nulo

gL ML

24El  3EI

A:O:
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de donde

L2
7%=
8
Mientras que las reacciones en A 'y B valdran

5

Ra = oqL
8q
3

Rs = —qL
8q

En la gura P9.4.2 pueden verse representadas las leyes de esfuerzos y la deformada.

Como puede observarse en la gura P9.4.2, el punto de in exion de la deformada (cur-
vatura nula) coincide con el punto de momento nulo, ya que

= M,=(El).

ey |

qL?

8

O 5

a) \ \dﬁ ) X
X2
= qL

7
f
_qL
X2k
q
A B
)\

Fig. P9.4.2 Leyes de esfuerzos y deformada para la estructura de la

gura P9.4.1. a) Ley de momentos ectores. b) Ley de
esfuerzos cortantes. ¢) Deformada
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Otra opcion a seguir en el caso de la viga empotrada y apoyada consiste en tomar
como incognita hiperestatica la reaccion vertical en B. En este caso, la pieza se trans-
forma en isostatica liberando el apoyo en B y colocando en su lugar una reaccion
desconocida R (Fig. 9.21). El desplazamiento vertical en B valdra

Vop = V5, + Vi, (9:77)

siendo vS, la echa en B debida a la carga y vi, la echa tambien en B originada por
la reaccion hiperestatica R .

X

P> (Xl)

. anll
M X
(*A N ‘

L
Il
X
) (Xl)
A B
N X1
Y
C
VaB
+
X
1
VB
\ X
A B 777
Ry

Fig. 9.21 Pieza empotrada y apoyada

Si M{ es la ley de momentos ectores debida a las cargas externas de la estructura
isostatica, la echa vg,, de acuerdo con el segundo teorema de Mohr, valdra

[o— z v MC Xm .
Vop = ;L xl)E (9:78)

0
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mientras que tambien de acuerdo con el segundo teorema de Mohr el valor de la echa
V3, sera
z z

L dx L dx R;L®
vi,= ML Xx)=r=  RulL Xx)=+r=—2 9:79
B ML X)Er = Re(L )y = (9:79)
por lo que, al ser la echa total en B nula, se puede escribir
z L
dx R;L®
Vop = VS, + Vi, = i M¢ (L xl)?;+ 3;; =0 (9:80)

y despejando Ry

Z
3°¢L dx,
— MEL X)) =
L, 7 ( JE)
con lo cual se obtiene el valor de la incognita hiperestatica Rz y es posible obtener el
resto de las reacciones, as como las leyes de esfuerzos.

9.4.2 Viga biempotrada

Sea la viga biempotrada de la gura 9.22 sometida a una carga cualquiera p,(X,)
normal a la directriz. La pieza sera, por tanto, dos veces hiperestatica. Al igual que
en el apartado anterior, se eligiran como incognitas hiperestaticas los momentos en A
y B (Fig. 9.22).

Al igual que en el apartado anterior, se liberan las coacciones a giro en Ay en B
colocandose en su lugar sendos momentos %, y I, que constituyen las incognitas
hiperestaticas del problema. Los giros totales en A y B deben ser nulos. Dichos giros,
en la estructura isostatica, son los debidos a las cargas mas los debidos a los momentos,
y para determinarlos se utilizara el teorema de Castigliano. Para ello, los momentos

ectores totales en la viga valdran

— C A B
M; =M{ + M/ + M,
siendo M{" los momentos ectores debidos a las cargas externas en la estructura isos-

tatica, M/ los momentos ectores en la estructura isostatica debidos al momento %,

y MfB los momentos ectores en la estructura isostatica debidos al momento %5, es
decir,

_ X, X,
M, =M{ M, 1 T+

Las derivadas del momento ector respecto a %, y %4, valen

7@Mf = 1 ﬁ
01, L
@Mf _ X

o, L
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X2 4
Py (X1) N
A

1\A4A<\\ A Bt/

|

RA RB

| L |

X, Il

‘ Py (Xl)

N B

A

My

Fig. 9.22 Viga biempotrada

Por lo que de acuerdo con el segundo teorema de Castigliano

ZL ZL
m, M dxy M 1

T f@M:AE| 0
ZL
X X, dx
tes X X 0%
s L L EI

dx,

El

+ %,

1

Xy
L

Xy

355

L
(9:81a)
dx,
El
(9:81b)
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y llamando
Z, >
X, 2dx,
= 1 —= —_— 82
1 . C El (9:82a)
Z L
_ X, X, dxy _
2= T 1 T Bl (9:82Db)
zZ . 3
_ Xy Gdxg :
2= L EI (9:82¢)
y sustituyendo en 9.81 se obtiene
z L
X, dx
JE = ] M¢ 1 f ?; (9:83a)
Z. X, 0X;
MFL+ M = . MfctiEl (9:83b)

Sistema que, resuelto, proporciona los valores de los momentos de empotramiento

perfectoen Ay B
Z Z

1 L X; dx L X, dx
%, = Me 1 =2 == o 9:84a
S L EI ?, JLEI ( )
% = 1 Z MS 1 X, dxg Z o Xq 0X; (9:84D)
B 103 2 2 0 ! L EI ! o L EI '

Si el producto EI fuera constante, puede sacarse fuera de las integrales, por lo que

_ _ L
Y 3El
- L
> BEI
y por lo tanto:
VA Z
2 o e} 1 . X1 .
MA:[ 2 . M{ 1 T dx, . Mg tdx1 (9:85a)
z z
2 L L
W= M1 T oax 2 0 M{ dx, (9:85b)

Una vez obtenidos los valores de estos momentos, ya es posible obtener las reacciones,
leyes de esfuerzos y movimientos en cualquier punto.

En el caso en que las cargas fueran de origen termico, la metodolog a a aplicar sigue
las mismas pautas hasta ahora expuestas. La unica diferencia consiste en sustituir
la curvatura mecanica producida por las cargas que actuan en el interior de la viga
ME=(EI) por la curvatura de origen termico ™. Las expresiones resultantes son
formalmente las mismas.
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| Problema resuelto P9.5 Determinar las leyes de esfuerzos en una viga biempotrada de
seccion constante sometida a una curvatura termica "™(X,). Particularizar para el caso
en que dicha curvatura sea constante "= ( ( t; t,))=h.

Solucion

El problema puede solucionarse bien utilizando el teorema de la fuerza unidad (expresion
9.69), o bien, los teoremas de Mohr. Aqu se seguira la primera opcion, dejando la
segunda como ejercicio para el lector.

Si 4, y 4 son respectivamente los momentos de empotramiento perfecto en Ay B, la
ley de momentos ectores valdra

X X
M= &, 1 f +l$¢3t1
y de acuerdo con 9.69 los giros en A y B valdran
Z L Z L Z L
Xy Mg Xy X, 2 Xm
N 1 — "M+ — dx, = 1 =  "dx, + 1 —
A . ( L) El ' . L * ~ L EI
Z, z
X, X, dx - X .L ML
(%2 e e 1 = mdx, + 25— =
® L LEI o L Y 3ElI  6EI
Z L Z L
> - é nt 4 & d — ﬁ ntd MAL + ,qBL
o= L El T T % BN 3EI
Igualando a cero los anteriores giros se obtiene
z z
2EI - X X
F.=—— 2 o1 22 odx 2 dx
A L o L 1 o L 1
"z Z #
2E1 © - X L x
e = —— 1 T odx 2 nd
B L o I_ Xl 0 L 1
y para el caso en que "t sea constante, los anteriores momentos de empotramiento
valdran
4. = ™EI
.= ™EI

Una vez conocidos los valores de los momentos de empotramiento perfecto es inmediato
determinar las leyes de esfuerzos. Efectivamente

M, =%, = ™EI
Q=0
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9.5 Ecuaciones elasticas

Las relaciones entre los esfuerzos (o tensiones generalizadas) y las deformaciones
generalizadas vistas en el Cap tulo 7 proporcionan a nivel local la union entre el campo
estatico y el cinematico. El objeto del presente apartado es obtener unas relaciones
entre los esfuerzos de extremo de barra y los movimientos tambien de extremo de
barra para una viga recta. Tales ecuaciones son extremadamente utiles en el calculo de
estructuras y constituyen el punto de partida del metodo de rigidez.

9.5.1 Relaciones momentos - giros

Considerese la pieza simple biapoyada de la gura 9.23. En ella actuan unas cargas
externas p,(X;) normales a la directriz y unos momentos en los extremos M, y M.

X24

MA( j = m B//>Mj "

Fig. 9.23 Viga biapoyada con cargas y momentos en los extremos

La ley de momentos ectores sera

_ X1 X1 )
M;=M{ M, 1 T +MB.t (9:86)
siendo M{" la ley de momentos ectores en la pieza debida a las cargas p,(x;). De
acuerdo con el segundo teorema de Castigliano, los giros en A y B valdran

z, z
OM; dx, L X;  dx;
= M i me 1 X Pay oy M 87
A= Mram, El o L gl "M Ms (9879)
z, z
M L
5= o, & - X M+ M, (9:87b)

. 0 f@MBEl 0 'L EI

viniendo , ,y 5 dadas por 9.82.
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Resolviendo en M, y My las relaciones 9.87 se obtiene,

Z YA
1 L X, dx L X, dX
M. = s ML T e e M
S ° ° (9:88a)
+ 2 3,A + Z,B
1 3 2
M. = 1 ZLMC 1 X; dx; Z. o Xq A%,
Tl 3 e L EI ', /LEI
1 (9:88h)
+ 72 2,A + l’B
1 3 2
y teniendo presente 9.84, las anteriores ecuaciones se escriben
My=—2— 7", +—2 ", +¥, (9:89a)
1 3 2 1 3 2
M, = LT+ T+ (9:89b)
1 3 2 13 2
y si la inercia es constante
4EI 2EI
MAzT’A+T’B+MA (9:90a)
2E1 4E1
MB:T’A+T’B+MB (9:90b)

Las ecuaciones anteriores forman las relaciones momentos de extremo de barra versus
giros de extremo de barra buscadas.

9.5.2 Relaciones momentos - desplazamientos

Supongase la misma pieza que anteriormente, pero en la cual han dejado de actuar
las cargas externas. La pieza esta ahora sometida a un desplazamiento del apoyo B de
valor , de tal forma que los giros en Ay B son nulos (Fig. 9.24).

Para obtener el valor de los momentos M, y My en funcion del desplazamiento

se pueden utilizar las ecuaciones momentos{giros vistas anteriormente, en las que
4, =, =0y (ver laFig. 9.25) >, =", = =L.

Por lo que de acuerdo con 9.90

4EI  2El _  6EI
L L L L L2

M, = (9:91a)
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e

Fig. 9.24 Pieza sometida a un desplazamiento de apoyo

MB
IN
A
¢ Xl

2EI AEI 6EI
L L L L L2

(9:91b)

gue constituyen las relaciones buscadas.

9.5.3 Inclusion del axil y cortante. Ecuaciones elasticas

Sea en general una estructura cualquiera sometida a una serie de cargas. Por efecto
de dichas cargas, todos los nudos experimentaran unos desplazamientos y giros, por
lo que si de forma arbitraria se separa una pieza cualquiera, dicha pieza tendra unos
movimientos en A y B. Dichos movimientos pueden expresarse en ejes globales (lo cual
se hara cuando se analice toda la estructura) o en los ejes locales propios de cada barra
(Fig. 9.26).

Si v, Yy v son los vectores desplazamiento en A 'y en B expresados en ejes locales,
se tendra que

v, = " (9:92a)
Vou
vy = VB (9:92b)
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VB
Fop

- \le = X
\ A B /M !

MA B

Fig. 9.26 Esfuerzos de extremo de barra y movimientos en una pieza recta

Sean asimismo p,(X,) Y p.(X:) las cargas que actuan en la pieza expresadas en ejes
locales

De acuerdo con lo visto hasta ahora y dado que =vV,; V,4, Se tendra
4E1 2E1 6EI
MA=T’A+ T 7 ?(VZB Vou) + IE, (9:93a)
2EI 4EI1 6EI
MB = T,A+T,B ?(VZB V2A)+MB (993b)
como, por equilibrio en la pieza,
Z L
Fop +Fou + Po(X)dx; =0 (9:94a)
0
M,+M, 1%:
Fop= ———2 2= x,p,o(X)dx, (9:94b)
L L .
se puede escribir
6EI 6EI 12E1 %, + 4
Fo.a= E 7 A E ’B E (Vg Vau) + %
Z L
Xy
1 T P2 (X1)dx, (9:95a)
0
6EI 6EI 12E1 %, + 4
Fn= e et G V) T
z

L Xl
fpz(xl)dxl (9:95b)

0
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y llamando
o, S X
P, = L 1 T P2(X1)dX, (9:96a)
0
z
%, + 4 L x
P, = E L K tlpZ(Xl)Xm (9:96b)
0

se puede escribir nalmente

6EI 6EI1 12E1
Fou = E Ta+ L2 "B E (Vap V2A)+Fb2A (9:97a)
6E1 6EI 12E1
Fo.= - T+ (Vop  Vau) + By (9:97b)

Lz 4 Lz ” L3

Como puede observarse, b,, y b, son las reacciones en direccion al eje X, que
aparecen cuando se impiden los giros y los desplazamientos de la pieza en los extremos
Ay B (reacciones de empotramiento perfecto).

Por lo que respecta a los esfuerzos axiles, por equilibrio

Z

L
Fig+F+ p1 (X )dx, =0 (9:98)
0
Asimismo, es evidente que
Z
F.sL L dx
Vip Vg = EBA * xlpl(xl)E—A1 (9:99)
por lo que
z, z
EA L X dx
Fiu= Fip . P (X)dX, = T(VIB via) EA . 1 f pl(xl)Eipl\
EA 2 oy
= (Vip Via) 1 — pu(X)dx, (9:100a)
L 0 L
Z
EA ¢
Fis = —(Vip Vi) p.(x1)dx, (9:100b)
L o L
y llamando
zZ, %
b, = 1 f P2 (X1)dX, (9:101a)
0
Z

b, = %pl(xl)dxl (9:101b)
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las expresiones 9.100 quedan

EA
Fia= 7(V15 Vig) + IblA (9:102a)

EA
Fiz = T(VIB Vi) + IblB (9:102h)

Las expresiones 9.93, 9.97 y 9.102 constituyen las ecuaciones elasticas en coordenadas
locales de una pieza recta. Dichas expresiones pueden escribirse en forma matricial

2p 3 2 BA g 0 EA g 0o 32,3 %p 3
Fg 8 0 38 s o LEL o 4Ry g Bp
L 1A R L (9:103)
Fis EA 0 0 £4 0 0 Vip b,
A LI S
0 bien, escrito en forma compacta,
FS K (109
0 tambien
F=Kv+E (9:105)

en donde la simbolog a es evidente.

Como facilmente se comprueba, las matrices K, , Yy Kzp son simetricas y K,z =
KT .. A la matriz K se la conoce con el nombre de matriz de rigidez de la barra AB
expresada en coordenadas locales y es una matriz simetrica.

Las expresiones 9.103 a 9.105 pueden escribirse en coordenadas globales. Para ello
(ver Fig. 9.27), la relacion entre las componentes globales Y¢ de un vector cualquiera
y las componentes locales Y se escriben

Y =TY (9:106)

siendo
2y,.3 2

Yy Y,
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Fig. 9.27 Relacion entre las coordenadas locales y globales

2 . 3
cos sin 0

T =4sin cos 05
0 0 1

Notese ademas que T * =TT,
Las ecuaciones 9.104 pueden escribirse

2_ .3 2 32_ 3 2 3
L = Kao Kas  T7 u, T fy

4 5= 4 54 544 5 (9:107)
TT F Kea Kpz  T7 Up T F

siendo u, y uz los movimientos en A 'y B en coordenadas globales. Multiplicando por
la izquierda la expresion anterior por la matriz T, se obtiene

2 3 2 32 3 2, 3
F% Kis Kis (O] %
4 "5-4 54 544 5 (9:108)
F, Kb, Kis  Ug P,
siendo
2 ETACZ + 1%%[82 12EISC + EASC GEIS
Ko, =TK T = g BEIsc + EAsc  1Elcz+ EAgz  SEIc 4 (9:109a)
't e .
2 EAcz 12Efsz 12EISC %SC GEIS
Koy =TK,T" = E BEIsc EAsc  LElcz Edgz SEc (9:109h)

6EI 6EI C 2ET
L
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2 EAc2 4 12Blg2 BEIsc + E4sc  SEls
Ky = TKppT! = E 2EIsc + £Asc  LEIcz+ Edge 8EIC 4 (9:109c)
Kha = (K5 (9:109d)

En donde S =sin y C = cos
Las ecuaciones elasticas 9.108 juegan un papel capital en todo el calculo de estruc-
turas al constituir el fundamento del metodo de rigidez.

Logicamente, el vector E de la expresion 9.105 engloba todo tipo de cargas que
actuan sobre la pieza, estando incluidas entre ellas las correspondientes a deformaciones
0 movimientos impuestos (por ejemplo, cargas termicas).

9.5.4 Ecuaciones elasticas cuando la directriz no coincide con la | nea de
centros de gravedad

A partir de las ecuaciones 7.98 se obtiene
2fpr3 21 0 032p,3

k=0 1 offfn.d 1109

M/ e 01 M
gue escrito en forma compacta

Tambien es evidente que
3 2 1 0 132VL— 3

2V1¢
gvzé = EO 1 Ozgvgé (9:111a)
e 01 7

0 sea

v, =SV (9:111b)

Premultiplicando por la izquierda por S, las ecuaciones 9.104 y teniendo en cuenta
9.111, se obtiene

F/, = S.F, = S.K,,STV/, + S.K,zSTV, + S B, (9:112a)
F. =S.Fy =S.KySTV, + S, Ky5SIV, + S B, (9:112b)
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es decir
2 _,3 2
4 FA 5 I'<AA
Fy Kl
siendo

2
K/, =S.K,.S" g

2
/ T —
K., =K}, =S.K,zS" —g

e

2

Resistencia de Materiales y Estructuras

32 ,3 2,3
K’ v/ =4
AB A A
54 "54+4 °5 (9:113)
Kes Vo F,
3
EA EA
T 0 e
0 %Ef 851 (9:114a)
3
EA EA
0 e
0 1251 681 é (9:114b)
3
EA EA
z 0 e
0o BZ 851 é (9:114c)

El vector [FI’ =4 1" representa las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto

respecto a la nueva dlrectrlz

Las ecuaciones 9.113 constituyen las ecuaciones elasticas de una barra recta en ejes
locales cuando la directriz no coincide con la | nea de centros de gravedad. Para escribir
dichas ecuaciones elasticas en ejes globales, se procede como anteriormente, resultando

2 3 2 3 2 3
F K K Vi kY
4 5-4 54 54+4 5 (9:115)
g
Fi K KE, Vi R
en donde
K., =TK, T (9:116a)
Ky = (Kp)" =TK/,,T" (9:116b)
KY,=TK,, T (9:116¢)
y tambien
2 3 2 3
= TH,
4 , 5=-4 / 5 (9:117)
B TR,
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constituyen los esfuerzos de empotramiento perfecto en coordenadas globales.
Las expresiones anteriores pueden tambien obtenerse a partir de la integracion de
las ecuaciones 7.101, despreciando la deformacion por efecto del esfuerzo cortante.

I Problema resuelto P9.6 A partir de las expresiones 7.101, deducir las ecuaciones
elasticas de una pieza recta en coordenadas locales, cuando la | nea de centros de gravedad
no coincide con la directriz de la pieza.

Solucion

A efectos de simplicidad, se consideraran unicamente fuerzas y momentos en los extremos
de barra, dejando para el lector la generalizacion a otros tipos de cargas.
De acuerdo con 7.101

/ 2 e2 e 3 2 N/ 3
1 0 N
g EA El 1 El § z
/
0 GA 0 Q
i 0 i !
El el M
Expresiones que, invertidas
2 3 2 32 3
N’ EA 0 eEA 4
4Q9'5=4 0 kGA 0 54 /5
M/ eEA 0 EI+¢e’EA !

y puesto que no se considera la in uencia del esfuerzo cortante en la deformacion, las
expresiones anteriores pueden escribirse

2,3 21 e 32 3

! 4 i N’/
4 '5_ 9 EA EI EI E,4 5 )
’ e 1 M/
—_ — f
El El
y la relacion inversa
2 3 2 3
N’ EA eEA ,
M, eEA EI +e’EA

Las leyes de esfuerzos N’ y M/ pueden escribirse en funcion de las fuerzas y momentos
de extremo de pieza (Fig. P9.6.1)

N’ =l
M= (L x)Ff + M,
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—Xl

My

X
FlvA l F2'A F2'B‘ \ jiB
| /
T

Fig. P9.6.1 Esfuerzos de extremo de barra

Sustituyendo en a y teniendo en cuenta la relacion entre deformaciones y movimientos

se tiene
2_, 3
243 21 e e L % e 37FL
gdsg_gEA El EI * Elg £/
d?’ - e 1 2B

1
=L
et ) g

ds El |\/|l/3

Integrando la expresion anterior a lo largo de toda la longitud de la barra

2., 3
2 3 2L e’ el? eL3 Flo
Ve Via_ oEATEI 261 EI
4 5:§EA El 2EI Elg E/
LY >/ eL L2 1 28
B A e—— e——
El 2El El My
De la integracion de */ = dv/=ds :
2., 3
Fla
! / »/ — eL2 . L3 . Lz § / z
[VZB Voa AL] - 2El '’ 3EI " 2E] FZB
Mg

Escribiendo de forma conjunta las dos expresiones anteriores

Lol e ey g
EA EI 2EI EI Z s o
eLZ L3 L2 § F , z _ 4 V/ lB\// lA,/ L 5
2EI 3EI 2EI - L. "
L L LYy i

El 2EI |
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gue se puede reescribir

2,3 S L €L et el >
s EA EI 2EI EI
E , Z_ eL? e L
Fzs -
2EI  3EI 2EI
A T T
El 2E1  EI
82 32 3 2 32 39
=10 0°%v, 10 e
40 1 054y, 5+40 1 L54y,5
o001 L o o 1 . >

De donde se obtienen las matrices K;, y KL dadas por las expresiones 9.114, pudien-
dose comprobar que

2L el elr el 3, 3
== T = 1 00
EA EI 2EI El
2 3 2
KL, = eL "L go 10
2E1 3El 2EI
eL L L 00 1
El 2EI El
y
2 L e’L  elL? eL 3*12 3
=S~ t= =5 = 1 0 0
EA EI 2EI El
Ko,=8 & v E 0o 1 LZ
=8 2EI 3ElI 2EI
eL . o o0 1
El 2E1 El
Las otras dos matrices se obtienen a partir del equilibrio
Fa+Fo=0
Fia+Foe =0

FoeL+M.+M), =0

Es decir,
2 3 2 32 3
Fl. 1 0 0 Fls
4|:2/A5=40 1 054|:2/BS
M2 0 L 1 M.

Y sustituyendo en la expresion anterior los valores del vector F’;, dadas previamente, se
obtienen las expresiones de las matrices K/, y K/,..
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B) FORMULACION DE TIMOSHENKO

9.6 Ecuacion de la elastica

Para el estudio de la pieza bidimensional se partira, al igual que para el caso de la
formulacion de Euler-Bernouilli, de las ecuaciones 2.24 de equilibrio interno, es decir

9Q

ax, p.=0 (9:118a)
dM;
=+ —+ = ‘11
ax, m+Q=0 (9:118h)
0 tambien
d*M; dm
+ = .
i ax. p.=0 (9:118c¢)

Las ecuaciones cinematicas 7.92 se escribiran igualmente

2 d 3
& 1T
= g X1 q Z 2 (9:119)
0 _
dax,
Asimismo, las relaciones entre las tensiones y las deformaciones generalizadas son

Q = kGA (9:120a)

M, = EI (9:120b)

Sustituyendo en la expresion 9.120b el valor de , dado por la segunda ecuacion
9.119, se tendra

d >
M, =EI 9:121
f Xm ( )
Introduciendo en 9.118c el valor de M, dado por 9.121, se obtiene
d? d’ dm
— EI = — 9:122
dx? dx, P dx, ( )
Por otra parte, sustituyendo la primera expresion 9.119 en 9.120a
o=kca Iz - (9:123)

dx,
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Introduciendo en 9.118b los valores de M, y de Q, dadas por 9.121y 9.123, se obtiene

d d’ v, , .
ix. El B M+ kGA ix. 0 (9:124)
Las expresiones 9.122 y 9.124 constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
cuyas incognitas * y v, proporcionan la solucion del problema buscado. Dichas ex-
presiones constituyen, por tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales de la elastica,
generalizado al caso en que se considera la deformacion por esfuerzo cortante.
Logicamente, si son conocidas las leyes de momentos ectores y de esfuerzos cor-
tantes, pueden utilizarse de forma alternativa las expresiones 9.121 y 9.123.
Para el caso de piezas de seccion constante, las expresiones 9.122 y 9.124 se escriben

d3” dm
El = — 9:125
dv, a2’ m
—— =7+ — 12
dx, dx¢2  EI (9:1250)
siendo la relacion entre las rigideces a exion y cortante
_ EI
~ kGA
De la integracion de 9.125b, resulta
z \ Z
v, = 7dx d— L madx (9:126)
2 Y dx, EI ! '

De la observacion de 9.125a y 9.6¢ se deduce, que si v, es la solucion general de la
viga elastica de Navier-Bernouilli para una carga p,(x,) dada, entonces

av, ,
7 = 9:127
ax, (9:127)
y tambien, a partir de 9.126, para el caso en que m =0
d?v
Vo =V, dx]iB (9:128)
1

y teniendo presente 9.6a
Ve = VNB I\/If

Expresion que proporciona la solucion general en la viga de Timoshenko, conocida la
solucion general para la formulacion de Navier-Bernouilli. Unicamente es preciso anadir
condiciones de contorno. No se repetiran por tanto todos los desarrollos realizados
anteriormente, dejandolos como ejercicio para el lector.
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9.6.1 Deformacion de una mensula sometida a carga uniformemente repar-
tida

Considerese nuevamente la mensula representada en la gura 9.1. De acuerdo con
9.7, las leyes de momentos ectores se escriben

9x3
M, = —
d 2
y las de esfuerzos cortantes
Q=0x,

Sustituyendo respectivamente en 9.121 y 9.123, se tendra

qx3 d’

' =El i (9:1293)
qx, = kGA ngj 7 (9:129h)
Integrando
- gﬁ +C, (9:130a)
Vo= ZE’(‘EA Zj’gl +Cyx, +C, (9:130b)

Las constantes de integracion C, y C, se obtendran imponiendo las condiciones de
contorno

X, =L=) =0
X, =L=)v,=0

Ello conduce a que C, = qL3=(6El) y C, = qL?=(2kGA) qL*=(8El). Por tanto,
los giros y las echas valdran

q

» 3 3
= q ﬁ X, L3 N E q (L2 o (9.131)
7 2Bl 12 3 4 2kGA .
La echa maxima se obtendra en el punto A, es decir
_ _ogy= 9t g’ .

(Vz)max - Vz(xl - 0) - 8EI 2kGA (91323.)

El giro maximo se producira asimismo en A y valdra

L3
T = T0a =0 = J (9:132b)

6EI



9 Vigas simples 373

De la comparacion de los valores anteriores con los dados en el apartado 9.1, se
deduce por una parte la igualdad de giros y, por otra, un aumento de las echas cuando
se considera la deformacion por esfuerzo cortante.

9.6.2 Viga simplemente apoyada con carga uniformemente repartida y mo-
mentos en los extremos

Considerese la viga de la gura 9.28 en la que p, = Q.

)
q
A B
: %
MA 7 MB
|
R, Ry
L

Fig. 9.28 Viga biapoyada sometida a una carga uniformemente repartida y a
unos momentos en los extremos

Dicha pieza es la misma que la representada en la gura 9.2. Sin embargo, a difer-
encia de ese caso, al considerar la deformacion por cortante, los giros en A 'y B no
coincidiran con las tangentes a la directriz en A 'y B. Dichos giros corresponden al giro
de las secciones, las cuales no seran en general normales a la directriz deformada.

Las leyes de esfuerzos se escriben

qx2 M,+M; gL

M,+M L
Q=qx, —a Tz I (9:133b)

L 2

Sustituyendo respectivamente en 9.121 y 9.123

oG, Ma+Ms gL g4 .
5 - 5 X M,=El ix. (9:134a)
M,+M L

x, MatMsodb_ o e . (9:134b)

L 2 dx,
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Integrando
Lo 0E . MM, gL X
6EI L 2 2EI
v, = q X3 X1 . M, + Mj
2kGA 24ElI L
M , X2
Zéll + C:1X1 + C:2

Resistencia de Materiales y Estructuras

M 41X,

T C, (9:135a)
pL x3 X,
2 6ElI kGA
(9:135b)

Imponiendo la condicion de echa nulaen Ay en B, se obtiene, una vez reorganizados
terminos, las expresiones nales para echasy giros

3 3 2 2 2
EI”= q Lex ba | Ma+My o L0
24 6 4 L 2 6
L
+ M, > X, (9:136a)
Ely. = P x L) L3 N Lxz X N M, + MB(x2 L2y, +
) 2 6 12 6L ! !
M ,X
3 (LX) (9:136h)

9.6.3 Viga empotrada y apoyada

Se trata de analizar la viga representada en la gura 9.29 sometida a una carga

uniforme, vertical descendente, de valor q.

X

-—X,

Fig. 9.29 Viga empotrada y apoyada sometida a carga uniforme

A partir de 9.20, la solucion general para la formulacion de Navier-Bernouilli vale

>, o~ X
24E1 '6EI

Vng =

2

+c22% + G2+,

£ (9:20)
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Por lo que, de acuerdo con 9.128, se tendra

4 2 2
v,= a4y Cxa | % +
24EI 2EI El 6
C2 Xi C3 C4
+ —= + —X; + — 9:137
El 2 ELC T El (9:137)
Las condiciones de contorno en el empotramiento (punto A) seran:
-parax, =0:
s, =0)= v (9:138a)
! dX: -0 '
-parax, =0:
Vo.(X, =0)=0 (9:138b)
Mientras que para el apoyo simple B seran:
-parax; =L:
Vo(X, =L)=0 (9:138c¢)
- parax; =L:
Mo =) =eld. =g TV g (9:138d)
e - Xm :B1=L_ dx% :EJ_:L_ .
Imponiendo dichas condiciones en 9.137 se tiene
_ 5qL 1+12 =(5L?) _
C, = 3 1T+3 =Lz (9:139a)
a1 :
C, = 8 1+3 L2 (9:139b)
C;=C,=0 (9:139c)
Con lo cual, las leyes de echas y giros valdran
qx; gx; = 5gL 1+12 =(5L%) x2
= 14+ 14 21
EVe= 4% 2 %% 1+x3:= 6 X
8 1+3 =L2 2 (9:140)
dv gx2  15qL 1+ 12 =(5L2)
ElI”=EI Y2 = 14+ 2
dx, 6 28 1+3=
Lz 1 :
s 133 2" (9:141)
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Expresiones que cuando = 0 coinciden respectivamente con 9.21 y 9.22. Por lo
que respecta a los esfuerzos

d” gx?  5qL 1412 =(5L%) gLz 1

M=BlG5G™ 2 78 13-z © gi+3-z 1A
0 Biog, LA
y las reacciones
M,= M;(x, =0)= qgl'21+31:|_2 (9:143a)
R,= Q(, =0)= 5?3" ! 1123 =:(5L|2_2) (9:143a)
R;=Q(x, =L)= % 71 :g’ :ti (9:143a)

Logicamente, las expresiones anteriores coinciden con las vistas en el apartado 9.2.3
cuando =0.

9.6.4 Importancia relativa de los terminos de cortante frente a los de ector

A partir de los resultados obtenidos en los apartados precedentes es posible realizar
un somero analisis de la importancia del esfuerzo cortante en la deformacion. Para
ello se elegiran dos tipos de secciones: secciones de alma llena y secciones de paredes
delgadas.

a) Secciones de alma llena

Considerese para jar ideas una seccion rectangular de ancho b y canto h. El
momento de inercia y la seccion reducida valdran respectivamente | = (1=12)bh?3,
kA = (5=6)bh. Admitiendo un coe ciente de Poisson de valor = 0;25, se tendra

El

= GA = 0i25h° (9:144)

Segun los resultados obtenidos en el apartado 9.6.1, la echa maxima de una mensula
con carga uniformemente repartida vale (expresion 9.132a)

qL* qL?
8EI 2kGA

(Vz)max = (9145)



9 Vigas simples 377

por lo que la relacion de echas maximas considerando y sin considerar la deformacion
por cortante vale
qL*  qL?
2
= BBl _2kGA -4 -y, D (9:146)

v qL* L2 L
8EI

Por otra parte, en el apartado 9.6.3 se han obtenido las leyes de esfuerzos para una
pieza empotrada y apoyada. El momento de empotramiento perfecto en A (Fig. 9.29)

vale gL 1
8 1+3 =L2

por lo que la relacion entre momentos de empotramiento considerando y sin considerar
la deformacion por cortante vale

M, = (9:147)

qL? 1
'8 1+3 =L2 1 1
= = = 9:148
" L’ 1+3 =12 140,75 & ° o
8

En la tabla 9.2 pueden verse representadas las expresiones 9.146 y 9.148 en funcion
de la relacion canto/luz h=L y del error, viniendo este ultimo expresado por

2

h
E(%) en echa = T 100

0;75 b °
E(%) en momento= —— 100

1+0;75 2

Tabla 9.2 In uencia de la deformacion por cortante en las echas y en los
esfuerzos y error cometido si se desprecia la in uencia del cortante
(seccion rectangular)

h=L ; ERROR (%) M ERROR (%)
1/2 | 1,2500 16,00 0,8421 15,79
1/4 | 1,0625 5,54 0,9552 4,48
1/8 | 1,0156 1,51 0,9884 1,16
1/16 | 1,0039 0,39 0,9971 0,29
1/32 | 1,0010 0,10 0,9993 0,07
1/64 | 1,0002 0,02 0,9998 0,02
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b) Secciones de pared delgada

Centrando el analisis en un per | IPE, el valor de no es el mismo para todos los

per les. Sin embargo, tomando un valor medio de I=(kA) = 0;4h?, resulta = h2.
Por tanto
4 h 2
= + — = + — :
v =1 X 1+4 B (9:149)
L2 1
M L2 + 3 1 + 3 % 2 ( )

En la tabla 9.3 se representan los valores , y s dados por las expresiones 9.149 y
9.150, as como el error porcentual cometido al considerar unicamente la deformacion
por momento ector

Tabla 9.3 In uencia de la deformacion por cortante en las echas y en los
esfuerzos y error cometido si se desprecia su in uencia (seccion IPE)

h=L ; ERROR (%) M ERROR (%)
1/2 | 2,0000 50,00 0,5714 42,86
1/4 | 1,2500 16,00 0,8421 15,79
1/8 | 1,0625 5,54 0,9552 4,48
1/16 | 1,0156 1,51 0,9884 1,16
1/32 | 1,0039 0,39 0,9971 0,29
1/64 | 1,0010 0,10 0,9993 0,07

¢) Conclusiones

Los calculos realizados en los dos apartados anteriores corresponden a casos parti-
culares que, logicamente, no pueden ser generalizados. Sin embargo, s permiten sacar
algunas conclusiones de interes:

- La deformacion por cortante es mas importante en piezas cortas (relacion canto/luz
grande) que en piezas largas (relacion canto/luz pequena).

- La importancia de la deformacion por cortante es superior en piezas de paredes
delgadas que en secciones macizas (ver tablas).

- Es tambien facil comprobar que la importancia de la deformacion por cortante es
superior cuando existen cargas concentradas que cuando estas son repartidas.
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9.7 Deformacion de vigas isostaticas: teoremas de Mohr generalizados

En el apartado 9.3 se han estudiado los movimientos de vigas isostaticas bajo la
hipotesis de deformacion de Navier-Bernouilli. Al igual que antes, es tambien posible
utilizar el segundo teorema de Castigliano para determinar los movimientos en un punto
de una viga incluyendo la deformacion por cortante. Basta con introducir dicho termino
en la energ a de deformacion, tal como se ha visto en el Cap tulo 7.

Los teoremas de Mohr son, por otra parte, una herramienta muy util para hallar los
citados movimientos, y a ellos se dedica el resto del presente apartado.

Por lo que hace referencia al primero de los teoremas de Mohr, es preciso notar que,
se incluya o no la deformacion por esfuerzo cortante, su exposicion es la misma, es
decir, el giro relativo entre dos puntos Ay B (Fig. 9.16) viene dado por

_fem,
AB A EI 1

Sin embargo, es importante resaltar el distinto signi cado de la expresion anterior
cuando se desprecia 0 no la deformacion por cortante. Efectivamente, en ambos casos
se mide el giro entre dos secciones rectas de la viga. La diferencia estriba en que en el
primer caso dicho giro coincide con el giro relativo de la directriz de la pieza (Fig. 9.16)
entre estos dos puntos, mientras que en el segundo no, dado que las secciones rectas no
permanecen normales a la directriz despues de la deformacion.

(9:151)

9.7.1 Segundo teorema de Mohr generalizado

Considerese una viga simple, isostatica, en la que en el punto A no tiene desplaza-
miento, ni la seccion recta gira (Fig. 9.30). Considerese otro punto B de la viga del que
se desea hallar los movimientos respecto a A. El diferencial de desplazamiento vertical
d(v,) .5 de B, debido a la exibilidad de cualquier rebanada diferencial entre A y B,
vendra dado por la suma de las contribuciones de los movimientos debidos al cortante
y debidos al momento ector (Fig. 9.30).

A partir de la gura 9.30 es evidente que

AV, = dx, = kGiA dx, (9:152a)
M
d(v;)as = (s X)d” = (X xl)E—If dx, (9:152b)
y por lo tanto
M.
d(v2)ap = kGiA dx; + Xy xl)E—I’ dx, (9:153)
0 sea
Zs q Z, M,
(V2)ap = ==X+ (X X)—=3dX, (9:154)

4 kGA A El
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de
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%18

Fig. 9.30 Movimiento diferencial de un punto B debido a la exibilidad de
una rebanada. a) Geometr a de la pieza. b) Movimiento debido al
esfuerzo cortante. ¢) Movimiento debido al momento ector

Logicamente, si el punto A tiene un desplazamiento vertical v,, y su seccion recta
un giro ” 4, el desplazamiento del punto B valdra

Z, g z, M,
=v,, + + = _dx, + e :
Vaop = Vau A(Xis Xqa) . kGA dx, , Xz X1) El dx, (9:155)

Las dos expresiones anteriores constituyen el segundo teorema de Mohr generalizado.

Para la determinacion de echas y giros utilizando los teoremas de Mohr se siguen
las mismas pautas ya expuestas en el apartado 9.3.3. En este caso, las expresiones del
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giro y del desplazamiento en un punto cualquiera B de una viga biapoyada entre dos
puntos A y C vienen dadas por

Z Z Z
12¢ @ 1%¢ M, B M,
= 2 2k, = (L X))y, + g 9:156
PT 0 kea®e [, xgrdar  grda (9156)
7 z
X5 ¢ Q X1 ¢ M;
XEo T R gy, P L M dx,+
Vep L, . kGA Xlz R T
Bidx + B(x x)&dx (9:157)
. KGA 1 . 1B JE] 1 :

9.8 Estudio de la pieza recta biempotrada

Considere la viga biempotrada de la gura 9.31 en la que actua una carga cualquiera
p. = p.(X;) normal a la directriz. La pieza es dos veces hiperestatica, y al igual
que en el apartado 9.4.2, se tomaran como incognitas hiperestaticas los momentos de

empotramiento perfecto en Ay B, 4, y 4, respectivamente.

X
pZ(X]) R
Y wull 94
A N X
MA<NA B
L |
X
pz(xl) A

My
—X,

b)

Fig. 9.31 a) Pieza recta biempotrada. b) Estructura isostatica base: los mo-
mentos 4, y I se tratan como cargas externas

La ley de momentos ectores en la pieza isostatica base valdra

M; =M+ M/ +MP (9:158)
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siendo M{’ la ley de momentos ectores debida a las cargas externas, M/ la ley de
momentos ectores debida al momento %, y M7 la ley de momentos ectores debida
al momento 4, es decir,

_ Xy Xy )
M =MS 1T+ (9:159)

Por otro lado, la ley de esfuerzos cortantes sera

%, + %

Q=0Q¢° % (9:160)
en donde Q¢ = (dM{)=(dx,) es la distribucion de esfuerzos cortantes en la pieza
isostatica debido a las cargas externas p,(X,)

Las derivadas respecto a I, y I valen
@Mf = 1 ﬁ
01, L
oM; _ x,
o, L
Q _ 1
01, L
Q _ 1
01, L
Por lo que, de acuerdo con el segundo teorema de Castigliano,
Z z Z
o= QB Ty BM b 1T o dx,
T, T, kGA o g, EI L o ° kGA
YA Z Z
G M T T X dx (9:161a)
L2 , kGA L2 o kGA 0 4 L EI
Z, > zZ,
g X tda g TP

0 L EI o L L EI
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(9:161b)

(9:162a)

(9:162b)

TR g Ty e 1% o
T . e, KGA o, @&, El L , ° kGA
Z z Z
+@ b +@ " " e Xa dxa
L2 o kGA L2 o kGA 0 7L EI
B A T L
4L L EI . L EI
y ampliando la notacion proporcionada por las expresiones 9.82, se tiene que
_iz bodx
‘T L2, kGA
Las expresiones anteriores pueden escribirse
ZL
X, dx
(++ D, (2 4)|VFB=OMfC]_ f?;
+l LQC dx,
L o kGA
e e Z o X1 dXy 1ZL o dxg
+ + = 4 —
(- DY+ (s )% oMfLEI LoQkGA

Sistema que, resuelto, proporciona los valores de los momentos de empotramiento per-

fecto 4, y 4,

z z
1 L X, dx 1~ dx
%, == + ME 1 22 4o o2
A (3 4) f L EZI L o Q kGA
L X, dx 1~ dx
+ Mci71+f c 1
(2 4 o JLEI L , Q kGA
z, z
X, dx 1~ dx
F, = = ME 1 =2 4o c_=
+(,+ ) LMCQ%+1 LQC dx,
oo o Y LEI L, kGA
con
=(1+ s+ 2) (2 2)°
Si la pieza es de seccion constante, entonces
ZLchxlz Y PV S
o kGA KGA o dx, kGA ! kGA

(9:163a)

(9:163b)

(9:164)

L _
ME L =0
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y ademas
+ ,= 5+ L 1 3
1 4 — 3 4 — 3E] L2
- L 4, 8
2 % BEI L2
L2 12
= 1+
12(E1)? L2
por lo que
2 o o X1 o o X1
4, = T 2A;; My 1 T dx, A My T dx, (9:165a)
0 (0]
G = 2 Zy o X Zx o X1 ]
5= A,y . My 1 T dx, 2A,, . My T dx, (9:165h)
siendo los coe cientes
1+3 =L2
A=A = 1+12 =12 (9:1664a)
1 6 =L2
A, =An = 1+10 =Lz (9:166h)

Logicamente, las expresiones anteriores coinciden con las 9.85 para el caso en que la
deformacion por cortante no se considere o sea muy pequena ( = 0).

Una vez obtenidos los valores de estos momentos, se pueden obtener por equilibrio
las reacciones, siendo asimismo posible obtener los movimientos en cualquier punto.

9.9 Ecuaciones elasticas

9.9.1 Relaciones momentos - giros

Considerese una pieza cualquiera, biapoyada, sometida a unas cargas externas p,(X,)
normales a la directriz y unos momentos en los extremos de valor M, y M (Fig. 9.32).

Las leyes de esfuerzos seran
a) Ley de momentos ectores
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p, (Xl)

(A aull e
s 7z )"

Fig. 9.32 Viga biapoyada cargada

b) Ley de esfuerzos cortantes
M, + Mg

— C
Q=Q -
siendo respectivamente M ¢y Q€ la ley de momentos ectores y de esfuerzos cortantes
debidos a las cargas externas p,(X,).

De acuerdo con el segundo teorema de Castigliano, los giros de las secciones en A 'y
B valdran

> —ZLM @Mf%+ZLQ@Q dx, — ZLMC 1 ﬁ %
AT, TY@MLEL T, T@MLKGA o Y L EI
VA
1~ dx
[ Q“ kG,lA +( 1+ )My (2 )M (9:167a)
P eMydxe fr_0Q dx . Zrxdx
B — Mf — + Q = Mf - -
0 @MB El o @Mz kGA 0 L El
1= dx
[ Q“ kGlA (- DML+ (s + )M (9:167h)
Resolviendo las ecuaciones para M, y M se tendra
M. = st 4, + .2 tr LG (9:168a)
A — A B A .
My=-2 42 + 17 s g (9:168b)
B A B B -

viniendo %, y ¥ los momentos de empotramiento perfecto dados por 9.163.
Si la seccion de la pieza es constante en toda su longitud, las anteriores ecuaciones
se escriben

4E1 2E1
M, = TAM’A + TAlz’B + I%, (9:169a)
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2E1 4E1
= Ap” 4+ —Ay7 g+ (9:169b)

M, = L L

viniendo dado el signi cado de A.;, A, Az Y Ay, por las expresiones 9.166.

9.9.2 Relaciones momentos - desplazamientos

Si al igual que en el caso de la viga de Navier-Bernouilli, se produce un desplaza-
miento relativo  entre los puntos A y B, en direccion perpendicular a la directriz y
sin que se permita el giro en Ay B (Fig. 9.33), la expresion de los momentos vendra
dada por

_ 4EI 2EI _ B6EI2A,+A,, _ 6EI .
e T T T R e B
_2EI 4EI _ BEIA,+2A,, _ 6EI _
Mo= "CAap TR0 = o3 T opfe  GU0)

siendo
A = 2A + A, 1
= 3 T 1412 =L2

Por lo tanto, las ecuaciones elasticas completas para piezas de inercia constante se
escribiran

AEI 2E1I 6EI

MA = TAll ? A =+ TAlz ,B ?A33 (9.1713.)
2E1 4EI 6EI

My = TA21 Tat TAzz "B ?Ass (9:171b)

expresiones que tienen en cuenta la deformacion por esfuerzo cortante.

Fig. 9.33 Viga simple sometida a un desplazamiento
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9.9.3 Inclusion del axil y del cortante. Ecuaciones elasticas

Si la pieza esta sometida a unos giros ”, y 7 en los extremos, as como a unos
desplazamientos en A 'y B de valor v, = [Vyi4;Vou]*, Vs = [Vis; Vo5]7, las ecuaciones
9.171 se escribiran

4E1 2EI 6EI

MA = TAll ,A —+ TA]_Z ,B ?A33(V23 VZA) (91728.)
2E1 4E1 6EI

MB = TAZl ,A + TAZZ ,B ?A33(VZB V2A) (9:172b)

Sean asimismo p.(X,) Y p.(X1) las cargas que actuan en la pieza expresadas en los ejes
de la barra. Procediendo al igual que en el apartado 9.5.3, se obtienen los valores de las
fuerzas y momentos de extremo de barra (ver Fig. 9.26) en funcion de los movimientos
(tambien de extremo de barra) y de las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto

2p,3 2 0 0 BEA 0o °
Faa 0 BHEA,; A, 0 BEIAs  SEA,
M, 0 EA, A, 0 SEAs A,
F, g §-kA 0 0 £4 0 0
Fap 0 2EAs  HA, 0 BHEA,,  SHA,
M 0 SEHA,  2EA, 0 SEA, 1ZIA,
2,3 Zp,°
Vza .,
. s (9:172¢)
Vin P,
Vas P,
- %,
siendo
z, «
B, = i 1 f p.(X1) dx, (9:173a)
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Z L
X
b, = fpl(xl) dx, (9:173b)
0

Z L

b, =t ™y 1 X ) dx, (9:173¢)
L . L
Z L

b,, = W %pz(xl) dx, (9:173d)

0

La expresion 9.172 constituye la expresion matricial de las ecuaciones elasticas de
una pieza recta en coordenadas locales cuando se incluye la deformacion por esfuerzo
cortante.

Estas mismas ecuaciones se expresan en coordenadas globales

Fo — Kia Kiz  uy A .
Fo = Kb, Kb, up © po (9:174)
siendo
2
ETACZ + A33 12E[SZ A33 12EISC + EASC A336EIS
=§ Aixl2EISC + EAsc A 2EIcz+ EAs? AL SEIC 4 (9:175a)
AsBELS AsBELC A, 2L
2 E'Acz A33 12F1 52 A3 12E'ISC ETASC A33 6EIS
Koy = §A3312Ef EAsc  ALl3Elcr Edsz pASElC (9:175b)
Ass 'S As %5 C A2
K, = (K%,)T (9:175c)
3
ETACZ + A33 12E182 A33 12EISC + EASC A33 6E[S
Ky, =8 ApiIsC+EAsCc ALRlc2+ EAs? A SEICS  (9:175d)
A33 6ET S A33 6ET C A22 47%'[

siendo, como anteriormente, S =sin y C = cos
Tal como se ha indicado anteriormente, las ecuaciones anteriores juegan un papel
fundamental en el calculo de estructuras.
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9.9.4 Ecuaciones elasticas cuando la directriz no coincide con la | nea de
centros de gravedad

La deduccion de las ecuaciones elasticas sigue en este caso las mismas pautas ya
desarrolladas en el apartado 9.5.4. Si S, es la matriz de nida en 9.110b se tendra

2 3 2 . , 3 2,3 2 3
FA KAA KAB VA pA

4 "5=4 5+4 '54+4 "5 (9:176)
F, Kipa Kis Vi k,

siendo F/, y F'; las fuerzas de extremo de barra referidos a la nueva directriz. Asimismo,

P;\ y Fljg son las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto referidos a la nueva
directriz. Vienen dadas por

P =Sk, (9:177a)
P =Sk, (9:177h)

Por lo tanto, procediendo igual que en el apartado 9.5.4, las matrices de rigidez valdran

K/, =ScK4S! (9:178a)
K., =K., =S.K,,S’ (9:178h)
K, =S.KzsS! (9:178c)

Es posible asimismo transformar las anteriores expresiones a coordenadas globales,
resultando

2 3 2 32 3 2,_.3
i KL KW R
4 95:4 ) ) 54 /5+4 95 (9:179)
Fy Kia Khe U F
en donde
Kl , =TK, T (9:180a)
Ky = (Kp)" =TK,,T” (9:180b)
KY,=TK,, T (9:180c)
y tambien
" o " .
/ /
hi = ¥ il (9:181)
B B

gue constituyen las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto en coordenadas
globales.
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C) PIEZAS CURVAS

Para cerrar el cap tulo referente a vigas simples, se realiza una introduccion en el
campo de las piezas curvas. Concretamente se formula la ecuacion de la pieza deformada
(ecuacion de la elastica) en las coordenadas locales de la directriz. EIl sistema de
ecuaciones diferenciales resultante es, en general, demasiado complejo como para ser
utilizado en la resolucion de los problemas que se presentan en la practica. Por ello,
dichos problemas se tratan en general utilizando las tecnicas generales descritas en el
Cap tulo 11.

9.10 Ecuacion de la elastica en piezas curvas

Tal como se ha estudiado para el caso de piezas rectas, la obtencion de la ecuacion
de la elastica parte de tres tipos de relaciones:

Ecuaciones de equilibrio interno (ecuaciones 2.24)

dN
E + ,Q+p, =0 (9:182a)
12N + C;(s? +p, =0 (9:182h)
M,
d—f+Q+m=0 (9:182c)
ds
Ecuaciones que en forma compacta se escriben
oz, 3 2 312 3 2 3
ds 0 0 2 0 N P1
820 £ 0f+4 ,, 0 05K4Q5+4p,5=0 (9:183a)
0 1 di 0 0O O M; m
0 bien
2 3
P:
(L'+ )R+4p,5=0 (9:183b)
m

Relacion esfuerzos{deformaciones generalizadas (expresiones 7.96)

R=C (9:184)
Relacion deformaciones generalizadas{movimientos (expresion 7.93)

=(L+ ) (9:185)

Introduciendo el vector de deformaciones generalizadas dado por 9.185 en 9.184 ¢



9 Vigas simples 391

introduciendo a su vez el vector de esfuerzos R dado por 9.184 en 9.183b, se obtiene la
expresion de la ecuacion de la elastica para piezas curvas
2 3

oA
(L'+ )C(L+ ) +4p,5=0 (9:186)
m

El sistema de ecuaciones diferenciales 9.186 representa el caso mas completo en
cuanto a elementos que se considera que intervienen en la deformacion. Por ello, ad-
mite expresiones mas sencillas en funcion, por una parte, de las aproximaciones que se
realicen y, por otra, del conocimiento que se tenga de la solucion (por ejemplo, si se
conocen las leyes de esfuerzos).

En el caso en que las leyes de esfuerzos sean conocidas, introduciendo 9.185 en 9.184
se obtiene:

dv N
disl + oV = =x (9:187a)
dv
12V1 disz = 7k§A (9:187b)
d> M
el E{ (9:187¢)

Si en las expresiones anteriores se desprecia la deformacion por esfuerzo cortante, el
cociente Q=(kGA) es nulo. Asimismo, ser a nulo el cociente N=(EA) en el caso en que
no se tuviera en cuenta la deformacion debida al esfuerzo axil.

| Problema resuelto P9.7 Utilizando las ecuaciones 9.187, determinar la ley de movi-
mientos y giros en la mensula circular de la gura P9.7.1.

Las leyes de esfuerzos valdran

N = F cos (a)
= F sin (b)
M, = FR cos ©

Por otra parte

e, =sin i, +cos i,
€, cos i, +sin i,

siendo ademas ., = 1=R.
Teniendo presente ademas que d=ds = (1=R) d=d , las expresiones 9.187 se escriben

dv, _ RF
e +v, = EA cos (d)
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Fig. P9.7.1 Mensula circular de radio R

v, ldv, , F .

RYRd = keadn ®©
d’ FR?
- El cos (f)

Derivando e con respecto a Yy sustituyendo el valor de dv,=d dado por d y el valor de
d”=d dado por f se obtiene

d?v, FR® EI El
= +

“ 24y, = +1
gz TV El REA = RKGA €os

La solucion de la ecuacion anterior es, como se sabe, suma de la solucion de la ecuacion
homogenea mas una solucion particular, es decir,
V, =V + VP
con
d>vg
d 2
y siendo v® una solucion particular de

+v; =0 ()]

d2v§+vp_ FR® EI , El 1 cos
d 2 27 El R2EA R2kGA

La solucion de g es

v, = C,sin + C,cos
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pudiendose tomar para v8

FR® El El

= + +1 sin
2= 2El ReEA ' R?KGA !

Por lo que

FR® EI El

+ +
2ElI R?’EA R2kGA
La expresion anterior constituye la solucion para los desplazamientos radiales v,, a falta

de determinar las constantes de integracion C, y C,
Por otra parte, a partir de f se obtiene

Vv, = C,sin + C,cos 1 sin

2

2EI

sin +C,

y despejando v, de la expresion e

d?v FR . .
v, = d2 R’+@sm =C,cos C,sin
FR® El + El +1 (sin + cos )+
2El R2EA R2kGA
R FR
+ in +C,R+ ——si
El sin C, KGA sin
Las tres constantes C,, C, y C; se obtendran imponiendo las tres siguientes condiciones
para =0
v,( =0)=0
vo.( =0)=0
>( =0)=0
es decir

C,=C,=C;=0

por lo que la solucion de la elastica vendra dada por

v, = FR® _El (sin + cos )+ ! ( sin + cos )+
T 2ElI R2EA R2kGA
+( sin + cos ) (h)
FR® El El . .
v, = + +1 sin (i)

2El R2EA R?kGA

2

._ FR i
= sin )
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Los movimientos en el extremo de la mensula valdran

. -_ _ FR El _ El ©
T2 7 2ElI R2EA R2kGA
FR®  EI El
=- = + +
Ve 2 JE] REA ' RKGA ! O
. FR
=2 T E (m)

Notese que en las expresiones h a m esta expl cita la importancia relativa de la defor-
macion por esfuerzo axil y de la deformacion por cortante frente a la deformacion por
momento ector. Los ejemplos de los apartados 9.6.4 dan idea de la importancia relativa
de tales terminos.

9.11 Ejercicios propuestos

| Ejercicio propuesto EP9.1 En la estructura de la gura, las rectas BC y AB
son tirantes de seccion w = 2cm?. La viga BD tiene inercia | = 10°cm* y esta
cargada con una carga uniformemente repartida de valor p = 100 kN=m.

Fig. EP9.1

Hallar las leyes de esfuerzos en todas las piezas de la estructura, as como el
movimiento del punto B.

Valor de control: El esfuerzo axil en AB vale: 66;4kN.
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| Ejercicio propuesto EP9.2 En la estructura de la gura las piezas AD y A'D’
tienen rigidez in nita. Las rectas DC y D’C’ son dos tirantes de seccion !. Sobre
la pieza A’BA actua una carga uniformemente distribuida de valor p = 15 kN=m.
La inercia de las piezas ABA y BC es I.

a) Determinar el valor de b para que los tirantes no trabajen.

b) Con el valor de b obtenido anteriormente, supongase que previamente a la
introduccion de la carga p se da al tirante una tension previa de 50kN, intro-
duciendo seguidamente la carga p. Determinar y dibujar las leyes de esfuerzos
para el estado nal.

Nota: A excepcion de los tirantes, solamente se tendra en cuenta la deformacion
por Momento Flector.

D' D

Fig. EP9.2

Valor de control: El valor de b es b = 4;16 m. El momento ector en B de la barra
BA vale: 112;3kNm.

|l Ejercicio propuesto EP9.3 La estructura de la gura esta compuesta por las
siguientes piezas:

- Las rectas AD y DC representan un tirante unico ADC.

- La pieza ABC es un per | metalico IPE 450 (I = 33740cm*).

- La pieza BD es in nitamente r gida y sobre el punto D desliza libremente el
tirante ADC.

Sobre la pieza ABC actua una carga hormal a la pieza, uniformemente repartida
y con sentido descendente, de valor p = 12 kN=m.

La seccion del cable es tal que el momento ector en el punto B de la viga BC es
la mitad del que tendr a si no hubiera cable.
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D

2m
%
L 6m 10 m

*

A\

—e—

Fig. EP9.3

En un determinado momento de la vida de la estructura, y al comprobar que los
cables se encuentran en de ciente estado de conservacion, se decide colocar un

apoyo en C y a continuacion eliminar el cable ADC.
Hallar: Ley nal de momentos ectores en la estructura. Giro nal del punto B.

Valor de control: El giro nal en B vale: 351;3=El.

| Ejercicio propuesto EP9.4 La pasarela de peatones de la gura esta sometida a
una sobrecarga vertical en la viga horizontal de 35KkN=m.

. D
5m
B A B
Ve ¢ £
Sm
- C
2
‘ Sm J 8m 13m

Fig. EP9.4

Las rectas AD y DG son dos tirantes de seccion ! y modulo de elasticidad E, =
210GPa. En el extremo D del mastil DC, los dos tirantes se unen al mastil. Las

rectas AG y DC se cruzan sin cortarse.
Lainercia de la viga AGB vale | = 0; 1 m*y el modulo de elasticidad E, = 30GP a.

Sabiendo que la seccion de los cables es de ! = 20cm?, determinar:

a) Leyes de momentos ectores, esfuerzos cortantes y esfuerzos axiles.
b) Movimientos de los puntos D y G.

Nota: Se considerara exclusivamente la deformacion por esfuerzo axil en los tirantes

Valor de control: Esfuerzo axil en el cable DG: 407 kN.
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I Ejercicio propuesto EP9.5 Se considera la misma estructura del Ejercicio Pro-
puesto EP9.4 con las caracter sticas geometricas y mecanicas alla indicadas. Sin
embargo, en el punto C existe un empotramiento y en el punto A una deslizadera.
Contestar a las mismas preguntas del mencionado ejercicio.

Valor de control: El esfuerzo axil en DG vale: 407 kN .

| Ejercicio propuesto EP9.6 En la estructura de la gura, las rectas BS y BT
representan tirantes de 70cm? de seccion cada uno y un modulo de elasticidad
E. =210 GPa.

1=4-10"cm’
A=5-10"cnt

Mastil

40 m - 1=3-10"cm
0 ) A=2000 ent
C \\ D
7 S T 7
16 m
] A
T 7
| 100 m |
T T
Fig. EP9.6

El mastil BA tiene una inercia de 40m* y se cruza con el tablero, el cual tiene
un momento de inercia de valor 0; 3m*. Tanto el tablero como el mastil tienen un
modulo de Elasticidad de 30 GPa.

Sobre el tablero actua una fuerza repartida de valor p = 75 kN=m. Determinar:

a) Leyes de esfuerzos.
b) Movimiento del punto B.

Valor de control: El esfuerzo axil en BS vale: 5030 kN.
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11.6 El metodo de rigidez

El metodo de rigidez plantea la solucion del problema elastico desde un punto de vista
diferente, tomando como incognitas los movimientos de los nudos, por lo que conduce
a un sistema de ecuaciones igual al numero de nudos multiplicado por el numero de
grados de libertad por nudo.

11.6.1 Planteamiento del metodo de rigidez

El punto de partida del metodo de rigidez lo constituyen las ecuaciones elasticas
desarrolladas en el Cap tulo 9. All se obtuvieron diferentes expresiones, dependiendo
de cual fuera la bra tomada como directriz, as como si se incluye o no la deformacion
por cortante. En funcion de todo ello, resulta valida una de las expresiones 9.108, 9.113,
9.174 0 9.179. En cualquier caso, las ecuaciones elasticas, en coordenadas globales, se
escriben para una barra cualquiera:

Fo = K9 U, + K9 up + B9 (11:22a)
Fo =K% ,u, + Kg u, + B (11:22b)

Considerese la estructura de la gura 11.18. Como se observa, dicha estructura es
la misma que la de la gura 8.9, pero ahora con nudos r gidos. Las cargas que en ella
actuan estan como caso mas general aplicadas en las barras y en los nudos.

Se escriben las ecuaciones elasticas 11.22 para cada una de las barras, pero susti-
tuyendo los movimientos de extremo de barra u, y ugz por las correspondientes a la
numeracion global de los nudos de la estructura. En una barra cualquiera de nudos i, j
(numeracion global) se considerara extremo A al nudo de menor numeracion y extremo
B al de numeracion mas elevada. As por ejemplo, la barra 4 une los nudos 2 y 3. Para
dicha barra, el nudo 2 serael Ay el 3 el B.

Barra 1:

(F2)* = (K%,) Uy + (K9 ,) U, + (B9) (11:23a)

(F2)' = (K% )uy + (K% ) u, + (Fe)? (11:23b)
Barra2:

(F2)? = (K%,)2u, + (K% ,)?us + (B9)? (11:24a)

(F2)? = (K%,)%u; + (K% ,)%us + (F2)? (11:24b)
Barra 3:

(F2)° = (K%,)%Us + (K% ,)u, + (B9)° (11:25a)

(F2)® = (K%,)%u; + (K%,)%u, + (B2)? (11:25h)
Barra 4:

(F2)* = (K%,) U, + (K% ) us + (B9 (11:26a)

(F2)" = (K%,) U, + (K%,) u, + (R ) (11:26b)
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2

O
)

©)

2

©
4 /F/ 3
a) b)

Fig. 11.18 a) Estructura de nudos r gidos. b) Estructura de nudos r gidos en la
cual se han sustituido los apoyos por las correspondientes reacciones.

Barra 5:
(F%)° = (K%,)°u; + (K4 .)°u, + (B9)° (11:27a)
(F5)° = (K%,)°u + (Kg)°u, + (Fg)° (11:27b)
Por otro lado, por equilibrio de cada uno de los nudos

=(F)" + (F9)” + (Fo)° (11:28a)
F” =(F)' + (F9)* (11:28b)
Fr =(F%)? + (F9)® + (FY)* (11:28c)
Fr =(F%)® + (F%)° (11:28d)

siendo F? el vector de fuerzas externas (fuerzas y momentos) aplicados al nudo i.
Introduciendo las ecuaciones 11.23 a 11.27 en las 11.28 y llamando

o= (o)t + (B9)? + (B9)° (11:29a)
B, = (B2)" + (B2)* (11:29b)
B, = (B9)? + (B9)® + (By)® (11:29¢)

B, = (B9)® + (Bo)® (11:29d)
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a la suma de las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto de todas las barras
que concurren en los correspondientes nudos, se puede escribir nalmente

F2 (Kg )t (Kt + (K9 )4 (K% p)* 0 Uz
= 0 Koot (KagP+(Kog® (K, Us
F. +(Kgp)* U,
0 0 (K% (K% p)% + (K% p)®
(11:30)
siendo
F.=F # (11:31a)
F,.=F &, (11:31b)
Fs=F, B (11:31c)
F.=F &, (11:31d)

0 bien, escrito en forma compacta
F=Ku (11:32)

El sistema anterior constituye el sistema de ecuaciones buscado. Resuelto dicho
sistema y obtenidos los movimientos u, los esfuerzos de extremo de barra se obtienen a
partir de las ecuaciones elasticas 11.22. Por lo que respecta a la simetr a de la matriz K
y a su estructura en banda, recuerdese lo seralado en el apartado 8.3.2. Es interesante
sin embargo seralar el signi cado fsico de un termino cualquiera k;; de la matriz de
rigidez K. Para ello, supongase que en la estructura de la gura 11.18 se impiden todos
los movimientos de todos los grados de libertad, a excepcion del grado de libertad j, al
gue se le da el valor 1. Logicamente, tales impedimentos se consiguen colocando unas
fuerzas F, en los correspondientes grados de libertad. EIl sistema de ecuaciones 11.30
se escribira

2_3 2 32 3
F. kin ki oKy Ky kg, 0
F, Ko Koo 0 Ka oKy it K, 0
F, ki ki o koo kot K 0
=8 TR (11:33)
F, Ko Kz 0o Ko oKy Koin 0

por lo que, realizando los productos, se obtiene para una la cualquiera ( lai): F, = k;.
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Es decir, que el termino k;; de la matriz de rigidez puede ser visto como el valor de la
fuerza (0 momento) que aparece en el grado de libertad i cuando el grado de libertad j
(y solo el) sufre un desplazamiento unidad.

Asimismo, a partir de la expresion 11.30 es posible dar una regla general para la
formacion de la matriz de rigidez de una estructura: El elemento (i;i) de la diagonal
principal esta formado por la suma de las matrices K¢, 0 K% de todas las barras que
concurren al nudo i. Se colocara K%, si dicho nudo es el de menor numeracion de la
barra correspondiente y K%, en caso contrario. En el elemento (i;j), siendo i < j, si
existe una barra que una los nudos i y j se colocara K¢ correspondiente a dicha barra,
y Cero en caso contrario.

Al igual que en los problemas resueltos P8.6 y P8.7, es posible obtener la matriz K a
partir del teorema de los trabajos virtuales o de la minimizacion de la energ a potencial
total

| Problema resuelto P11.8 Formar la matriz de rigidez, as como el vector de fuerzas
del portico representado en la gura P11.8.1. La seccion de las dos barras es rectangular
de 40 cm de ancho por 60 cm de canto. El modulo de elasticidad vale E=30 GPa.

30 kN/m

a) b)

Fig. P.11.8.1 Portico correspondiente al problema resuelto P11.8

Solucion

Enla gura P11.8.1 pueden verse los ejes locales y globales adoptados para la estructura.
Para la barra 1, las matrices de rigidez en coordenadas locales se escriben
2 3
921; 866 0 0
Kaa = 1O3§ 0 5,441  21;246 é

0 21;246 110;624
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921; 866 0 0 3
K =KL, = 103§ 0 5;441 21, 2462

0 21;246 55;312
2 921; 866 0 0 3
Kes = 1o3§ 0 5; 441 21; 2462

0 21;246 110;624

La matriz T de cambio de base se escribe
2 3

0;64 0,768 0
T=§o;768 0;64 oé

0 0 1
por lo que las matrices de rigidez de la barra 1 en coordenadas globales seran:

2 3
381;025 450;701  16;322

(K2 =103§ 450,701 546,282 13;601 Z
16;322 13;601 110;624

3
381;025 450,701  16;322
(KS)! = (K2, ™) :1o3§ 450,701 546,282 13;601 é
16; 322 13;601  55;312

2 3
381;025 450;701 16;322
(KgB)1=103§450;701 546; 282 13;6012

16; 322 13;601 110;624

Para la barra 2 las matrices de rigidez en coordenadas locales seran logicamente las
mismas, mientras que la matriz T de cambio de base se escribira
2 0;64  0;768 O3
ng 0;768 0;64 OZ

0 0 1
por lo que las matrices de rigidez en coordenadas globales se escriben

2 3
381,025 450;701 16;322

(K9, )? = 103§ 450;701 546;282  13;601 é
16; 322 13;601  110;624
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3
381,025 450;701 16;322
(KeL) =(Kg, ") = 103§ 450; 701 546,282 13; 6012

16; 322 13;601 55;312
381; 025 450,701  16;322

(KQBB)2=1O3§ 450,701  546; 282 13;6012
16; 322 13;601 110; 624

En cuanto al vector de fuerzas (fuerzas y momentos de empotramiento perfecto), para
cada una de las barras sera nulo, para la barra 1, al no actuar cargas en dicha barra, y

para la barra 2 valdra en coordenadas locales

2 57;623 2 57, 623
bA=§48;012 h3=§48;012
62;5 62;5

y en coordenadas globales

2 0 3 2 0 3
(hz>2=§ 752 (hgf:g 75 Z

62;5 62;5
La matriz de rigidez se escribira
2 3
(K2a)* (K%e)! 0
K= g(K%A)l (Kge)' + (K2L)? (K%B)Zé
0 (K&A)? (Kgs)

y sustituyendo por los valores obtenidos anteriormente

2 381,025 450,701 —16,322 —381,025 —450,701 —16,322

450,701 546, 282 13,601  —450,701 —546,282 13,601

16,322 13,601 110,624 16,322  —13,601 55,312
—381,025 —450,701 16,322 762,049 0 32,643
K =10%8—450,701 —546,282 —13,601 0 1092, 56 0
—16,322 13,601 55,312 32,643 0 221,248
0 0 0 —381,025 450,701  —16,322
0 0 0 450,701  —546,282 —13,601

0 0 0 16, 322 13,601 55,312

0
0
0
—381,025
450,701
—16,322
381,025
—450,701

—16, 322

450,701
—546,282
—13,601
—450,701
546, 282

—13, 601

459

16,322

13,601

55,312
—16,322
—13,601

110, 624
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El vector de fuerzas externas ensambladas valdra:

2 R (k) 3
F =§F5 [(bg)1+(hz)2]§
Fp o (Be)

Es importante senalar que F? no es conocido puesto que es el vector de reacciones del
punto 1. El vector F% es el vector de fuerzas y momentos externos aplicados al nudo 2
y por tanto nulo en este caso. Por lo que respecta a F2, sus dos primeras componentes
son la reaccion horizontal y vertical del nudo 3 y por lo tanto desconocidas. Su tercera
componente es el valor del momento puntual externo aplicado en 3 (nulo en este caso).
Por lo tanto, las fuerzas anteriores se escribiran

2 R

(R2).

62;5
(R1)s
(R2)s 75
62;5

Notese que para solucionar la estructura planteada se dispone de un sistema de nueve
ecuaciones con nueve incognitas: cuatro movimientos y cinco reacciones.

11.6.2 Condiciones de vinculacion

La matriz de rigidez K obtenida en el apartado anterior constituye el elemento clave
del metodo de rigidez. De la resolucion del sistema 11.32 se obtienen los desplazamientos
y reacciones buscados. Es importante advertir, sin embargo, que tal como se ha puesto
de mani esto en el problema resuelto P11.8, no todos los desplazamientos son incognita
ni todas las fuerzas externas son conocidas. En los apoyos algunos movimientos son
dados (bien son nulos, bien son conocidos como asientos de apoyo) y algunas fuerzas
en los nudos son desconocidas (reacciones). Este hecho debe tenerse presente en la
resolucion del sistema 11.32. Para el caso en que todos los apoyos sean jos, el sistema
11.32 puede resolverse en dos pasos: en el primero se eliminan las las y columnas
correspondientes a los grados de libertad jados, con lo cual queda un sistema de
tantas ecuaciones e incognitas como grados de libertad no coartados. En dicho sistema
se determinan los desplazamientos. Conocidos ya todos los movimientos, en el segundo
paso y a partir de las las eliminadas se obtienen las reacciones.
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Puede darse el caso de que algun apoyo sea elastico. Concretamente, si la reaccion
correspondiente al grado de libertad j es proporcional al movimiento del grado de
libertad j se tendra:

R, = ku; (11:34)
por lo que, yendo al sistema de ecuaciones
Fr b, 2kn Kk, ky i ku 3 u
Fr b, koo Ko 1 Ky i Kp LRy
.:: — “nn e e EE) LR e ::: (11:35)
R, B, Kii K koK. u,
Fr b Koo Kz oKy i K u,
Sustituyendo 11.34 en 11.35 y pasando ku; al segundo miembro:
2 3
Fr B 2yl Ky o ki, = Ku 32,3
sz pZ k21 k22 k2j an U2
b, Ko Kk o kj;+k o k,ZR8u;
Fr b k., k., K. ook, u,

Es decir, la matriz de rigidez se modi ca en el sentido de anadir el valor de la
constante k del apoyo al correspondiente elemento k;; de la diagonal principal.

| Problema resuelto P11.9 Determinar las reacciones, desplazamientos y leyes de es-
fuerzos de la estructura correspondientes al problema resuelto P11.8.

Solucion

Dado que los movimientos en los grados de libertad coaccionados son nulos, el sistema
puede resolverse considerando en primer lugar los grados de libertad activos (es decir,
aquellos no coaccionados). Para ello se eliminan las las y columnas numeros 1, 2, 3, 7
y 8, quedando

2762;049 0 32;643  16;322 32 3 2 0 3
0 1092; 56 13;601 75
10° =
32,643 0 221,248 55;312 62;5

16;322 13;601 55;312 110;624 62;5
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Resolviendo el anterior sistema

u, =0;0034 103m : us = 0;0788 103m
Us = 0;4878 10 3%rdn : U, =0;8182 10 3rdn

Las reacciones se obtienen a partir de las las eliminadas ( las 1, 2, 3, 7 y 8) del sistema
de ecuaciones global. As para la reaccion horizontal en el apoyo 1.

(R). = ( 381;025u, 450;701lus 16;322u,;) 10° = 42;18kN

y para las demas reacciones

(R,); =( 450;701lu, 546;282us + 13;601us) 10° = 34;9kN

M, =(16;322u, 13;601ug +55;312u,) 10° = 25;8kNm
(Ry); =( 381;025u, +450;701us 16;322us 16;322u,) 10° = 42;18kN
(R,); =(450;701u, 546;282us; 13;601us 13;601u,) 10°+75=115;1kN

Los esfuerzos de extremo de barra se obtienen a partir de las ecuaciones elasticas. As
para el extremo A (nudo 1) de la barra 1

(F)' = (K2)'Us + (K&)' u, + (B =
3 2 3
381;025 450; 701 16;322 2 u 3 42;18
4
= 1o3§ 450,701  546;282 13;601 é4u5 S= § 34;9 é
u
16; 322 13;601  55;312 ° 25;8
valores que pasados a coordenadas locales (ver Fig. P11.9.1), permiten obtener las fuerzas
y momentos de extremo de barra

[58;8kN; 10;1kN; 25;8kNm]"

Asimismo en la gura P11.9.1 pueden verse los restantes esfuerzos de extremo de barra.
En la gura P11.9.2 se dibujan las reacciones, as como las leyes de esfuerzos axiles,
cortantes y ectores.

11.6.3 Nudos de tamano nito

Aunque en muchos casos se puede prescindir del tamaro de los nudos de la estruc-
tura, existen otros casos en que el orden de dicho tamano puede afectar a los resultados
del analisis estructural. Tal ser a el caso, por ejemplo, de varias barras que concurren
en un nudo Yy sus directrices no se cortan en un punto. Conviene, por tanto, disponer de
una formulacion que permita considerar las dimensiones del nudo y tenerla en cuenta
en el calculo. En la exposicion que sigue se modi caran las matrices de rigidez para
tener en cuenta este hecho, si bien se supondra que el nudo es r gido.
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42,18 kN

7

\f/ 25,80 kN

34,90 kN '115,10 kN
a)

54,80 kN

463

115,00 kN

b)

d)

Fig. P11.9.2 Reacciones y leyes de esfuerzos: a) Reacciones, b) Ley de
axiles, ¢) Ley de cortantes, d) Ley de momentos ectores.
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Fig. 11.19 Estructura con nudos de tamaro nito

Supongase la estructura de la gura 11.19. En ella se han dibujado las directrices
de las distintas piezas. Asimismo, las directrices de todas las barras que concurren en
un nudo pueden cortarse en un punto o no (aunque con lo estudiado hasta ahora se
disponen de herramientas para que as sea, por ejemplo no haciendo coincidir en todas
0 en algunas barras la directriz con la | nea de centros de gravedad). En el nudo 2
concurren las barras 1-2, 2-3 y 2-5 y las directrices de las mismas no se cortan en un
unico punto. Como punto representativo del nodo se puede, en principio, tomar uno
cualquiera. Supongase, por ejemplo, que para el mencionado nudo 2 se toma como
punto representativo el a,. Respecto a dicho punto se de niran los movimientos del
nudo 2, as como los esfuerzos de extremo de barra que en dicho nudo concurren.

Enla gura11.20a se representa una viga en cuyos extremos existen nudos r gidos de
tamano nito. Sean Ay B los extremos de la pieza, y C y D los puntos representativos
del nudo. Las rectas AC y BD representan bielas r gidas que unen los extremos de la
pieza AB con los nudos C y D. Se trata de plantear las ecuaciones elasticas respecto
a los nudos C y D.

Si (c;;¢,) vy (dy;dy) son las coordenadas de los puntos C y D respecto a los ejes
locales de la barra X;; X,, de acuerdo con la gura 11.20c se puede escribir

2F013 21 0 032FA13
§Fczg = § 0 1 oéﬁazé (11:37a)
2:':13 22 O 01 N(I)A32F 3

1 B1
gFD Z = g 0 1 OZEFBZZ (11:37h)

2
MD dz (dl L) 1 MB



11 Estructuras reticuladas 465

XZV
C(Cl’c2) /D(dladz)
- a)

A B X
} L |

‘FAZ FB21 \ FB1 b)

A B /MB

2C C l:2D MD
C1 9’ FIC 1 9’ FID
MA MB D
FlA FB]
B
FA FBZ

c)

Fig. 11.20 a) Pieza con nudos nitos b) Barra exible c) Equilibrio en los
nudos

0 escrito en forma compacta

Fo = HoF, (11:38a)
Fpo=H,F, (11:380)

en donde la simbolog a es evidente.
Por lo que respecta a los movimientos, se puede escribir (Fig. 11.21)

2 3 2 32 3
Va1 1 0 ¢ Ver
gvAzé = §0 1 clégvczé (11:39a)
7 A 0 0 1 %o
2V313 21 0 d, 32VD13
ngZZ = §O 1 (d, L)égvmé (11:39b)
B 0 0 1 ’b
y tambien
v, =Hlv, (11:40a)

vy =H] v, (11:40b)
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Fig. 11.21 Movimientos del punto A conocidos los de C.

y sustituyendo 11.38 y 11.40 en cualquiera de las expresiones 9.104, 9.113, 9.172 0 9.176
de las ecuaciones elasticas en coordenadas locales, se tendra

Fo = HoKuuHLVe + HoKupHE v, + Ho By, (11:41a)
Fp = HpKgaHIVe + HpKppHEV, + HBy (11:41b)

que constituyen la expresion de las ecuaciones elasticas en coordenadas locales para el
caso de nudos r gidos de tamano nito. Logicamente, el paso a coordenadas globales
sigue los mismos pasos que los ya senalados para el resto de las ecuaciones elasticas.

11.6.4 Ecuaciones elasticas reducidas

Supongase una estructura formada por piezas rectas de nudos r gidos en la que se
desprecia la deformacion por esfuerzo axil y por esfuerzo cortante. Ademas, la directriz
de las piezas esta formada por la | nea de centros de gravedad de las respectivas secciones
rectas. En tales circunstancias, las ecuaciones elasticas 9.104 pueden escribirse en
coordenadas locales en forma reducida

_4El, 2El,  6EI
B T T
__2EIl, 4E1 | 6E I
M= 0t 0o

siendo =v, Vg el desplazamiento relativo en direccion perpendicular a la barra de
los dos extremos de la pieza.

Las expresiones 11.42 son las ecuaciones elasticas reducidas y juegan un papel de
importancia en los metodos manuales de calculo de estructuras basados en el metodo
de rigidez. EIl proceso de calculo de una estructura segun dichas expresiones sigue la
metodolog a general ya expuesta del metodo de rigidez. Sin embargo, es importante
establecer varias precisiones:

M4 + 4, (11:42a)

+ %, (11:42b)

{ El equilibrio en cada nudo solo se realiza en momentos. Con ello se obtiene un
sistema de tantas ecuaciones como nudos. Dicho sistema, en general, es insu ciente
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para resolver todas las incognitas, por lo que es necesario aumentar el numero de
ecuaciones.

{ Los desplazamientos de las distintas barras no son independientes entre s . Existe
un numero de desplazamientos independientes igual al grado de traslacionalidad de
la estructura (ver apartado 11.5.3), por lo que los mencionados desplazamientos
de cada barra deben ponerse en funcion de los desplazamientos independientes.

{ El sistema de ecuaciones se completa escribiendo la ecuacion de equilibrio de cor-
tantes para cada grado de traslacionalidad.

{ Los esfuerzos cortantes y axiles se obtienen por equilibrio una vez conocido el valor
de los momentos ectores.

11.7 Ejercicios propuestos

En todos los ejercicios se siguen se supone que, salvo en los tirantes, se desprecia la
deformacion por esfuerzo axil y por esfuerzo cortante.

I Ejercicio propuesto EP11.1 Hallar las leyes de esfuerzos en la estructura de la gura,
cuando en una de las celdas existe una presion interior de valor p = 20 kN=m. La longitud
de cada uno de los lados del hexagono es de 4 metros.

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra inferior vale 12kN (traccion).

Lado=4m

<

Fig. EP11.1
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| Ejercicio propuesto EP11.2 La estructura de la gura esta cargada con una carga
uniformemente repartida en las barras AB y A’'B’ de valor p =2 10*N=m. La pieza
AA’ es un tirante de 15 cm? de seccion y modulo de elasticidad E = 200GPa. En
todas las barras EI = 40000kN m?. El tirante esta sometido a un decrecimiento de
temperatura de valor t= 30°C~'( =5 107°°C).

Hallar las leyes de momentos ectores, cortantes y axiles.

Valor de control: El esfuerzo axil en el tirante vale 75;9kN.

B' A' A B

Fig. EP11.2

I Ejercicio propuesto EP11.3 Dada la estructura que se detalla en la gura, hallar las
leyes de esfuerzos cuando actuan dos cargas F de valor F = 10kN.

Valor de control: ElI movimiento horizontal del nudo A vale 0; 00295 m:

E=2,1-10 N/em
A=10"cm
1=10"cm'

| | |

Fig. EP11.3
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I Ejercicio propuesto EP11.4 Dada la estructura de la gura, determinar las leyes de
esfuerzos, as como el giro del punto A. EIl producto EI vale: 2;1 10°kN m2.

Valor de control: El giro del punto A vale 2;18 10~°rdn.

p=10"N/m

Fig. 11.4

| Ejercicio propuesto EP11.5 En la estructura de la gura, la pieza curva es una
parabola de segundo grado de eje vertical. En ella se veri caque | = l,=cos , siendo I, la
inercia en la clave y el angulo que forma la tangente a la curva en cualquier punto con
la horizontal. La pieza vertical se supone inextensible. Determinar las leyes de esfuerzos
y el giro en C.

Valor de control: El giro en C vale 11;17 p=EI.

@

JE— C &

Fig. 11.5
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I Ejercicio propuesto EP11.6 En la estructura de la gura, el arco es circular de radio

R = 3m: Todas las piezas tienen el mismo momento de inercia y el mismo modulo de
elasticidad. Determinar las leyes de esfuerzos, las reacciones y el movimiento de B.

Valor de control: EI movimiento de B vale 11;64p=EI.

C

N\ Jles!

4m 2m

Fig. EP11.6

| Ejercicio propuesto EP11.7 En la estructura de la gura, la pieza curva es una

parabola de cuarto grado de eje vertical de expresion y = 8 1 (x=8)*. Su inercia
vale 1(s) = I=cos , siendo el angulo que forma la tangente a la curva en cada punto
con la horizontal. La pieza AB es un tirante de seccion A. Los pilares AD y BC tienen
una inercia de valor 1. En los puntos A y B existe una articulacion. Determinar las
leyes de esfuerzos en todas las piezas (para la pieza curva los esfuerzos se dibujaran sobre
su proyeccion horizontal).

Valor de control: El esfuerzo en el tirante vale 44; 9kN.

Ejercicio propuesto EP11.8 En la estructura que se representa en la gura, la pieza
curva B’CB es un semic rculo de radio 5m. Todas las piezas tienen la misma inercia.
Bajo las cargas que se indican, determinar:

a) Reacciones y leyes de esfuerzos en todas las piezas rectas.
b) Valor del Momento Flector en A ny del esfuerzo cortante en la pieza AB.

Notas:
- No se considerara la deformacion por esfuerzo axil ni por esfuerzo cortante.
- En los puntos B y B’ las piezas estan articuladas entre s .

Valor de control: El momento ector en A vale 137;5kN.
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p=12 kN/m

R R

4m
Fig. EP11.7
A C A
60 kKN
5m
R B' B
7 Z
Sm 10 m Sm
T by T T
Fig. EP11.8

I Ejercicio propuesto EP11.9 En el portico de la gura, en A y B todas las piezas
estan articuladas entre s . Por otra parte, la pieza AB representa un tirante de seccion
1. Determinar la relacion entre p y F para que el tirante no trabaje.

Valor de control: La relacion vale p = 22;6 F=a.

| Ejercicio propuesto EP11.10 EIl arco de la estructura de la gura es parabolico de
eje vertical. La inercia en la clave es l,, mientras que en un punto cualquiera vale
1(s) = l,=cos , siendo el angulo que forma la directriz del arco con la horizontal.
La inercia del resto de las barras vale 1,. En los puntos A y D todas las piezas estan
articuladas entre s . Determinar el desplazamiento vertical de los puntos B y D.

Valor de control: El desplazamiento vertical de B vale 19 pL*=EI.
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Fig. EP11.9

4L

Fig. EP11.10

I Ejercicio propuesto EP11.11 En la estructura que se representa en la gura, todas

las barras (rectas o curvas) tienen la misma inercia. Las piezas curvas son circulares de
radio a = 5 metros, y con tangente horizontal en C y vertical en B y B’.

Hallar:
a) Leyes de momentos ectores y esfuerzos cortantes en todas las piezas.

b) Valor de las reacciones.
c) Valor del esfuerzo axil en las barras BC y B'C’

Valor de control: El esfuerzo axil en la barra BC vale 25;5kN.
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p=8 kN/m
HEEEEENENN
T C

Sm

B' B
Sm

DETALLE DEL NUDO C
Al A
Sm Sm
¢ *

Fig. EP11.11

I Ejercicio propuesto EP11.12 La estructura de la gura esta compuesta por dos arcos
los cuales estan r gidamente unidos entre s . Ambos arcos son parabolas de segundo grado
de eje vertical. Su inercia es tal que 1(s) = I=cos , siendo el angulo que forma la
tangente al arco en cada punto con la horizontal. Determinar las leyes de esfuerzos en
toda la estructura.

Valor de control: La reaccion horizontal en el apoyo derecho vale 15;025p.

Fig. EP11.12













































































































































































